E.C.P.1 - Jean PERRIN

Compléments sur la dérivation
Exercices

Equations de tangentes

f'(a)(x-a)+f(a)

* Exercice 11.1 Yy

Déterminer une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse a donné.

L f(x)=x* a=0 2. f(x)=§x3,a=1 3. f(x)=x*+1,a=2

4. f(x)= xs—x3,a=—1 5. f(x):x2—2x+3,a:%

Correction :

1. f'(x) =4y’
« £(0)=0*=0
o f'(0)=4x0’=0
e Une équation de la tangente a la courbe de f'au point d’abscisse O est :
y=1'(0)(x-0)+(0)
- y= O(x —O) +0
o y=0

2. f'(x) =%><3x2 =2x?

2 532

° 1)=—x%x1" =—

F1)=3x1 =3

o fl(1)=2x1"=2
e Une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 1 est :

y=f1 (1) (x=1)+ (1)
2

= y:2()c—1)+%:2x—2+E

4
= =2x——
Y 3
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3. f'(x)=2x
o f(2)=27+1=5
o f'(2)=2x2=4
e Une équation de la tangente a la courbe de f'au point d’abscisse 2 est :
y=1(2)(x=2)+£(2)
= y=4(x-2)+5=4x-8+5
- y=4x-3

4. f'(x)=5x"-3x’
o F(-1)=(-1)=(-1) ==1=(-1) =-1+1=0
e f(-1)=5(-1)"-3(-1)" =5x1-3x1=5-3=2
e Une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse —1 est :
y= £ (1) (x=(=1))+ £ (-1)
- y=2(x+1)+0
= y=2x+2

5. f'(x)=2x-2

2
° f(gjzﬁiJ —2x§+3:2—3+3:2
2 2 2 4 4

3 3
e f|2]=2x2-2=3-2=1
r3)7>3

. R . . 3
e Une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 5 est:

Rl
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Dérivées de fonctions usuelles
* Exercice 11.2

Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

1. f(x)=7x3—2x2+5 2. f(x):—3x4+4x3+7x2—2x+1 3. f(x):

8| =

4 f(x)= vt e

Correction :
L f'(x)=7%3x" =2x2x+0=21x" ~4x

2. f'(x)=-3%4x" +4x3x% +7x2x=2x1+0 ==12x" +12x" +14x -2

(78]
=
—
=
N
11
|

I
s o 2 . -— 1 I
Dérivée d’un produit (uv) =uv+tvu

% Exercice 11.3

Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

L f(x)=(2x+1)(x+2) 2. f(x)=(-x+1)(2x-3) 3. f(x)=xVx

Correction :

L. (”V)' =u'v+v'u (avec u(x) =2x+1 et v(x) =x+2)
(%) =(2)(x+2) +(1)(2x+1) =2x+4+2x +1=4x+5

2. (w) =uv+vu (avec u(x)=—x+1 et v(x) =2x-3)
(%) =(-1)(2x-3)+(2) (-x+1) = 2x+3-2x+2=—4x +5

3. (uv)':u'v+v'u (avec u( )ert v( ):\/_)

f'(x):(l) [ X 2\/;><\/;+x 2x+x _ 3x _3\/;><\/;

NN Wx o 2dx 2Jx

Finalement : f’ ( ) \/_
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14 14

k kD'
Dérivée d’une fonction inverse (— =

* Exercice 11.4

Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

-2 _ ___3
1. f(x)_x+1 2. f(x) "~ 3. f(x) T
Correction :
1 (Ej ——k—‘;l (avec k=2 et v(x)=x+1)
y y
' _2x] __ 2
I ey T ey
2 (Ej ——k—‘;l (avec k=1 et v(x) =2x")
y y
, _1><6)c2 _6x2 3
f ( )_ (2x3)2 4x° 2t
3. (Ej :—k—‘;l (avec k=-3 et v(x)=x2+1)
V V
1 —3)(2 6
flx) ==
(x +1) (x +1)
) u'v—v'u
Dérivée d’un quotient (—) =
y y
% Exercice 11.5
Calculer les dérivées des fonctions suivantes.
x+1 x—1 x—3
1. = 2. = 3. =
U 1= U v
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Correction :

1. (Ej = u'v—zv'u (avec u(x) =x+1et v(x):x+2)
v v
=2 (+) _aramamt
(x+2) (x+2)  (x+2)
2. (Ej = u'v—zv'u (avec u(x) =x-1let v(x):x+1)
v v
£ (x)= (1) (x+1)=(1)(x~1) _x+l-x+l_ 2
(1) (x+1)” (w1
3. (Ej = u'v—zv'u (avec u(x):x—3 et v(x):2x+4)
v v
()= (1)(2x+4)-(2)(x-3) _2x+4-2x+6 _ 10
(2x+4)’ (2x+4)"  (2x+4)’
Dérivée d’une composée (u" )’ =n'@"" (\/;)’ = 21\!/;

* Exercice 11.6

Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

1. f(x)Z(xz+3x+l)4 2. f(x):\/x2+x+l 3. f(x)

Correction :
1. (u4)' =4u'u’ (avec u(x) =x"+3x+1)

£'(x) =4 (204 3) (x> + 3 +1)

2. (\/;)'2 w (avec u(x):x2+x+1)

2Ju

2x+1

f(x) = ——
(X) WP +x+1

2u' LY _
3. Deux écritures de formules possibles : (_Zj =-2% o (u 2) ==2u'u”

=) e
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Florilege
* Exercice 11.7

Etudier les fonctions suivantes (ensemble de définition, limites, dérivées, tableau de variations
et allure de courbe).

1. f(x)=-24%+5x-4 2. f(x)=2x"+2x-4 3. f(x)=(?-1) +s
- 2 _ 2
4, f(x):i’z_; 5 f(x)z"x—_xz+2 6. f(x)=Vx’-3x+5 7. f(x)zti—jj

Correction :

1. ® Ensemble de définition : f est un polyndme, donc f est définie sur R .
@ Limites : lim f(x)= lim —=2x* =0 et lim f(x)= lim —2x* =-oo.
X — t+oo X — oo X —» —00 X —» —00
® Dérivée : f'(x) =—4x+5.
@ Signe de la dérivée et variations de la fonction :

—4x+520 o 4x=2-5 = xS%.On en déduit :

C 5 |
signe.de.f'(x) + r}; _
R 7
variations.de.
2
f(gj:—zx(éj +5X(§j—4:—2x§+5x§—4:—§+§_4:_25+50_32:_Z.
4 4 4 16~ 4 8 4 8 g

® Allure de la courbe :
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Ensemble de définition : f est un polyndme, donc fest définie sur R .

Limites : lim f(x)= lim 2x’ =+w et lim f(x)= lim 2x’ = -o.

@
@

e X 40 S e ot
® Dérivée : f'(x) =6x%+2.
@

Signe de la dérivée et variations de la fonction :

f (x) =0 comme somme de deux termes positifs. On en déduit : -1
T —00 +00
signe.de.f'(x) +
- - +m
variations.de.f 7
—00

® Allure de la courbe :

3. © Ensemble de définition : f est un polyndme, donc f est définie sur R .

@ Limites : lim f(x)= lim (x2)2 = lim x* =+ et

X — too X — +oo X — +oo

lim £ (x)= lim (x*)° = lim x* =+co.

® Dérivée : (u>+5) =2u'u+0, donc f'(x)=2(2x)(x* ~1)+0=4x(x* -1).

@ Signe de la dérivée et variations de la fonction :
= 4>0

= Le signe de x est connu comme signe de fonction de référence.

=y -l= (x —1) (x + 1) . Il s’agit d’un trindme du second degré dont les racines

évidentes sont — 1 et 1. x> —1 est du signe de 1 a I’extérieur des racines.
On en déduit :

xT — 00 -1 0 1 +0C
4 + + -
x - — 0 +

ri—1 - 9 — — 9

signe.de.f'(x) — (;] + 0 _ (:]

+l+]+]+

+00 i +oo
variations.de.f x_ / \ //)
5 ]

f(—l):((—1)2—1)2+5=5, F(0)=(02=1) +5=6 et f(1)=(12-1) +5=5.
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® Allure de la courbe :

4. © Ensemble de définition : f est une fonction rationnelle définie si son dénominateur est
différent de zéro.

3x-2=0= 3x=2 = x=

2
3
fest définie sur }—oo ; %[ O }% ;+00[ .

® Limites :
2x 2
lim x)=lim —=—.
x_>+oof( ) x_>+oo3_x 3

. . . 2 .
La droite d’équation y = 3 est asymptote horizontale en +oo.

lim f(x)= lim x_2

P xe-3x 3

. . . 2 .
La droite d’équation y = 3 est asymptote horizontale en —oo .
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Etudions le signe du dénominateur :

3x—-220 = 3x22 = xZ%,donc:

T —00 +00

et ] L [
+

stgne.de.dr—2 —

On en déduit :

. 2 4 4 15_ 11
11(m2ij—5—2><§—5—§ 5—5 '3~ 3 | par quotient de limites,
3 lim £ (x)=+oo

lim 3x-2=0" (2

0

o s . 2 .
La droite d’équation x = 3 est asymptote verticale.

. 1
ll(m2J+ 2x-5= "3 | par quotient de limites,
H3 lim+f(x):—00
lim 3x-2=0" | (2
&4
3
® Dérivée :
(ﬁj = u'v—zv'u , donc f'(x) = (2)(3x—2)—(32(2x—5) = 6x—4—6x;15 = 4 2
v % (3x-2) (3x-2) (3-2)

@ Signe de la dérivée et variations de la fonction :

I (x) =0 car un carré est toujours positif. On en déduit :

€T =00 % +o0
signe.de. f'(x) + +
+00 2
variations.de.f 2/ /3
3 —00
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® Allure de la courbe :

5. © Ensemble de définition : f est une fonction rationnelle définie si son dénominateur est
différent de zéro.

x—2=0 < x=2. fest définie sur ]—00 ; Z[D]Z ;+00[.

@ Limites :
x2 x2
lim f(x)= lim —= lim x =+ et lim f(x)= lim — = lim x =—co,

X — too X — +oo X X — t+oo X —» —00 X—-—0 X X —» —00
Etudions le signe du dénominateur :
x—220 = x=22,donc:

T — 0 + o0

2
signe.de.x—2 — ‘;. +

On en déduit :

lim x* —x+2=4-2+2=4/| par quotient de limites,

x-2"

limx-2=0 lim f (x) = o

o2 x-2"
La droite d’équation x =2 est asymptote verticale.

thl X -x+2=4-2+2=4 par quotient de limites,
lim x-2=0" lim f (i) = +o0

x-2
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® Dérivée :

2 b

\% v

(-

2)*

(ﬁj':u'v—v'u one f,(x)z(2x—1)(x—2)—(1)(x2_x+2)

22X —dx-x+2-x"+x-2

A )

(x-2)

f'(x)= x“—4x —

x(x—4)

(x-2)

(x-2)

@ Signe de la dérivée et variations de la fonction :

= Le signe de x est connu comme signe de fonction de référence.

= x-420- x24

2 . . o
. (x - 2) >0 car un carré est toujours positif.

On en déduit :

T -0 0 2 1 e
x - t + i
a1 _ — — 0 +
(x—2)° + + M i
signe.de.f'(x) T 0 - _ Y i
— } 1 +00 +oo
variations.de.f _DG/ \—oo \7//
0> -0+2 47-4+2
f(()):W:—l et f(4)=?=

® Allure de la courbe :
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6. © Ensemble de définition : f est définie a 1’aide d’une racine carrée. Il faut donc que
I’expression sous la racine soit positive ou nulle.

Déterminons le signe de x> —3x+5.

(-3)" —4x1x5=9-20<0.

Ainsi, x2=3x+5>0 sur R et fest définie sur R.

@ Limites :
. 2 — 1 2 , ..
lim %™ =3x+5 = lim x* =+ par composée de limites,
: - lim f(x)=+c0
Jim X = o fim /)
. 2 . 2 _ . L.
lim x”=3x+5 = lim x* =+ par composée de limites,

lim /X =+o0 lim f (x) = +oo
X _ +o0

X - =00

L. ' u' , 2x-3
® Dérivée : (\/;) :m,donc f (x):m.

@ Signe de la dérivée et variations de la fonction :

24Jx? =3x+5>0, donc f'(x) est du signe de 2x—3.

2x=320 = 2x23 = xZ%.Onendéduit:

T —00 ! +00
signe.de.f'(x) — (:] +
+00 +00
variations.de.f \-\-\"fﬁj/
5
2
f(z - (z _3x§+5:\/2_2+5:\/2_§+@: 1
2 2 2 4 2 4 4 4 4

® Allure de la courbe :
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7. © Ensemble de définition : f est une fonction rationnelle définie si son dénominateur est
différent de zéro.

x=1=0 = x=1. fest définie sur |~co ; [ 0|1 ;+o[ .

@ Limites :
x2 x2
lim f(x)= lim = =let lim f(x)= lim = =1.

X — oo x_.+oox X — —00 X =00 x

La droite d’équation y =1 est asymptote horizontale a la courbe de fen —co et en +oo.

2

2
f (x) = (x +1j = (x ! 1) . Le dénominateur ()c—l)2 est donc toujours positif.
x—1 (x —1)2

On en déduit :

lim (x+1)" =4 | par quotient de limites,
lim (x-1) =|  fim/(x)=+e

x-1

La droite d’équation x =1 est asymptote verticale a la courbe de f.

lim(x-1)7 =07 Hmf(x) =+

x-1

. 2
113111 (X + 1) =4 }par quotient de limites,

® Dérivée :
Deux formules sont « imbriquées » :

1
5\ , u . (u u'v—=v'u
(w) =2w'w avec w=— et w =|— | =
y

oy [ xHD) (x+1) DG =()(x+1) (x+1)
! (x)_z(ﬁ) (ﬁ)_z (x-1)’ (x-1)
-2 x(x+1):—4(x+l)

x=1) (x=1) (x-1) (x-1)
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@ Signe de la dérivée et variations de la fonction :
= —4<0
= x+120 = x2=2-1
= Comme (x—l)3 =(x—1)2 X(x—l) , ()c—l)3 est du signe de x—1.
x—120 « x2>1.
On en déduit :

- — ) ) +00
—4 - — _
x+1 B 0 * i
(1)’ - . -
signe.de.f'(x) - 0 + ~
i +oo | +oo
variations.de.f \_D/”’/" \1

® Allure de la courbe :
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Etudes de fonctions

* Exercice 11.8

4
X
x -1

On appelle C sa courbe représentative dans le repére (0; f,j) .

fest la fonction définie sur ]1 ;+00[ par f (x) =

(unités graphiques : 4 cm en abscisses et 0,5 cm en ordonnées)
1. Etudier les limites de fen 1 et en +co.

2. a) Démontrer que la dérivée de fest f' (x) =

b) En déduire les variations de f.
3. Donner I’allure de C.

Correction :

1. 1 est une valeur interdite. Etudions le signe du dénominateur.

xX-1= (x—l)(x+1). Donc 1 et —1 sont racines évidentes.

x* =1 est donc positif a I’extérieur des racines. En particulier, sur ]1 ;+00[ , x2—-120.

. 4 _ . ..

« limx® =1 Par quotient de limites,

e limx?=1=07(  lim f(x) =+
xo1* -

4
En +oo, lim f(x)= lim = = lim x* = +co.

X — +oo x_,+oox X — +oo

I

2. a) (ﬁ] =MV_2VM
Vv

(4x3)(x2 —1)—(2x)(x4) _ 4 —4x° =2x° _ 2% —4x° _ 2x° (x2 —2)
(x2 —1)2 (x2 —1)2 (x2 —1)2 (x2 —1)2

b) Etudions le signe de f '(x) ;

f'(x)=

2
. (x2 —1) =0 car un carré est toujours positif
e 2x’>0 car xD]1;+00[

e x’—2 estun trindme du second degré qui a pour racines évidentes V2 et /2.
Il est donc positif a I’extérieur des racines.
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On en déduit :

+o0
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* Exercice 11.9

1. On considere la fonction g définie sur R par g (x) =2x" -3x" —1.
a) Déterminer les limites de g en —oo et en +o0o0.
b) Etudier les variations de la fonction g sur R .
¢) Montrer que I’équation g (x) =0 admet une unique solution @ sur R puis montrer que
a est compris entre 1 et 2.
d) En déduire le signe de g (x) .
1-x
1+x°

a) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

2. On considere la fonction f définie sur ]—00 ;—1[ i ]—1 ;+00[ par f (x) =

1-x

b) Dresser le tableau de variation de la fonction f définie par f (x) = e
X

(On pourra se servir d’un résultat de la question 1).

Correction :

1. a) lim g(x)= lim 2x’ =+o et lim g(x)= lim 2x" = —co.

b) g (x) =6x" —6x= 6x(x—1)
g (x) est un trindbme du second degré qui a pour racines évidentes O et 1.

I1 est donc positif a I’extérieur des racines.
On en déduit :

I -0 ( 1 + o0
g'(x) + I]IJ — t:] +
—1_ oo
g 7 T~
— 0 -2

g(0)=2x0"-3x0*~1=~1 et g(1)=2xI’-3x1°~1=2-3-1=-2
¢) Il y adeux questions en une : on va d’abord montrer que I’équation g (x) =0 admet

une unique solution @ puis on va montrer que @ est compris entre 1 et 2.

Sur ]—00 ; 1] , —1 est maximum. Donc I’équation g (x) =0 ne possede pas de solution
sur ]—00 ; 1] .

e g estcontinue sur [1 ;+00[ ;

o g est strictement croissante sur [1 ;+00[ ;

. ODg([l ;+oo[):[—2;+oo[ :
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D’apres le théoreme de la bijection, I’équation g (x) =0 possede une seule solution

sur [1 ;+00[.

En définitive, I’équation g (x) =0 posseéde une seule solution sur R.

De plus, g(1)=-2 et g(2)=2x2*-3x2’-1=16-12-1=3. Donc a0[1; 2].

d) On déduit le signe de g d’apres son tableau de variation et ce qui précede :
Tro|—0o o 400
glo)| — 0 +
2. a) lim f(x)= lim —> = lim 2 =0.
P votw 3yt
lim f (x) = lim —* = lim — =0.
X oo X x3 xa-w x
Etudions le signe de 1+ x” :
1+ 20 = X¥’2-1= x2-1
T =00 =] +00
| ¢ +
Des lors :
. th[lll ~X=2 | Par quotient de limites,
. xlirr11+1+x3 =0" xlir_rlk f(x) =0
. 11}1_111 —x=2 | Par quotient de limites,
+lim 1+ =07 lim f(x) =
b) Calculons f '(x) et étudions son signe. (%j = u'vv—zv'u

(—1)(1+x3)—(3x2)(1—x) —1—x3—3x2+3x3:2x3—3x2—1: g(x)

f'(x)=

(1+) () (1+2)
. (1 + x3)2 =0 car un carré est toujours positif
o f'(x) est donc du signe de g (x)
On en déduit :

€T =00 -1 ¥ 1

flo)| - - 0+
0 400 0
— 0 fla)

(1)



