E.C.P.1 - Jean PERRIN

Compléments d’analyse

Exercices
Valeur absolue|
* Exercice 12.1
Calculer : rappel V2 = 1,4
1 32 2. |-15 3. |22 4. [I-42]
Correction :
1. [3,2[=3.2 2. |-15/=15

3. ‘2—\/5\:2—J§ car 2-4220 4. ‘1—@\=—(1—J§)=—1+J§ car 1-+2 <0

* Exercice 12.2

‘ Trouver tous les entiers relatifs x tels que : |x| <6.

Correction :

xD{—6;—5;—4;—3;—2;—1; 0;1;2;3;4;5; 6} . On note plus simplement : xD[[—6 ; 6]].

Limite de (b”)

* Exercice 12.3

Déterminer si possible les limites suivantes (une justification est attendue) :

1. lim 2" 2. 1im0,5" 3. lim (—%) 4. 1im1-0,9"
n n 2n
5. Lim (—ﬁ ) 6. lim 7. lim > 8. lim >
n - +00 n— +oo 2" n - +0o 3" n -+ 4”
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Correction :

Si |p| <1, lim 5" =0.

n — +oo

Si b>1, lim b" =+

n — +oo

1. lim 2" =400 car 2 >1.

n— +oo

2. 1lim 0,5" =0 car

n— +oo

3. lim (—lj =0 car
3

<l.

0,5

<l.

n — +oo

4. 1lim 0,9" =0 car

n— +oo

0,9

<1 donc lim1-0,9" =1.

n — +oo

5. =2 <-1, donc la suite ((\/E)n) diverge.

nON

6. Deux rédactions possibles :

<1

9

limLZ lim (1] =0 car ;

n - +oo 2" n - +oo 2

. ) .. o1
lim 2" =400 car 2 >1 donc par inverse de limite, lim —=0.

n - +oo n-+o0 )

<l.

7. lim 2—= lim (2] =0 car |[—

n - +oo 3" - +oo

2n 32 n n
8. lim3 =limu=lim9—=lim(%j = 400 car%>1.

n — +o0o 4" n — +oo 4” nﬂ+oo4n n — +oo

\Théorémes de comparaison et théoréme d ’encadrement{

* Exercice 12.4

Soit la fonction fune fonction définie sur R, et qui vérifie LlxJR 1’inégalite : f (x) >x7.

Déterminer lim f (x)

X — too

Correction :

lim x* =+c. Par théoréme de comparaison (théoréme de minoration, plus exactement),

X - +oo

lim f (x) = +co.

X — +oo
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* Exercice 12.5

Soit la fonction fune fonction définie sur R, et qui vérifie LIx[ IR I’inégalite : f (x) <-x.

Déterminer lim (x) )

X — too
Correction :

lim—x =-o0. Par théoréme de comparaison (théoréme de majoration, plus exactement),

X - +00

lim f(x)=—co.

X — +oo

* Exercice 12.6

Soit la fonction f définie sur [1 ;+00[ , qui admet une limite ¢ quand x tend vers +oo, et qui
vérifie Clx([1 ; +oo] I'inégalite : 2 Loy (x)< 241
X X

Déterminer la limite /.

Correction :

. 1 . 1 .
lim2+—=2 et lim 2——=2. Par théoréme d’encadrement, lim f (x) =2.

X — +oo x X — +oo x X — too

Remarque : ce théoreme porte aussi le nom de « théoreme des gendarmes »

% Exercice 12.7

Soit la fonction f définie sur ]0 ;+00[ , telle que [lx D]O ;+00[ , 1 f (x) <3.
2f(x)+3

Soit la fonction g définie sur ]0 ;+00[ ,par g (x) =
X
‘ 5 9
1. Démontrer que, [x D]O ;+00[ s, 5 S8 (x) <—.
X X

2. En déduire la limite de g quand x tend vers +oo.



E.C.P.1 - Jean PERRIN

Correction :
1 1< f(x)<3
= 2<2f (x) 6 (on a multiplié par 2 tous les membres de 1’inégalité)
= 5<2f (x) 3<9 (on a ajouté 3 a tous les membres de I’inégalité)
5 2f(x)+3 _ 9 . .
= — < <— (onadivisé par x”, qui est positif, tous les membres de
X X X
I’inégalité)
5 9
= —=<glx)=s—
2 ( ) 42
9

2. lim % =0 et lim — =0. Par théoréme d’encadrement, lim g (x) =0.

xa+00x x‘>+00x X — too

* Exercice 12.8

Soit fune fonction définie sur ]O ;+00[ , et qui vérifie [lx D]O ;+00[ 1< f (x) <2.

Déterminer la limite quand x tend vers +o de

Correction :
1< f(x)<2
1 _fy) 2
X X X

),

X

(on a divisé par x, qui est positif ici, tous les membres de 1’inégalité)

lim l =0 et lim g =0. Par théoreme d’encadrement, lim M =0.

X0 x xoHo x

X - too X



