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Exercice 1
1.
-2 -1 0 1 2 3
9 2,5 1 1,5 3 -3,5
2.
Exercice 2
1.
X -1 -0,5 0 0,5 1,5 2
F(x) -8 45 -2 05 05 )
g(x) -8 0 2 1 2 10

3.
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Exercice 3

1. x=12 2. x=3 3. x=20 4. x=-3 5. x=72 6. x:i

|
\l
>
Il
co
x
Il
wlps

9. x=-26 10.x=-1o0ou x=-2 11.x:—%oux=§ 12. x=-4 13.x=%

Exercice 4
1. 3x-1>0
& 3x>1
1
& X2 —
3

T —co 1/3 400
3r—1 = ¢ +

On en déduit : le signe de fsur R :

2. 2X+1>0
& 2x>-1

< Xz-- T —oo  —1/2 +oo

On en déduit : le signe de fsur R : |2z+1 - l? +

3. On en déduit le signe du produit (3x—1)(2x+1) :

I —co —1/2 1/3 +co
3r—1 - - 0 +
2241 - 0 4 +
(3z—1)(2z+1) + ¢ — ) +
Exercice 5
1. 2Xx+3=0 2-3x=>0
= 2X>-3 = —3X=>-2
o w2l o st
2 3

On en déduit le tableau de signe suivant :

z —00 —3/2 2{3 +o0
2243 - 0+ +
2-3r + % 0 =
(22+43)(2—3z) - ) 5 ¢ -
2. On en déduit que les solutions de I’inéquation (2x+3)(2—3x)>0 sont }—g ; %{ :
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Exercice 6
1. 2X+3>0 2—-x>0
= 2X > -3 = —X>-2
o X > _g o X<2
On en déduit le tableau de signe suivant :
I —o0 —3/2 2 +co
2143 - H] = +
2—r ( -
223—13 + ﬁ] B +

Exercice 7
1. Résolution de x*—3x+2=0 :
Onpose a=1,b=-3etc=2.
A=b?—4ac=(-3)* -4x1x2=9-8=1=12>0.
Il'y a deux solutions réelles :
Xl:—b—JZzs—lzgzl ot x, _cheva 341 4,
2a 2x1 2 2a 2x1 2
2. Résolution de 2x* +x+2=0 :
Onpose a=2, b=1et c=2.
A=b?—4ac=1°-4x2x2=1-16=-15<0.
L’équation n’a pas de solution.

3. Résolution de 3x2+5—£=0 :
4 4

On pose a =3, b:1 et c:—l.
4 4

2 2
A=Db?—-4ac= 1 —4x3x 1 =i+3=4—9= ’ >0.
4 4) 16 16 \ 4

Il'y a deux solutions réelles :

L _D-VA _-1/4-7/4_ -8/4_ 2_ 1

' 2a 2x3 6 6 3

XZ:—b+\/Z:—1/4+7/4:6/4:§X1:;_
2a 2x3 6 46 4
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4. Résolution de x* +8x+15=0 :
Onpose a=1, b=8 et c=15.
A=b?—4ac=8°-4x1x15=64—-60=4=2°>0.
Il'y a deux solutions réelles :

L _b-VA_-8-2 10_

_b+JA -8+2 6
' 2a 2x1 2

-5 et X, ——=-3.
2a 2x1 2

Exercice 8
Factoriser, si possible, les fonctions suivantes :

1. Factorisationde f(Xx)=x*-3x+2 :
D’aprés Iexercice précédent, X =1 et x, =2, donc f(x)=(x—-1)(x-2).
2. Factorisation de f(Xx)=2x*+x+2 :

D’apreés I’exercice précédent, A=-17 <0, donc f (X) n’est pas factorisable sous forme

d’un produit de facteurs du premier degré.
x 1

3. Factorisation de f(x)=3X2+Z_Z'

D’apres I’exercice précédent, X = —% et X, :% , donc f (X) =3[X+%j(x—lj.

4
Exercice 9
1. Signede f(x)=75x*-60x+12.0na: A=0 et x, __b__00_4%
a 7% 5
f (x) est du signe de a.
z —00 4/5 +0co

7552—60z+12 % ¢ +

2. Signede f(x)=-2x*+x-1.0na: A=-7 donc f(x) est du signe de a.

I —c0 +¢o

—2r241—1 +

3. Signede f(x)=-x*+8x-15.0na: A=4, x, =3 et x, =5.

f (x) est du signe de a a I’extérieur des racines.

T —c0 3 5 +co

—z2487—15 - ¢ + l:] -




E.C.P — Jean PERRIN Les exercices incontournables - Correction

Exercice 10
1. f'(x)=4x-1 2. f'(x)=2x-4 3. f'(x)=—4x+4
4. f'(x)=-4x+4 5. f'(x)=12x*-12x 6. f'(x)=6x"—-30x+36
’ ' 3 1)
7. (Ej :—k—l;,donc f'(x)=- X(X+2) -8 =.
u u (x+1) (x+1)
8. (gj :u'v—zvfu donc - f,(X)z(x—l) (x+1)—(>;+1) (x—l)’
v Vv (x+1)
, 1(x+1)-1(x-1) x+1-x+1 2
f (X): 2 = 2 2"
(x+1) (x+1) (x+1)
9. (Ej :uv—zvu donc - f,(X):(X—3) (2x+4)—(2>2<+4) (x—3),
v v (2x+4)
oy U2x+4)-2(x=3) 2x+4-2x+6 10
f (X): 2 = 2 2"
(2x+4) (2x+4) (2x+4)
Exercice 11

Principe : on détermine d’abord le signe de f'(x) puis on en déduit les variations de f.
1.« f'(x)=4x-1
. f'(x)>0

< 4x-1>0
< 4x>1

1
& X2 —
4

« Onen déduit le signe de f'(x) puis les variations de f :

I —co 1/4 oo
@ - )+
"
fl1/4)
2.« f'(x)=2x-4
. f'(x)=0
< 2x-4>0
& 2Xx>4
S X222

«  Onen déduit le signe de f'(x) puis les variations de f :
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I —co 2 oo
re) - 0+
s |
f(2)
3etd. . f'(x)=—4x+4
. f'(x)=0
< —4x+4=0
& A4x>-4
< x<1
«  On en déduit le signe de f’(x) puis les variations de f :
I —c0o 1 +oco
rayl o=
/(1)
£ | A Ry

5.« f'(x)=12x*—12x =12x(x-1)

e 0et1sontracines évidentes.
f ’(X) est du signe de 12 a I’extérieur des racines.

On en déduit le signe de f'(x) puis les variations de f :

I —c0 0 1 —C0

IR

70
d Ea \"m)/

5.« f'(x)=6x*-30x+36.
« Ona:A=36, x,=2¢et X, =3. f'(X) estdu signe de 6 & I’extérieur des racines.

«  Onen déduit le signe de f'(x) puis les variations de f :

—C0

I —C0

@+ 9 - )+

79
f v
A% 1(3)

3
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Exercice 12
.4 .
e lim—=0 par somme de limites,
1. X lim f(x)=+
= 400
e lim 2X2 = +00 X—>+00
X—>+00
. 4 L
+ lim ;:O par somme de limites, 4 ( 2)
2. X=teo . (onautilisé : f(x)=—+(-2x"))
. Iim f(x)=-
. |Im—2X2=—OO X—>400 ( ) x X
X—>+00
* Jim x=+o par produit de limites,
3. 2 ; _
clim 4+ Z=gf M f(X)=40
X—>+00 X
) 1 , ..
o lim 2+==2| par composée de limites,
& . lim f(x)=8
e lim X%=8 X340 -
X2
Exercice 13
1. lim f(x)= lim 2x* =+o0 et lim f(x)= lim 2x* =+
X—>+00 X—>+0 X—>—0 X—>—00
2. lim f(x)=lim x’ =+o0 et lim f(x)= lim x* =+
X—>+00 X—>400 X—>—00 X—>—0
3et4. lim f(x)= lim-2x’=-w et lim f(x)= lim —2x* =—o0
X—>+0 X—>+00 X—>—00 X—>—00
5. lim f(x)= lim 4x*=+o0 et lim f(x)= lim 4x® =—o0
X—>+0 X—>+00 X—>—00 X—>—0
6. lim f(x)= lim 2x*=+o0 et lim f(x)= lim 2x* =—o0
X—>+0 X—>+00 X—>—00 X—>—0
Exercice 14
1. lim x*=3x?>+2x-5= lim x® = .
X—>—00 X—>—00
2 2
. X“=5bx X 1
2. lim S = —_— =
X—>-+00 2X2+3 x40 2x2 2
X =x2+4 . X
3. lim = lim == lim X=+w.
X—>+00 X2—2X+1 X—>+00 X2 X—>-+00
2 2
4 tim =i 2 im0
X—>—00 2X4+1 X—>—00 2)(4 X—>—00 2)(2
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Exercice 15
On détermine d’abord le signe du dénominateur :
X-1>0<=x>1,d’ou

I —co 1 +co
r—1 == ¢ +
Dés lors,
o =2x2 =2 . =2x? =2
lim =— =+ et lim ===
x> x=1 0 -1 x—=1 0
Exercice 16
1 0im 2 im 222 et tim 2 jim 22,
x—>t+0 X4+4  x—>t+o X x>0 X4+4 x>0 X

Pour déterminer une limite en une valeur interdite, on détermine d’abord le signe du
dénominateur :

. I —c0 —4 oo
X+4>0<=x=>-4,dou
. s+4| - () +
Deés lors,
2x+1 -7 2x+1 -7
=—=+400 et =—=-

x>-4 X+4 0 x>-4" X+4  0F

. 2X-5 . 2X . 2X-5 . 2X
2. lim =lim —=-2¢et lim = lim — =
X400 —X +2 X400 —X X0 —X+2 x>0 —X

—2.

Pour déterminer une limite en une valeur interdite, on détermine d’abord le signe du
dénominateur :

—X+220=—Xx>2-2=x<2,dou x2 _0: 4 ke
Dés lors, —&t ¢

. 2x-5 -1 . 2x-5 -1

lim =——=—o et lim =— =4,

x>2 —Xx+2 0F x>2" —=X+2 0

x% +1 NG X% +1 X

3. lim >~ ~—=1lim Z;=let lim ~— ~—= lim > =1,
X—>+40 XS 4+ 33X+ 2  x—>+0 X X—=—0 X° 4+3X+2 xo>-oX

Pour déterminer une limite en une valeur interdite, on détermine d’abord le signe du

dénominateur. Ona: A=1, x =-2 et X, =—1. x> +3x+2 est du signe de 1 a I’extérieur

des racines. P = > T 1%
12431242 + ¢ - ¢ +

Dés lors,

. X% +1 5 . X% +1 5 . X% +1 2
||m72—=—+:+00, m 2—:_,=_w’ ||m72—=—7=_OO et
x=>-2" X 4+3x+2 0 x>-2"x“4+3x+2 0 x> X“+3x+2 0

. X% +1 2

lim = +00,

x>-1' x2+3x+2 0

10
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2 2 2 2
. X°=2Xx+3 . X . X5 =2Xx+3 . X

4. lim — = lim —2=1 et lim —= lim —2=1.
X—>+00 X =1 X—>+00 X X—>—00 X =1 X—-0 X

Pour déterminer une limite en une valeur interdite, on détermine d’abord le signe du

dénominateur. —1 et 1 sont racines évidentes. x>—1 est du signe de 1 a I’extérieur des
racines.

r | —oo -1 1 oo
r2—1 + ¢ = [:l +
Dés lors,
. X>-2x+3 6 . x*-2x+3 6 . X2-2x+3 2
li =—=+0w, lim =—=-o, |i =—=—w et
x>-1  x?-1 0 x>-1"  x? -1 x> x? -1
X2 —2x+3 2
I 2 = +:+OO
-1 x° -1 0
Exercice 17

D’apres I’exercice précédent :

1. Ladroite d’équation y =2 est asymptote horizontale a la courbe représentative de f.
La droite d’équation x =—4 est asymptote verticale a la courbe représentative de f.

2. Ladroite d’équation y =—2 est asymptote horizontale a la courbe représentative de f.
La droite d’équation x =2 est asymptote verticale a la courbe représentative de f.

3. Ladroite d’équation y =1 est asymptote horizontale a la courbe représentative de f.
Les droites d’équations x=-2 et x=-1 sont asymptotes verticales & la courbe
représentative de f.

4. Ladroite d’équation y =1 est asymptote horizontale a la courbe représentative de f.
Les droites d’équations x=-1 et x=1 sont asymptotes verticales a la courbe
représentative de f.

Exercice 18

lim Z—E:Z et lim 2+£:2. D’aprés le théoréme des gendarmes, lim f(x)=2.

X—>+0 X X—>+00 X X—>+00

Exercice 19
1. f(x)=x* donc f'(x)=4x>.
- f(0)=0*=0.

- f(0)=4x0°=0.
+Une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0 est :
y=1'(0)(x-0)+ f (0), c’est-a-dire y=0(x—0)+0, ou encore :y =0.

11
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2. f(x)=§x3,donc f’(x):§x3x2:2x2.

Cf@)=Sx =2,

- f(1)=2x1=2.
« Une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 1 est :

y=f'(1)(x-1)+ f (1), c’est-a-dire y=2(x—1)+§=2x—2+§:2x—g+§, ou

4
encore: y= 2x—§.

3. f(x)=x%+1,donc f'(x)=2x,

- f(2)=2°+1=4+1=5,

- f'(2)=2x2=4.

« Une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 2 est :
y=f'(2)(x-2)+ f(2), c’est-a-dire y=4(x—2)+5=4x—-8+5, ou encore :
y=4x-3.

4. f(x)=x>-x donc f'(x)=5x"-3x.

« f(-1)=(-1) —(-1)’ =-1+1=0.

o f/(=1)=5x(-1)" =3x(~1)’ =5x1-3x1=2.

« Une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse —1 est :
y=f'(-1)(x+1)+ f (-1), c’est-a-dire y=2(x+1)+0, ouencore: y=2x+2.

5 f(x)=x*-2x+3,donc f'(x)=2x-2.

2
e f 3 = 3 —2x§+3:g—3+3:g.
2 2 2 4 4

. f’(§j:2x§—2:3—2:1.
2 2

« Une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse % est :

y=f' 3 x—E + f 3 , c’est-a-dire yzl(x—§j+g 3,3 6,3
2 2 2 2) 4 2 4 4 4

encore : y:x+%.

Il
<
|
I
_J’_
I
Il
P
|
I
+
I
o
c

12
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Exercice 20

1.

2.

4.

Exercice 21
1.

2.

lim g(x)= lim 2x*=-o0 et lim g(x)= lim 2x> = +o.

X300 x>0 X—>-+00 X—>+20
g(x)=2x*-3x*~1, donc g'(x) =6x>—6x =6x(x-1).

0 et 1 sont racines évidentes. g'(x) est du signe de 6 a I’extérieur des racines.
On en deduit :

I —C0 0 1 +co
R

-1 +
g / \_2/

co

avec: g(0)=2x0°-3x0°-1=-1et g(1)=2x1>-3x1*-1=2-3-1=-2.

Sur ]-o0 ; 1], le maximum de g est -1, donc I’équation g(x)=0 n’admet pas de solution.
Sur J1;+o0] :

« gestcontinue sur JL;+oo[,

« g est strictement croissante sur JL;+oo[,

. Oeg(]l;+oo[):]—2 ;+oo] .

L’équation g(x)=0 admet une unique solution o dans |1 ;+o0[ .

Finalement, 1’équation g (X) =0 admet une unique solution o dans R .

De plus, g(1)=2x1"-3x1*-1=-2<0 et g(2)=2x2’-3x2*-1=3>0. Donc ae[1;2]

On en déduit le signe de g(x) sur R : T | —o0 a +oo

s@] — 9+

lim g(x)= lim x*=-o et lim g(x)= lim x®=+o.

X300 x>0 X400 X—>-+00
g(x)=x>-3x*-4,donc g'(x)=3x*-6x=3x(x~-2).

0 et 2 sont racines évidentes. g'(x) est du signe de 3 a I’extérieur des racines.
On en déduit :

I —00 0 2 +co

I

—3 T
g /" \_8/

co

avec: g(0)=0°-3x0°-4=-4 et g(2)=2°-3x2*-4=8-3x4-4=-8.
Sur ]~ ; 2], le maximum de g est -4, donc I’équation g(x)=0 n’admet pas de solution.

Sur 2 ;400 :

13
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- g estcontinue sur |2 ;+oo[

g est strictement croissante sur ]2 ;+oo[ ,

« 0eg(]2;+od)=]-8;+[.

L’équation g(X)=0 admet une unique solution o dans |2 ;+oo| .

Finalement, 1’équation ¢ (X) =0 admet une unique solution o dans R .

4. On en déduit le signe de g(x) sur R : 7 | =006 60

s - )+

Exercice 22
1. A=In(8)=In(2°)=3In(2)

2. B:In(2e3)=ln(2)+ln(e3):In(2)+3

3. C=2In(4)-In(4¢’)=2In(2?)~| In(4)+In(¢?) |=4In(2)~2In(2) -2 =2In(2) -2

Exercice 23

1. In(x+3)>1In5 2. In(x)>1 3. In(x)<2
< X+3>5 < In(x)>In(e) N In(x)gln(ez)
& x>5-3 o xX>e o x<e?
&S X>2

Exercice 24

1.

« lim x? =400 | par somme de limites,

X—>+0
a) _ ) )
e lim Inx=+oo| M (X +INnX)=400

X—>+00 X—>+00

« lim x? =+c0 | par produit de limites,

b X—>+0
e |lim InX=+w lim x%In X =+
X—>+00 X—>400
. limx?=0 par somme de limites,
.t (on a utilisé : xz—lnx—x2+(—ln x))
e lim—Inx=+o0 |im(X2—In X):+oo ' -
X—0 B x—0
. lim E:Jroo par produit de limites, |
d x—0" X tilisé - nle |
) l In x (onautilisé : — xInx)
o li —_ im— =-o0 X X
!(ILTJ)“’IX— o0 o x

1+1:1 par composeée de limites,

e |lim

2_ X—>+00 X 1 1 0
. limiIn| =+1|=
imin(x)-0| Jm [ 1]

14
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3.
- lIm x=+o0 par croissances comparees,
a) : (onautilisé : Xx—Inx=x+(-Inx))
e lim-Inx=- |"n(X—mx):+w
X—>+00 X—>+00
. Inx . L
b) lim —= =0 par croissances comparées (limite du cours).
X—>+0 X
Exercice 25

1. f(x)=In(x)+x

« limIn(x) = | par somme de limites, * lim In(x)=+o| par somme de limites,
X—>+0

x—0

- limx =0 lim(In(x)+x)==0 . lim x=0 [ lim (In(x)+x) =+
' 1
b) f'(x)="+1. Z 1o P
1 f'(z) ¢
c) =>0 car xe]0;+oo[. Donc f'(x)>0 sur ]O ;+oof. =
X f -
—Co

2. f(x)=In(x)-x

« limIn(x) = 0| par somme de limites, * X'ifpwm(x) =00 | par croissances comparées,

x—0

-Iing—x=0 Lm(m(x)—x)=—w « lim = X = -0 XIirpoo(ln(x)—x):—oo
1 1-x
b) f'(x)==-1=—-.
) 0=+ "

c) = x>0 car xe]0;+oo[. Donc f'(x) estdu signe de 1—x.

* 1-x>0—x>-1x<1.
» On en déduit le signe de f'(x) puis le tableau des variations de f :

r |0 1 +co
o+ 8 -
—1
f /ffv \\3k
—00 —00

3. f(x)=In(x)—2x

« limIn(x) = —| par somme de limites, * lim In(x)=+o| par croissances comparées,
X—>+00

x—0

clim=2x=0 [lim(In(x)-2X)=—0 . |im —2x =0 lim (In(x)-2x)=—
x—0 x>0 X—>-+0 X—>+0
1 1-2x
b) f'(x)==-2= .
) F(x)=+ "

15
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c) » x>0 car xe]0;+0[.Donc f'(x) estdu signe de 1-2x.
. 1—2x>0<:>—2x>—1<:>x<%.

»  On en déduit le signe de f'(x) puis le tableau des variations de f :

I 0 % )
flz) + é —
1)
b o RN
—60 8
f(ljzm(lj—ZX—:—ln(Z)—l
2 2
1.2
4 f(x):ln(x)—Ex
* 'i”g'”(x):—oo par somme de limites,
2 -Iim—lx2=o Iim(ln(x)_lﬁj:_@o
x—0 x—0 2
« lim In(x) =+ | par croissances comparées,
o lim —1x2=_oo lim (In(x)—lxz]:_o@
X—>+0 X—>+00 2
-x2 (1=x)1
b) f'(x)=s-x=1"% _(1=x)@+x)

X X X
c) » x>0 car xe]0;+o.
« 1+x>0car xe|0;+of.

e 1-x>0e—x>-1loox<].
«  On en déduit le signe de f'(x) puis le tableau des variations de f :

r |0 +co
f(z) + o
1
f T 2\
—00 —00
f (1):|n(1)—%x12 :_%.

16
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5. f(x)=In(3x)

- lim3x=0 par composée de limites,
T - limIn(3x)=—
>I(anOIn(X)_ o0 am (3%) = —o

e lim 3x =+

X—>+00

par composée de limites,

. lim In(X)=+w lim In(3x)=+o0

X =400 X—>+0 Pz 0 +00
o 3 1
b) (I =—,donc f'(x)=—==. !
) (Inu) == (X)=3=% /=) t
c) E>0 car xe]0;+o0[ . Donc f'(x)>0 sur ]0 ;+o0f. 5 o
X —Co
6. f(x)=In(-x)
» lim-x=0 par composée de limites,
T __ limiIn(—x)=—o0
)I(lgwoln(x) o0 am (%)
. Xlirpw—x =+ par composée de limites,
- lim In(X)=+o0 lim In(—x) =+ z | —oo 0
X —+0 X—>—00 f"(x) —
b) (Inu)'zu—,donc f’(x):_—lzl. Foo
u -X X 5 g
c) 1.0 car X |- ; 0[. Donc f'(x)<0 sur ]-oo; 0[. ==
X
7. f(x)=In(x-2)
- limx-2=0 par composée de limites,
.J(iLnom(X):_oo !(i_r)T(l)ln(X—Z)z—oo
y X'iTwX—Z =+ | par composée de limites,
Ny In(X) =+ X'_LT@'”(X—Z):WO r |2 +00
’ u’ 1 fl(x) +
b) (InU) ZU,dOHC f’(X):n. “+co
_ f o~
—00

c) LZ>O car xe |2 ;+o0[. Donc f'(x)>0 sur ]2 ;+o0] .

8. f(x)=xIn(x)

* i'ﬂg x=0 par croissances comparees,
e liminx = -0 limxinx=0
x—0 x—0

17

e lim X=+w0
X—>+00

e |lim In X =400
X—>+00

par produit de limites,

lim xIn X =+

X—>+0
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b) (uxv) =uv+vu,donc f'(x)=(x) x(Inx)+(Inx) x(x)=1xIn x+%xx= InXx+1.

4 1
c) * Inx+1>0<Inx>-1ex>et=2,
e

«  Onen déduit le signe de f'(x) puis le tableau des variations de f :

_lé
fa - g+

I \1/

. Inx . ) -
a) lim — =0 par croissances comparées (limite du cours).

X—>+0 X

1 _ . | par produit de limites,

o lim== |

L b, Inx 1
x—0" X i In x (onautilisé : — ==xInx)
. li _ —_— = X X
!(l_rglnx_ o0 x50 X

1
’ N\ I ! . ! I “xX—=Inx _
) (UJ _UVVY e 1(x) (Inx) x(x) gx)x(”x)_x _l-inx
v (x) X X
c) + x*>0car x=0.
* 1-Inx>0<-Inx>-1lsInx<le x<e,
»  On en déduit le signe de f'(x) puis le tableau des variations de f :

z |0 e +co
f'(z) + 0 -
1
f P
Ine 1
fley="C_2
(€) e e
10. f(x)=x*+1-2In(x)
. Iing(xz +1):1 par somme de limites,
. . 2 B
.im_2|n(x):+w !(I_Y)T(IJ(X +1—2In(x))_+oo

18
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o lim <x2+1): lim (xz):+oo par croissances comparées,

X—>+00 X—>+o0
lim (x2 +l—2|n(X))=+oo

X—>+00

« lim —2In(x) =

X—>+00

b) f’(x)=2x—2= %2 _2 _ 2(x2_1) _ 2(x—1)(x+1).
X X X X

c) « 2>0.
« x>0 car xe]0;+o[ .
« X+1>0car xe 0 ;+oo[.

« X-1>0<x>1.
»  On en déduit le signe de f'(x) puis le tableau des variations de f :

r |0 1 +co
I
+co +co
f \2 /

f(1)=1*+1-2In(1)=2.

Exercice 26

L f(%)zInej—Zx%+3=—ln(2)—1+3:2—In(2)z1,3.

- lim In(x)=—o
2. a) X0 par somme de limites, lim f (x)=—o0.
- lim -=2x+3=3 x—0
x—0
- lim In(x) =+
) par croissances comparées, lim f(x)=—o.
- lim =2x+3=-o0 X—>+o0
X—>+00
3. a) f’(x):1—2=1_2X.
X X

b) «+ x>0 car xe 0 ;+[. Donc f'(x) estdu signe de 1—2x.
. 1—2x>0<:>—2x>—1<:>x<%.

« Onen déduit le signe de f'(x) puis le tableau des variations de f :

r |0 % +0co
@]+ 9 -
f 1

19
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f(lj:In(lj—2xl+3=2—ln(2)z1,3.
2 2 2

4.+ f(1)=In()-2+3=1.

. f'(l):¥:_1.

» Une équation de la tangente T a la courbe C au point d’abscisse 1 est :
y=f'(1)(x-1)+ f (1), c’est-a-dire y =—(x—1)+1=—-x+1+1=—x+2.
5. a) Sur [0;0,5[ :
« festcontinue sur ]0; 0,5[,
« feststrictement croissante sur ]0; 0,5,
+ 0ef(]0;0,5[)=]-o0; f(0,5),
L’équation f (x)=0 admet une solution unique a dans ]0; 0,5[.
Sur 10,5 ;+oo] :
« festcontinue sur ]0,5 ;+oo[ ,
- feststrictement décroissante sur ]0,5 ;+oo[ ,
+ 0ef(]0,5;+)=]-0; f(0.5),
L’équation f (x)=0 admet une solution unique B dans ]0,5 ;+oo[ .
b) Deplus, f(1)=In(1)-2x1+3=1>0 et f(2)=In(2)-2x2+3~-0,7<0.
Donc BelL, 2

Exercice 27

1. a) g’(x):2x+E
X

b) g'(x)>0 car xe |0 ,+oo[ . Donc g est strictement croissante sur 0 ,+oc[ .
c) g(1)=1*-1+In(1)=0.
g

On en déduit que g(x)<0 sur J0 ;1] et g(x)>0 sur JL;+o[.

. Inx . ,
2. a) lim —= =0 par croissances comparées.

X—>4o X

- lim x+1l=+4w

X—>+0 .
In(x) par somme de limites, lim f (x)=+o.
N ||m __\")_ 0 X—>+00
X—>+00 X

20
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b)

.1 . ..
-+ lim = = +o0 par produit de limites, nx 1
0 X I In x (onautilisé : — ==xInx)
.l _ im— =— X X
ilg(\)lnx_ 0 A
- lim x+1=1

x—0 o -

In(x) par somme de limites, lim f(x):+oo_

- lim —-———Z =4 Xx—0

x—0 X

0 (W_%j' :W,_u’vv—zv’u done f,(X):l_(In(x))'(x)x—z(x)'(In(x)).
f,(X):l_(l/x)x xx—zlxln(x) :1_1—I;2(x) _ x2_1;2In(x) _ g)EZX) pour tout x> 0.

d) On en déduit le signe de f'(x) puis les variations de f :

r |0 1 +co
g(z) = 0 of
+co +co
i \2 //”

« Etudions le signe de —

x>0 car xe]0,+o0[ et le signe de In est connu. Il résulte :

I 0 1 +co
flo—=4)] + 0 -

On en déduit :
sur |0 ; 1], C est au-dessus de D, sur [1;+[, C est au-dessous de D.

Exercice 28
4
e’ (e7)
1 _2 — e7—2 — e5 2 — e—4—l — e—5
e e
Exercice 29

l.e¥>1e x>0 2. e*>2e-x>In2ex<-In2 3. ez"£2<:>2xgln2<::>x£InT2

21



E.C.P — Jean PERRIN Les exercices incontournables - Correction

Exercice 30

lim e* =+
a) T par somme de limites, lim (eX+X2):+oo.
lim x° =+ X
X—>+0

lim e*=0
by par somme de limites, lim (eX+X2):+oo.
- lim X% =+o0 Xom

X—>—00

lim e* =+w
c) par croissances comparées, lim (ex - x2) = +00.
lim —x? =—o X0
X—>+0

X

. e . e
d) lim — =+oo par croissances comparées (limite de cours).

X—>+0 X

e) lim xe* =0 par croissances comparées (limite de cours).

X—>—00

. 1
lim 2+==2 24
) o= X par composée de limites, lim e

. lim e* =¢? X
X—2

—e?.

X |

lim ¢*=0 Ny
X—>—0

9) 1 par produit de limites, lim ¢ o

lim ==0 e X
X——o X

lim x?+x+1= lim x° =+

hy " e par croissances comparées, lim (x2 + x+1)e‘X =0.
lim e*=0 X0
X—>+00

Exercice 31

1. (eax), =axe®™, donc f'(x)=2e*>0sur R.

2. (e” —v)’ =u'e" -V, donc f'(x)=2e" —2¢* =2¢* (eX —1) .
« 2¢*>0, f’(x) estdonc du signe de (ex —1).

e e-1>0=e">1<=x>0.0nen déduit :

@] -+

3. (uz)’ =2u'u, donc f'(x)= 2(ex —1)' (eX —1)= 2¢e* (eX —1) ... (voir 2.)

4. (uv)’ =u'V+V'u et (e’x)’ =—e*, donc:
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f’(x):(x+3)'(e‘x)+(e‘x)'(x+3)=1><e‘x—e‘x(x+3),

fr(x)=e[1-(x+3)]=(-x-2)e".
- e7%>0, f'(x) estdonc du signe de (—x—2).

e X—2>0& —X>2< X<—2.0nen déduit :

I —c0 =2 oo

e + ) -

5. (e‘x)' =—e ", donc f'(x)=1-4e7".

1-4e* >0 4e*>-1e” <%<:>—x< In(%jc x>—|n(%j. On en déduit :

£ | -0 —in(3) +oo

IR

6. (Ej V2V one

v v2

(x)= (eX —1)' (e" +2)—(e" + 2)' (eX —1) (ex)(eX +2)—(ex)(ex —1) |

(eX +2)2 i (ex +2)2
e (e*+2)~(e* -1)] (24l g |
(ex +2)2 (ex +2)2 (ex +2)2

« 3e*>0cet (e)‘+2)2 >0 donc f'(x)>0 sur R.

7. (Ej - UVZVU done

v v2

(2ex —3)' (ex —1)—(ex —1)' (2eX —3) _ (ZeX)(eX —1)—(ex)(2eX —3) |

o (e

o :eX[Z(eX—l)—(zeX—s)}:eX(zeX—z—zeX+3): o
(x) (ex_1)2 (ex _1)2 (ex _1)2

e e*>0et (eX —1)2 >0 donc f'(x)>0 sur R™. Onadonc:

f'(x)=

I —co 0 —co

9] + +
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Exercice 32

1. f/(x)=2e.

2.« f(0)=e"°=1,
- f/(0)=2e"=2.
« Une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 0 est :
y=f'(0)(x-0)+ f(0), c’est-a-dire y=2x+1.

Exercice 33
1. f(x)=e"+(-x-4)

- lim =0

x par somme de limites, lim f (x)=-+0.
- lim —x—4=+0 o

X—>—0

Non demandé :

lim e =-+oo
X par croissances comparées, lim f (x)=-+o.
lim —x—4=—w X—>-+a0

X—>+00

2. a) festdérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R et f'(x)=e*-1.

b)etc) f'(x)>0<e*-1>0<e*>1< x>0.0nen déduit:

T —00 0 +co
I
+co +co
f g : s

Exercice 34
S 3 L E_3 i),
1+2e™ 142 e 2+4¢*
2. En +o, lime™ =0, donc lim (1+2e™)=1. Par suite, lim —=lim f(x)=3.
X—>+00 X—>+0 x—>+0 ] + 2 X—>+00
En —o, lime™ =+, donc lim (1+2e™)=-+co. Par suite, lim —=lim f(x)=0.
X—>—00 X—>—00 X—>—00 l+ e X—>—00
' : 31+2e7*)  3x[—2e -
3. (5) :—k—\zl,donc f'(x)=- ( 2 =— ( 2): oe 5.
v v (1+2e—X) (1+ 2e—X) (1+2e—X)

2
6e >0 et (1+ 2e‘X) >0 donc f'(x)>0 sur R et f est strictement croissante sur R .
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Exercice 35

1. (uv)' =u'V+V'u et (e‘x)' =—e* donc:

9'(x)=(x-3) (efx)+<efx),(x‘3)=1><efx—e’x(x—3),
g'(x)=e7[1-(x=3) J=(—x+4)e™.
- e7%>0, f'(x) estdonc dusigne de (—x+4).

e X+4>0 —x>-4< x<4.0nendéduit :

r —c0 4 +4c¢0
g@] + § -
e—4

Sl

g(4)=(4-3)e*=¢"*

2. e <1 donc, d’aprés le tableau des variations de g, g (X) <1 sur R.

Exercice 36
1. g'(x)=e"+1>0, donc g est strictement croissante sur R .

2. = gestcontinue sur [-2;-1],
« g est strictement croissante sur [-2 ;-1],
- g(-2)=e?-2+1=e”-1<0et g(-1)=€"-1+1=e">0,donc Oeg([-2;-1]).

On en déduit que 1’équation g(x)=0 admet une unique solution a dans D’intervalle

[_2;_1]' z | —00 a +oo
3. Onendeduit: [, — ¢ +
Exercice 37
1. F(x):lx4+1x3+lx2+x 2. F(x):fx5—2x3+§x2—5x
4 3 2 5 2
1 1 3 1
3. F(Xx)=—=——=+2JX 4., f(X)=——-——=-5VX
(x) X 2x° Vx ()x15x3\/_
Exercice 38

1. F(Xx)=In(x)+e* 2. f(x):—e"‘+—ezx+%e‘3X 3. f(x)=In(x+1)+e*?
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Exercice 39

2 12
|1:jl3xdx:|:%x2} :3__1_:4

2 3 3
Izzjz(xz—Zx)dx: 1x3—x2 = 2——22 - 1——12 :§—4—l+1zz—3zz—g:—z.
1 3 X 3 3 3 3 3 3 3 3

I :J‘leédx=[ln(x)]z =In(e)-In(1)=1.
l, =Lezs§dx=[ln(x)]:2 =In(e*)—In(e*)=5-2=3.
I, = 12$dx=[ln(x+2)]l2 =In(4)-In(3)= In(gj.

1
Iezjl(X3+X2+X+l)dX= 1X4+1X3+1X2+X :14_14_14_1:%:@.
0 4" 3" 2 , 43 2 12 12

B =j9(idex:[2\/ﬂj —2J9-2J4=6-4=2.
|8:f(%+%+3 x={—2—12—§+ln(x)lz=(—%—%+In(Z)J—(—%—%JrIn(l)J,
== —5+In(2) %+1:%”“3+m(2):g+m(2).

2

IQ:_[e Inx dx:J‘e E><Inxdx= l(Inx)2 1 (on a utilisé la formule J'u’u:u—.
1ox 1oX 2 2 2
1

Exercice 40
D’apres la relation de Chasles :

Ij f (x)dx:jé f (x)dx+'fl2 f (x)dx+'|‘23 f (x)dx+'|‘36 f (x)dx,

I: f (x)dx:J':O dx+I12x dx+j§—x dx+j360 dx ,

I: f (X)dx:oJ{X—;l2 {—X—;T +0,

2

G I R
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Exercice 41
1. (uv—w)':u’v+v’u—w’,donc F’(x):(x)'(In(2x))+(|n(2x))'(x)—(x) ,

F’(x)zlxln(2x)+%xx—1=In(2x)+1—1:In(2x).

2. 1 :Eln(Zx)dx:[xln(Zx)—x]l; :(In(2)—1)—(—ln(l)—5):In(2)—1+%:ln(2)—§.

Exercice 42

!

1. (uv)' =u'v+V'u et (WZ), =2w'w, donc g’(x)=(x)'((ln x)2)+((lnx)2) (x),
g’(x)=1><(|nx)2+2x%xlnx><x=(lnx)2+2lnx.
2. 1 :.[:2 i (x)dx:Lez(g'(x)—Z)dx=[g(X)—2x]ZZ :(ez(lnez)z—2e2j—(e(lne)2—2e),

I :(ez(lnez)z—2e2j—(e(lne)2—2e):4e2—2e2—e+2e:2e2+e.

Exercice 43
C.
Exercice 44
« 1, =["Inxdx :

1 _I1 '
Les fonctions x > Inx et x 1 sont continues et dérivables sur [1,e].
Onpose:  u(x)=Inx et V'(x)=1. Ona:

u'(x):1 et v(x)=x.
X

On integre par parties :
Iuv’ = [uv]—ju’v

1, =f|n xdx =[xInx]; —J.leix xdx =[xInx]; —Ileldx =[xInx] -[x] =elne-1-In1-e+1=1

. IZ:j:xexdx ;

Les fonctions x> X et x+>e* sont continues et dérivables sur [0,1].

Onpose:  u(x)=x et V'(x)=e”. Ona:
u'(x)=1 et v(x)=e*.

On intégre par parties :

juv’:[uv]—ju’v
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1 :jolxexdx:[xex]z —J':exdx=[xex]1 —[ex]z —e—e+1=1.
1

LI =IO xe "dx :
Les fonctions x> X et x+>e™™ sont continues et dérivables sur [0,1].
Onpose:  u(x)=x et V'(x)=e. Ona:

u'(x)=1 et v(x)=—e".
On integre par parties :

Iuv’:[uv]—ju'v

I :[—xe‘x]z —J'; 1><(—e‘x) dx :[—xe‘x]z —[e‘x]z :—e‘l—e‘1+1:1—§.

1
. 1, =jo xe 2dx

Onpose:  u(x)=x et V(x)=e®. Ona:
u'(x)=1 et v(x):—%e‘zx.

On integre par parties :

juv’z[uv]—ju’v

1 1
1
|4=[—lxe‘zx} +1re‘zx dx:{—lxe‘zx} —l[e‘zx} _lg 12 1 1 3.0
27 ] 2b 270 el hTT2T T4 TaTa s

Exercice 45

1. 1‘(x)=J'X 1 dt, donc f'(x)=

5 > 0. f est donc strictement croissante sur R .
0tc+1 X“+1

2. f(x)=]Intdt, donc '(x)=Inx. On en déduit

r |0 1 +co
I
+co +co
1
f(1)=] Intdt=0.
Exercice 46
1 1 1 1 ! 1
_ _ _ _ —NX _| = —nXx _1_= —-Nn
Io—joldx—[x]o_let In_J'Oe dx—[ e }0—1 e,

lime™ =0 donc lim I, =1et(l,)

N—-+o0 N—-+c0

neN est convergente.
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Exercice 47
L1 ,—1 = I: X" dx—ﬁ x"e * dx = E (x”+1 —x" )e‘x dx = I: x" (x-1)e ™ dx.

- e">0,

« x">0car xe[0;1],

« x-1<0car xe[0;1].

On en déduit que 1., —1, <0 pourtoutnde N™ et (1,) . estdécroissante sur N".
2. Deplus, x"e™>0 car xe[0;1], donc 1,>0.

(1,),., ©stdonc décroissante et minorée par 0. (1,) . estdonc convergente.

1 1 1
3. e'<e™<e’ car xe[0;1], donc e‘ljo X" dxsjo x"e ™ dxsjo X" dx .

1 1
3 Xn+1 Xn+1 e—l 1
e <I, < ouencore — <, <—
0 n+1

n+1 n+1| "Th+l’

D’aprés le théoreme des gendarmes, lim I, =0.

N—+o0
Exercice 48
N _10—x _1—x __—xl__l
1. IO_one dx_J’Oe dx_[e }0_ "

. =.[01 xe *dx :
Les fonctions x> X et x> e~ sont continues et dérivables sur [0,1].
Onpose:  u(x)=x et V'(x)=e". Ona:
u'(x)=1 et v(x)=-e.
On intégre par parties :
Iuv’ =[uv]—ju’v

l, = [—xe‘x]z —J': 1><(—e‘x) dx =[—xe‘x]2 —[e‘x]z =—e'-e" +1=1—§.

o = j; x"e*dx :
Les fonctions x> x™** et x> e~ sont continues et dérivables sur [0,1].
Onpose:  u(x)=x"" et V'(x)=e". Ona:
u'(x)=(n+1)x" et v(x)=—e".
On integre par parties :

juv'z[uv]—ju'v
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. :[—x ”+1e*"]2 +(n+1)_[; x"e X dx=—et+(n+1)l, =—}+(n+1) I, .

e

N+

2. D’aprés la relation de récurrence précedente :

- 1, :—l+2l1 :—l+2x(1—gj:—l+2—£:2—
e e e e e

@ | o1

TR :—1+3x(2——J:——+6——— =
e e

On en déduit I’intégrale :

K :‘[;(—x3 +2x°2 —x)e‘x dx = —j;x3e‘x dx + Zj:xze‘x dx—‘[;xe‘X dx=—l3+21, -1,

K =—(6—E)+2(2—§j—(1—2):—6+E+4—E—1+3=§—3.

e e e e e e e
Exercice 49
Lo« lim f(x)=0 car f(x)=0 sur ] ; 0[,

- f(0)=3x0°=0.

f est donc continue en 0.

« f(1)=3x1"=3,

« lim f(x)=0car f(x)=0 sur ]0;+o[.

x—1"
f n’est donc pas continue en 1.
2. D’apres la relation de Chasles :

J7(ax=[° 1 (x)aee [ F () [ F (x)x.

foo f(x)dx= J‘iOde + j;sxzdx + Jl+w0dx :

00

rw f (x)dx=[x3ﬁ) =1*-0°=1.

—00

Exercice 50

+00 . A _
 Sous réserve de convergence, IO e dx= lim | e *dx.

A—+0090

A A
. IO e‘de=[—e‘XJO =1-e*.0r, liml-e?=1car lime*=0.

A—+0 A—+0

On en déduit : IOM e ¥dx =1.

Exercice 51
1. f(0)=e’=1et lim f(x)=e"=1.festdonc continue en 0.

x—0"

2. D’apres la relation de Chasles :
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rw f(x)dx= ° (x)dx+J.0+w f (x)dx=J._0weX dx+.|.0+°oe‘X dx.

—00 —0

0 ,
. J. e* dx : sous réserve de convergence,
—00
0 X ; 0 X ) X 0 } B . B
e*dx= lim | e"dx= lim [e ] = lim (1—e )=l car lim e =0.
- B—>-wvB B—>—w B Bo-w B——w
+00 ,
. .[0 e *dx : sous réserve de convergence,

[“e*dx= lim AeXdx= lim [—eﬂj: lim (1-e™*)=1 car lim e =0.

A—>+00 90 A—>+00 A—>+00 A—>+o0

Finalement : J._m f(x)dx=1+1=2.

Exercice 52
1. Uup=3-2°=1-1=0,u,=3"-2'=3-2=1etu,=3"-22=9-4=5,
2. V;=2V,-5=2x6-5=7¢etv,=2v,~5=2x7-5=0.

1 1 .16 5

3 W=-W+0-2=--2=-——-=—— (onafait n=0),
3 3 3 3 3
w2:1w1+1—2:£>< 2 —1:—§—1:—E (onafait n=1).
3 3 3 9 9
Exercice 53

1. U, =Uy+nxr,donc ug =3+50x(-2)=3-100=-97.

2. u,=u+(n-1)xr, donc u103:_7+102><%:_7+51:44_
2

3. Uy =u,—nxr,donc U0=U9—9x(—§):7+6:13.

lJn_up ,donC r:U35—U5 :—3—6: 9 3
n-p 35-5 30 30 10

4, r=

Exercice 54
Up=1"-0"+7=8,u =2°-1°+7=10, u, =3 -2°+7=12 et u, =4* -3*+7=14.

En fait, u,=(n+1)’-n?+7=n*+2n+1-n?+7=2n+8. Donc u, est de la forme

u, =an+b. Lasuite (u,) est arithmétique de premier terme u, =8 et de raison 2.

Exercice 55
n(n+1)
1+2+...+n= > . Donc:
1. 1+2+3+...+1000=M:500><1001:500500.
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200x201 100x101
2 2
101+102 + ... +200 =100x 201-50x101 =20 100 -5 050 =15 050 .

2. 1014102+ ... +200 = (1+ ... +200)—(L+ ... +100) =

Exercice 56
1. U, =Uyxq", donc uy, =2x3".

9 6
4 1Y 28 1 1
2. Vnzleqn ,dOﬂC V10:64X(E :—9:§:§
3. U =—"_ donc ulzLE;ZS:O,B?SxZS:G.

4. q*= V—5, donc g* = % =81= (—3)4 ou 3*. La raison est négative donc q=-3.
Vi

Exercice 57

n+1

qg -1

Sig=#1,1+q+..+q" = . Donc :

13
1. 142+4+ ... +4096=1+2+4+ ... +2%2 :%:8192—1:8191.

2. 3+9+..+39 :3(1+3+ +39):3><310—_1:§(310 —1).
3-1 2

Exercice 58
X, =3X% +Y,—1=3+1-1=3
Y, =—2X%+2=-2+2=0

2.8) Ty =2% 0+ Yoo = 2(3%, + Y —1)+ (2%, +2) =6X, + 2y, —2—-2X, +2=4X, +2Y,,,
M =2(2%,+Y,)=2r,.
La suite (rn) est géométrique de premier terme : ry = 2x, + Y, =3 et de raison 2.
b) On en déduit que r, =2x, +y, =3x2",
3. @) Sp1—Sn=(Xsr + Ynar )= (X0 + Vn ) =3%, + Y —1-2X, +2— X, — Y, =1.
(s,) est donc la suite arithmétique de premier terme : sy =X, +Y, =2 et de raison 1.
b) Onen déduitque s, =X, +Yy,=n+2.

4. X,=r,—s,=3x2"-n-2 vneN.

Exercice 59

1. u,=0,u = —%un +12, donc (u, ) est une suite arithmético-géométrique
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Recherche du point fixe : | :—%I +12 < | +%I :12<:>gl =12 < | :12><§=8.

On pose : v, =u, —8, montrons que (vn) est une suite géométrique.

1 1 1 1
n+1—8:—§un +12—8:—Eun +4:—§(Un —S)Z—EVH.

Vhe =4

(vn) est la suite géomeétrique de premier terme : v, =u, —8=-8 et de raison —% .

n n
On afinalement : v, =v, xq" Z—SX(—%j puis u, =v, +8:_8X(_%) +8

n
lim (—lj =0 car
N—+w 2

<1,donc limu,=8.

nN—+o00

2. u =1, u,,=02u,+0,2, donc (u,) est une suite arithmético-géométrique.

Recherche du point fixe: 1=0,21+0,2<0,81 =0,2<1=0,25.

On pose : v, =u, —0,25, montrons que (V, ) est une suite géométrique.

Vput = Upsg —0,25=0,2u, +0,2-0,25=0,2u, —0,05=0,2(u, —0,25) =0,2v, .

(V,) est la suite géométrique de premier terme : v; =u; —0,25=0,75 et de raison 0,2.

On a finalement v, =v, xq" ™" =0,75x0,2"" puis u, =V, +0,25=0,75x0,2""+0,25.
lim 0,2"* =0 car [0,2|<1, donc lim u, =0,25.

n—+o0 N—>+o0

Exercice 60

Montrons par récurrence que, pour tout ne N, X, =A"X,.

. AOX0 =1x X, =X, . Lapropriété est vraie au rang 0.

« Soit neN. On suppose que la propriété est vraie au rang n, c’est-a-dire que X, = A"X,.

Montrons qu’elle est vraie au rang n+1.
Xoq = AX, = Ax A"X, = A"X,.
La propriété est donc vraie au rang n+1.
 Par principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout ne N.

Exercice 61

1. g'(x)=e">0 donc g est strictement croissante sur R .

2. Montrons par récurrence que, pour tout neN, 1<u, <2.

* 1<uy<2.La propriété est vraie au rang 0.

Soit neN. On suppose que la propriéte est vraie au rang n, c’est-a-dire que 1<u, <2.

Montrons qu’elle est vraie au rang n+1.

1<u, <2< g(1)<g(u,)<g(2) carg est strictement croissante.

33



E.C.P — Jean PERRIN Les exercices incontournables - Correction

or, g(1)=2-e"~16>1, g(2)=2-e?<2et u,, =9(u,).
On en déduit 1<u,,, <2 et la propriété est donc vraie au rang n+1.

 Par principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout neN.
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Exercice 62
1+2 2-1 31 2x1 2x2 2 4 -6 3
A+B= = ., 2A= = , -3B=
3+5 4+3 8 7 2x3 2x4 6 8 -15 -9
2 -1
X
5 3

Asz(l 2]=[1><2+2><5 1><(-1)+2><3J=(12 5]

34 3x2+4x5 3><(-l)+4><3 26 9

. -1 0
Enfin, BxA:( j

14 22
Exercice 63
000
(A—I)(A—2I)(A—3I)= 00O0]|.
000
Exercice 64

10 : :
AxB :(0 J =1, donc A est inversible et A™ =B.

Exercice 65

50
CxD:(O 5]:SI2 donc C est inversible et C‘lzéD.

Exercice 66
ab d -b
Soit A= .Si ad —bc =0, alors A est inversible et A™ = 1 .
cd ad —bc\-c a
4 -2 -2 1 2 1
On en déduit : A _1 = et B! _1 .
23 1 3/2 -1/2 4(-2 1
Exercice 67

oat-ift 2
' 2(-3 -1)

2. a) X?—(a+d)X +(ad—bc) est un polyndme annulateur de A, c’est-a-dire X?—3X +2

b) A? —3A+21 =0
o AP-3A=-2]
A% —3A
— = |
-2
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2y

— -4 -2
Donc A est inversible et A™ = A—3I don Al= L ( j .

-2 203 1
Exercice 68
2 -1 1
1. A°=|-1 2 —1|puis A>~A-21=0,.
1 -1 2
2. A2 —A-21=0
o A-A=2]
AZ— A
o =1

2

-1-11
Donc A est inversible et A‘lz% puis A‘lz1 -1 -1 -1].
1 -1-1
Exercice 69
-1 0 2
A=|0 0 1
0 -11
—X + 2z =a Ly
On résout le systéme :  (S) z =b L
-y + 7 =¢ L

-X + 27 =a L« L
(s) < y = b-c L« L,—L
z =b L <L
Le systeme ci-dessus est triangulaire. La matrice A est donc inversible.
Xx=-a+2b L «2;-L
(s) < y=b-c Ly« L,
z=Db L« L,
-12 0
Onendéduitque At=| 0 1 —1|.
010
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. 1 01
Bl==|-10 1 C est non inversible
1 2 -3
Exercice 70
-1 0 2 100)L
0 01 0 L,
0 -11 00 1)L,
-1 0 2 10
0 -11 001|L«L,
0 01 010)L«L
100 12 0) L <L 2L
0 -10 0 -11|L<«L-L
0 01 010
100 12 0) Le-L
010 01 -1|L«-L,
001 010
-12 0
Finalement, A=l 0 1 -1]|.
010
. 1 01
Bl==|-10 1 C est non inversible
1 2 -3
Exercice 71

0 0 0 0

Les exercices incontournables - Correction

0 0 0

0
Cx|0|=|0/|.SiCestinversible: Cx|0|=|0|<CIxCx|0|=CIx|0|<|0]|=|0]|.
0

1 0 1 0

Impossible. Donc C n’est pas inversible.

Exercice 72
1. A’-3A%+2A=0,.
2. Si Aestinversible :

1 0 1

A -3 +2A=0; < A (A°-3A% +2A) = A x0; & A’ ~3A+21 = 0.
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0 00O
3. Calculer A>-3A+21=|0 0 0 # 0O, . A n’est donc pas inversible (contraposée du 2.).
1-32
Exercice 73
(-1)" 0 0
1. D"=| 0 1 0
0 02

(-1’ 0 0) (100
2. ¢ 0 1 0/|=|01 0|=1I,=D°. Lapropriété est vraie au rang 0.
0 020) (001

« Soit neN. On suppose que la propriété est vraie au rang n, ¢’est-a-dire que

(-1)" 0 0
D"=| 0 1 0 |.Montrons qu’elle est vraie au rang N+1.
0 02"
(<)" 0 0) (-100) [(-)"" 0 O
D™=D"xD=| 0 1 0|x[0 10|=| 0 1 0
0 02"/ (002 0o o02™

La propriété est donc vraie au rang n+1.
 Par principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout neN.

Exercice 74
n —
1 (n-1)
2
Montrons par récurrence que A" =| 0 1 n
1
0(0-1
1o 20
2
« |01 0 =l;= A°. La propriété est vraie au rang 0.
00 1

« Soit neN. On suppose que la propriété est vraie au rang n, c’est-a-dire que :
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An+1 —

Ln n(n-1)
2
=01 n . Montrons qu’elle est vraie au rang n+1.
00 1
n(n-1 n(n-1 n(n+1
1 DY L net na "D (g, 0D
2 110 2
A"xA=0 1 n x011|=|0 1 n+1 =0 1 n+1
O O 1 0 0 1 0 0 2n+1 0 0 2n+l

La propriété est donc vraie au rang n+1.
 Par principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout neN.

Exercice 75

1. Montrons par récurrence que, pour tout n>1, A" =(

par a; =1 et a

1 a

n

. sz ol (a,) est la suite définie

=1+2a,.

n-+1

la _(t = A. La propriété est vraie au rang 1
0 2t) l02) PP .

Soit neN". On suppose que la propriété est vraie au rang n, ¢’est-a-dire que
n 1 an N - ST

A" = o on | (a,) est la suite définie par a, =1 et a,,, =1+2a,.

Montrons qu’elle est vraie au rang n+1.

An+1:AnXA: 1an X11:11+a‘1n :1an+i_
0 2" 02 0 2™ 0 2™

La propriété est donc vraie au rang n+1.

Par principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout ne N’ .

2. a =1, a,,; =1+2a,, donc (a,) est une suite arithmético-géométrique.

Recherche du point fixe : | =1+21 <1 =-1.

On pose : v, =a, +1, montrons que (V, ) est une suite géométrique.

Vo =an +1=1+2a,+1=2a,+2=2(a, +1)=2v,.

(V,) est la suite géométrique de premier terme : v; =a, +1=2 et de raison 2.

On afinalement v, =v; xq"* =2x2"* =2" puis a, =v, ~1=2"-1.

o 2°

Lo 1 2"-1
On en déduit: A" = .
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Exercice 76
321 -5 2 1

1. A=|321|,B=|3 -6 1 |puis AB=BA=0;.
96 3 9 6 -5

BA=0, < (N-121)A=0, & NA-12A=0, < NA=12A,
AB=0, < (N-41)B=0, < NB-4B=0, < NB=4B.

2. a) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n,ona: N" =a A+b B.

* a,A+b,B :éA—é B :%(A— B) =l;= N°. La propriété est vraie au rang O.

+ Soit neN. On suppose que la propriété est vraie au rang n, ¢’est-a-dire que

N" =a,A+b,B. Montrons qu’elle est vraie au rang n+1.

N"™=NxN"=N(a,A+b,B)=a,NA+b NB=12a A+dbB=a, A+b

La propriété est donc vraie au rang n+1.
 Par principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout ne N.

B.

n+1 n+1

b) (&) estlasuite géométrique de premier terme a :% et de raison 12.
n 1 n
Onadonc a, =a,xq :§><12 :
(bn )neN est la suite géometrique de premier terme b, = —% et de raison 4.

Onadonc b, =b,xq" =—%><4”.

n n
c) Finalement, M" =( lj N" =(ij (%le“A—%xMBj,

20 20
n n n n
anlx(gj A—lx(ij le(gj A—l(lj B pour tout entier naturel n.
8 20 8 (20 8\ 5 8\ 5
Exercice 77
1. BC=CB=0,.

2. Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n non nul B" =B..
« B=B". Lapropriété est vraie au rang 1.

« Soit neN". On suppose que la propriété est vraie au rang n, ¢’est-a-dire que B" = B.
Montrons qu’elle est vraie au rang n+1.

il N 3 -6 3 -6 3 -6
B =B"xB=BxB= X = =B.
1 -2 1 -2 1 -2

La propriété est donc vraie au rang n+1.

« Par principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout ne N".

40



E.C.P — Jean PERRIN Les exercices incontournables - Correction

Montrons, par récurrence, que pour tout entier naturel n non nul C" =(—1)n_1C .
. (—1)171 C =C =C". La propriété est vraie au rang 1.
« Soit neN". On suppose que la propriété est vraie au rang n, c’est-a-dire que

C"= (—1)n_1 C . Montrons qu’elle est vraie au rang n+1.

~ a(2 -6) (2 -6 _ 2 6
C™=C"xC =(-1)""CxC=(-1)"" x = (1) x(-1 =(-1)"c,
<C=(-1) G A P g S GV D B G
La propriété est donc vraie au rang n+1.
« Par principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout ne N

3. Calculs matriciels... On calcule A? puis 5A—61 et on constate que A> =5A—6l .

4, A?=5A-6l & .. A(ﬂ].AESt inversible et A‘1=—%A+gl .

5. Montrons, par récurrence, que pour tout entier naturel n: A" =3"B—-2"C.
« 3PB-2°C=B-C=1=A". La propriété est vraie au rang 0.
« Soit neN. On suppose que la propriété est vraie au rang n, c¢’est-a-dire que :
A" =3"B-2"C. Montrons qu’elle est vraie au rang n+1.
A" =A"xA.Or3B-2C=..=A.
A = A" x A:(B”B—Z”C)(BB—ZC) =3" B2 _2x3"BC —3x2"CB +2"C?.

Or, B2=B, BC=CB=0 et C>=—C. Onendéduit: A" =3"1B-2"C.
La propriété est donc vraie au rang n+1.
« Par principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout neN.

06 1 -2 1 -3 0 1
ato_tand et 1p-lco - = :
6 6 6(-15 3 2 1/3 -2/3) (1/2 -3/2) \-1/6 5/6

ponc At=1p_1c.
3 2
6. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n : (A‘l)n = 3l” B —2—1nC
. Le_Lceoi—(atY. Lapropriété est vrai 0
2B 30C= _( ) . La propriété est vraie au rang 0.
« Soit neN. On suppose que la propriété est vraie au rang n, ¢’est-a-dire que :

(A‘1 )n = 3% B- in C . Montrons qu’elle est vraie au rang n+1.

1
(A—l)”+ :(A_l)nxA_lz(—l B—iij(lB—ECj= ! Bro-0-—Lc.
3" 2 3° 2 ) 3™ 2m

La propriété est donc vraie au rang n+1.
 Par principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout neN.
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Exercice 78
1 3 -6

1. A®=|-6 10 12 |,donc A® =—A+2l,.
-3 3 -2

1 1

AT I3j: ;. Aestinversible et A™ :§A+E l5.

2. A=-A+2l; A(

3. Montrer par récurrence que, pour tout entier n>0, A" =u,A+v,l,.
«  UyA+Vyly =1, =AC. La propriété est vraie au rang .
« Soit neN. On suppose que la propriété est vraie au rang n, ¢’est-a-dire que :
A" =u,A+v,l;. Montrons qu’elle est vraie au rang n+1.
AT = A" x A= (U A+V, ) x A= U, A%+ A=u (A+215)+ VA,
A" = (=u, +V, ) A+2u, 1 =u,,, A+V, 5. La propriété est donc vraie au rang n+1.
 Par principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout neN.
4. @) Xyq =Uyg +Vog =—U, +V, +2U, =U, +V, =X,. (X, ) estconstante. Donc x, =X, =1.
D) Vo = 2Up,g — Vi = 2(—U, +V, ) — (20, ) = —2u, +2v, —2u, =—4u, +2v,,
Yoo =—2(2u, -V, ) =-2y,. (y,) est la suite géométrique de premier terme y, =-1

n

et de raison —2. On en déduit : y, =y, xq" =—(-2) .

C) X,+Y,=3u, U, :%—%(_2)” puis v, =X, —u, :§+%(_2)n _

5. A"=u,A+v,ls, donc A" =E—%(—2)”}.A+E+%(—2)”]I3 pour tout entier n>0.

11, 2 1, 11 2 17 1. 1. ‘
6. | 2-2(<2) A+l Z4i )t = 2t Al Eo 22 ard oA (@apres Ta
[33()} [33()}3[36} [36}32 2 (dap

question 2.). Cette formule est encore valable pour n=-1.
Exercice 79

k

n
(a+b)" = Z(n)a”"‘ xb* puis (x+1)* =x% +3x? +3x+1.
k=0

Exercice 80
010 001

1. N={0 01|, N?=/00 0|et N*=0,.
000 000

Lorsque k>3, N*¥ =N3xN*2=0,.

2. A"=(N+1)". Daprés la formule du bindme :
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n n(n-1
A"=(N+1)" Z[j I‘:I+nN+¥N2.D’oﬁ:
k=0
n —_
1 (n-1)
010 001 2
. n(n-1)
A"=1+nx{0 0 1|+ x{000|=|01 n pour n>2.
000 000 00 1
-1
1 o 20-1)
2
Pour n=0,|0 1 0 =1 = A°. La formule est encore valable pour n=0.
00 1
1(1-1
)
2
Pour n=1,|0 1 1 = A= A'. La formule est encore valable pour n=1.
0 1
1-11
3. a) Ontrouve: A'={0 1 -1|.
00 1

b) La formule de la question 2. est encore valable lorsque n=-1.

Exercice 81
022 00 0

1. a) B=| 1 00|, B*=|0 2 2 |etB’=0;.
100 0 -2 -2

b) Pour tout entier k supérieur ou égal a 3, B = B*xB* 2 =0,.

2. A=B+3l . D’apres la formule du bindme de Newton :

n n n.n k n n-1 (n 1) n-2p?2
A'=(B+3l) =) B x(31)" 7 =3"1 +nx3" 1B+ ——~ ;<3
k=0

A“=3"(|+EB+M52].

3 18

0(0-1
Pour n=0, SO(I +%B+%BZJ=I = A’ La formule est vraie pour n=0.

ol e, HE-D) o) _A_al - _
Pour n=1, 3 I+3B+ 15 B 3l + B =A=A". Laformule est vraie pour n=1.

43



E.C.P —Jean PERRIN

Exercice 82
120 020
« A=/01 2|=1+NaecN={00 2|=I+N.
001 000
004
« N?=|0 0 0|, N>=0;et, lorsque k>3, N =N°xNK2*=0,.
000

A" =(N+1)". D’aprés la formule du binéme :

L -1
A”:(N+I)n:z(n]kaI”‘k:I+nN+MN2.D’oﬁ:
k=0 k 2
020 00 4) (1 2n 2n(n-1)
0 n(n-1)
A"=1+nx|/0 0 2|+ x|000|=|0 1 2n pour n>2.

2
000 000O0 00 1

Exercice 83

. a
1. Soit A:[

b d
j. Si ad —bc#0, alors A est inversible et A = 1 (

cd ad —hc\ —c

1 -1
1><1—(—1)><1=1+1= 220. P estinversible et P :l )
211 1

(r2y o (10
2. a) AP_[_1 2] puis P (AP)_B_(O Zj'

On note également que B =P AP < PB = (PP‘l) AP < PB= AP < A

10
b) B est diagonale, donc B" :[0 j

2n

c) Démontrons par récurrence que : ¥n>0, A" =PB"P™.
« PBPI=PIPt=PP'=1=AC Lapropriété est vraie au rang 0.

Les exercices incontournables - Correction

N

=PBP ™,

« Soit neN. On suppose que la propriété est vraie au rang n, c’est-a-dire que :

A" = PB"P!. Montrons qu’elle est vraie au rang n+1.
A" = A"x A=(PB"P™)x(PBP)=PB"(P'P)BP " =PB"IBP

La propriété est donc vraie au rang n+1.
 Par principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout ne N.

Finalement :
N 11 10 1 2" .
PxB" = X = puls
-11 o 2" 1 2"

44
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1 2") (1 -1 142" —142"
A”:(PB“)P’lzlx x( jzl :
2 \—12")\11) 2(-142" 142"

Exercice 84
12.1.
00 O
1. Destdiagonale,donc D"={0 1 0 pour tout entier naturel n non nul.
00 (3/4)
. -1/3 0 1/3
2. PQ=3l,,doncPestinversibleet P*==Q= 1 1 1
1/3 0 2/3

3. Calcul matriciel classique : P*"MP =D
4. P'MP =D <M =PDP™ puis récurrence identique a celle de 1’exercice 83.
32> o 3ty
M"=PD"P'=|1-3""/25" 1 13"t 2%"?
gvty2 0 3/t

o

12.2.
1/4 0 1/2\ (u, 1/4-u,+1/2-w, u
1. MxX,=lY21 0 |x|v, |=| 1/2-u,+v, [=]Vyy
/4 0 /2) \w,) \1/4-u,+1/2-w, Wiy

n+1

= X1+

2. a) Onen déduit que X, =M"x X, (démonstration par récurrence) pour tout n>1.
3”—1 / 22n 0 3[1—1 / 22n—1 0 3n—l / 22“—1

b) Nvient: X, =[1-3"1/2"" 1 1-3"1/2%% x| 0 |=|1-3""/2""% | d’ou
3[171 / 22” O 3[171 / 22nfl 1 3I"Ifl / 22[171

g1 3)" 3\t g1 3\"
u, = Y =2 Zj A :1—(Zj et w, = N = Z(Zj .

n
c) lim (§j =0 car j

N—-+00

<1,donc limu, =0, limv,=1et limw,=0.

nN—+00 N—-+o00 nN—+oo

Exercice 85

1 2 1 2
1. AxP= et PxD= .
-1 2 -12

AxP=PxD << A=PDP™ donc A est diagonalisable.
2. A" =PD"P! (démonstration par récurrence).
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Exercice 86

ab
1. X?—(a+d)X +(ad —bc) est un polyndme annulateur de la matrice [ dj'
c

Donc X2—3X +2 est un polynéme annulateur de A.

Les valeurs propres possibles de A sont racines de X?—3X +2, donc 1 et 2 sont valeurs
propres possibles.

2. (A-1)(A-21)(A-31)=0,. (X -1)(X —2)(X —3) est un polyndme annulateur de A.
Sesracines : 1, 2 et 3 sont les valeurs propres possibles de la matrice A.

Exercice 87
On admet que les résultats de [’exercice 86 sont acquis.

3/2 1/2 1 1 1 1 s
X = =1x , donc est un vecteur propre associé a la valeur
1/2 3/2 -1 -1 -1 -1

propre 1.

3/2 1/2 1 2 1 1 s
x| |= =2x| |, donc est un vecteur propre associé a la valeur
1/2 3/2) \1 2 1 1

propre 2.
P est obtenue en juxtaposant des vecteurs colonnes qui sont des vecteurs propres de A.
4 -3 -2 1 1 1
2. | 2 -1 -2 |x|1|=|1],donc |1] estun vecteur propre associé a 1.
-1 1 3 0 0 0
-3 -2\ (1 1 1

2 -1 -2 |x|0|=2x|0],donc | 0| estun vecteur propre associé a 2.
-1 1 3 1 1 1

4 -3 -2 1 1 1

2 -1 -2 |x| 1 |=3x| 1 |,donc| 1 | estun vecteur propre associé a 3.
-1 1 3 -1 -1 -1

P est obtenue en juxtaposant des vecteurs colonnes qui sont des vecteurs propres de A.

Exercice 88

1. X2—-5X +6 estun polynome annulateur de A. Les valeurs propres possibles sont 2 et 3.
2. Vecteurs propres associés a la valeur propre éventuelle 2 :

X 5 -6 X X 5X -6y =2X
On recherche tels que X =2X & oS X=2y.
y 10 y y X=2y

s 2
Les vecteurs propres de A associés a 2 sont de la forme [ yj , YyeR.
y
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2 N
(1 est un vecteur propre associé a la valeur propre 2.

Vecteurs propres associés a la valeur propre éventuelle 3 :

X 5 —6 X X 5Xx—6y =3X
On recherche tels que X =3x & < x=3y.
y 10 y y X=3y

o 3y
Les vecteurs propres de A associés a 3 sont de la forme , YER.
y

3 N
( est un vecteur propre associé a la valeur propre 3.

_— 20 23
3. Onendéduit: D= et P= )
03 11

2" 0 1 -3 -1 3
4. A"=PxD"xP7!avec D" = et P‘lzi = :
0 3" -1\-1 2 1 -2

_2I’H—1 + 3n+l 3)( 2n+1 _ 2 % 3n+1j

Aprés calculs, A" =
2" 4+3" 3x2"-2x3"

Exercice 89
1. a) 1*+1°-10+8=0. 1 est racine évidente de Q.

b) Horner ou division euclidienne : X°®+ X? -10X +8=(X —1)(X2 +2X —8).
Or, X?+2X —8=(X +4)(X -2) (par A).
Donc X®+X?-10X +8=(X —1)(X —=2)(X +4).

c) 1,2et—4sont racines de Q.

2. Bvident... A>+A?-10A+81,=0;.

3. 1, 2 et -4 sont les valeurs propres possibles de A.
4. Vecteurs propres associés a la valeur propre éventuelle 1 :

X 0 2 -1 X X 2y—7=X ‘=
On recherche |y | telsque | 3 -2 0 [x|y|=1x|y|<s 3Xx-2y=Yy <:>{ -y
X=12
z -2 2 1 z z —2X+2y+2=1
X

(aprés calculs). Les vecteurs propres de A associes a 1 sont de la forme | x |, xeR.
X

1
1| est un vecteur propre associé a la valeur propre 1.
1
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100 14 2
Finalement, ontrouve D=0 2 0 |puis P=|1 3 -3].
00 4 1 -4 2

Exercice 90
Q est un polyndme annulateur de A.
On trouve 2 et 4 (double) comme valeurs propres possibles puis :

2N 44" 0 2"—4"
A”=% 2(4"—2”) 2x 4" 2(4"—2”) .
2N _4n 0 2"4+4"

Exercice 91
p(AmB): p(A)+ p(B)— p(AuB):O,2+0,5—O,6=O,1.

Exercice 92
1. 3/8 2. 7/8

Exercice 93
1. 4/25 2. 9/25

Exercice 94
8
1. 8 2. 8x7x6 3 @:56
Exercice 95
12 5 -1
1 () a5 (5)os 2 (M) on (M=, (M eret (M= 5 g0, B-10.
8 4 0 1 n 2 2
Exercice 96

1. p(AuB):O,SS donc p(AuB)=1—p(AuB)=1—0,35=o,65.
p(AnB)=p(A)+p(B)-p(AuUB)=0,25.

2. p(AnB)=01, pB(A):%z%:% et p, (B)=

N~

3. ps(A)=0,8. Oui.

w|N

4. p(BNA)=p(A)xp,(B),donc p(A)=
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Exercice 97
1. a)
A
01 —
D —
/ \ 0,9 \
0,1 Y
0,9 A
\ 05—
BE
\\ i

b) On admet que 10 % des appareils présentent un défaut. Donc P(D)=0,1.
On en déduit P(D)=1-P(D)=1-0,1=0,9.
Le controle refuse 90 % des appareils avec défaut. Donc P, (K) =0,9.
On en déduit R, (A)=1-P,(A)=1-0,9=0,1.
Le controle accepte 80 % des appareils sans defaut. Donc Pj (A) =0,8.
2. P(AnD)=P(D)xP,(A)=0,1x0,1=0,01,
P(AnD)=P(D)xP;(A)=0,9x0,8=0,72.
3. Det D constituent un systéme complet d’événements, d’aprés la formule des probabilités
totales, P(A)=P(AnD)+P(AnD)=0,01+0,72=0,73.
4. La probabilité qu’un appareil soit défectueux sachant qu’il a été accepté par le controle
P(AnD) 0,01 1

t: P,(D)= = =—.
est: Pa(D) P(A) 0,73 73

Exercice 98

1. Onnote A, I’événement « le comprimé est produit par la machine A », B, I’événement « le
comprimé est produit par la machine B », C, I’événement « le comprimé est produit par la
machine C » et D, I’événement « le comprimé est défectueux ».
A, B et C constituent un systétme complet d’événements, d’aprés la formule des

probabilités totales, P(D)=P(A)xP,(D)+P(B)xPy (D)+P(C)xP. (D),
P(D)=0,5x0,03+0,3x0,04+0,2x0,05=0,015+0,012+0,010 = 0,037 .

2. bo(A)= p(AnD) 0,015 15
- P =T ) 0,037 37
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Exercice 99
1. a) Pour chaque plante, la premiere année, la probabilité de donner une fleur rose vaut

3/4. Donc p, =3/4.
b) Ona:

1

R(w) R(n+1)

p(n)

R(n+l)

1-p(n) 3 P o
/ :

R

) -

™~

R(n+l)

R, et R_n constituent un systéme complet d’événements, d’apres la formule des

probabilités totales, P(R,,;)=P(R,)xPs (Ry.1)+ P(R_n)x P-(Roa),

2. p=3/4, p,, :% P, +%, donc (p,) est une suite arithmético-géométrique.

» Recherche du point fixe : I:%I+%c>l:l.

« Onpose: v, = p,—1, montrons que (v, ) est une suite géométrique.

Vo = Ppa—1=0,5p, +0,5-1=0,5p, —0,5=0,5( p, ~1)=0,5v,.

(vn) est la suite géométrique de premier terme : v, = p, —1=-0,25 et de raison 0,5.
- Onafinalement v, =v, xq"* =-0,25x0,5"* puis p, =V, +1=1-0,25x0,5"".
« 1im 0,5"" =0 car [0,5/<1,donc lim p,=1.

N—+00 N—-+c0

Exercice 100
1. Chaque jeton rapporte 1 a 6 euros et la mise est de 3 euros. Donc X (Q) =[-2,3].

2. Iy a6 jetons numérotés 1 sur les 21. Donc p(X =-2) _5

21
On procéde de la méme fagon pour les autres valeurs pour obtenir la loi de probabilité :

| o | o | 5 | o | 51 | o1
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E(X):Ex(—2)+£x(—l)+ix0+ixl+£x2+—><3=_—=——.
21 21 21 21 21 21 21 3

4, E(xz):ﬁx(—z)z+3x(—1)2+ix02+3x12+3x22+ix32
21 21 21 21 21 21

E(Xz):£X4+£x1+ix0+ixl+£x4+ix9:@: 7 :Z
21 21 21 21 21 21 21 7x3 3

On en déduit :

Exercice 101
1. E(X)=0,4x1+0,3x2+0,2x3+0,1x4=0,4+0,6+0,6+0,4=2.

2. E(x2)=0,4><12+o,3><22+o,2><32+o,1><42:o,4+1,2+1,8+1,6=5
On en déduit : V (X) = ( ) ( (X )) =5-22=1 puis s =+/1=1.
3. E(aX+b)=aE(X)+b, donc E(Y) (3X+1):3E(X)+1=3><2+1=7.
V(X

V(aX +b)=a’Vv (X), donc V (Y )=V (3X +1)=3%V (X )=9x5=45.

Exercice 102
1. E(X):O,25x0+0,5x2+0,25><4:2.
2. E(X?)=0,25x0+0,5x2" +0,25x4* =6
On en déduit : V (X ) = E(X ) (E(X))" =6-22=2 puis =42
E(2X —3)=2E(X)-3=2x2-3=1,

3. E(aX +b)=aE(X)+b, donc E(Y)
V(X

V(aX +b)=a’Vv (X), donc V(Y )=V (2X —=3)=2°V (X )=4x6=24.

Exercice 103

« Six<0, F(x)=P(X<x)=0 + Si0<x<l, F(x)=P(X<x)=0,2
« Sil<x<2, F(x)=P(X<x)=0,2+0,5=0,7 « Six>2, F(x)=P(X <x)=1
1
0.5
0]
-05 0 0'.5 "1 1?5 é 275
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Exercice 104

Exercice 105

+00

1Y 1 &1y 1
1. Z(Ej : série géométrique avec q=3- Z(Ej =m=2

n=0 n=0
> 1 (1 n > 1 | 1
2. 22—n=2(5] :2 3 Zz—n= 2—n—?:2—1=1
n=0 n=0 n=: n=0
-l &1 1 1 1 1
4 D or=d - =2-1-o=2
22 o2 20 2 2 2
5 L ! d =2 =2x2=4
’ nl_ on 1_2X_ Oncz n1 Z xe=
2 2" x2°
1 1 1 1 - 1 1&1 1 1
6. ==Xy done =2 h=oxl=2
2 2" x2 2 =2 272" 2 2
7 : série géométrique dérivée avec q—l i n ! =4
Vi 2 n:02m1 (1 1/2)2 .
1 1 1 = < N & &SN
8. —= ==X , donc P .Donc » —=2.
2ﬂ 2n—1><21 2 n -1 Z 12“—1 ZO ; ~ 2n
1 - 1
9. Z— série exponentielle avec x=1. » —=e
n=l 0n n= On!

+00 2 2 3 +00 AN 3 _
10. ). 3 T A I 3+3—+3—+... _1 > =1 _e-1
(n+1) 200 31 3T 2 3 3 & 3

n=0

Exercice 106

Démontrons que » p(X =k)=

k=1
+00 +00 3 +00 1 +o0 1 l l 4 1
X=k)=> —=3) —=3 ——— [=3| ———-1|=3| —-1|=3x=-=1.
ép( ) kz4k kZ:;M [éﬂ 4°J (1—1/4 j (3 j 3
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Exercice 107
1. On effectue 180 épreuves identiques et indépendantes a deux issues possibles :
- succes : le 6 est obtenu, avec la probabilité 1/6 ;
- échec : le 6 n’est pas obtenu, avec la probabilité 5/6.
X compte le nombre de succes.
X suit donc la loi binomiale de parameétres 180 et 1/6.

k 180-k
2. X(€)=[0,180] et, pour tout k e X (Q), P(X = k)=[lioJ(%) (g} ,

3. E(X)znxp=180><%=30.V(X):np(l—p):30x2=25.G(X)z (X)=5.

Exercice 108
1. a) On effectue 10 épreuves identiques et indépendantes a deux issues possibles :
- succes : I’appareil présente un défaut, avec la probabilité 0,1 ;
- échec : ’appareil ne présente pas de défaut, avec la probabilité 0,9.
X compte le nombre de succes.
X suit donc la loi binomiale de parameétres 10 et 0,1.

b) X (€)=[0,10] et, pour tout k € X (Q2), P(X :k)Z[lfj(O,l)k (0’9)1o_k.
¢) E(X)=nxp=10x0,1=1.V(X)=np(l-p)=1x0,9=0,9.

2. P(x=0):[1§}(0,1)°(0,9)1°‘°=0,91°. 3. P(X21)=1-P(X =0)=1-0,9".

Exercice 109
1. On effectue n épreuves identiques et indépendantes a deux issues possibles :
- succes : le sportif est déclaré positif, avec la probabilité 0,2 ;
- échec : le sportif n’est pas déclaré positif, avec la probabilité 0,8.
X compte le nombre de succes.
X suit donc la loi binomiale de parameétres n et 0,2.

X (Q)=[0,n] et, pour tout k € X (Q), P(X = k)=[rk]j(0,2)k (0,8)"".

2. E(X)=nxp=0,2n.V(X)=np(l-p)=0,2nx0,8=0,16n. o(X )=V (X)=0,4n.

1_@(0, 2)°(0,8)" —@(0,2)1(0,8)”‘1,

3. P(X22)=1-P(X =0)-P(X =1)

P(X >2)=1-0,8"-0,2nx0,8"".
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Exercice 110

On effectue 10 épreuves identiques et indépendantes a deux issues possibles :
- succes : I’appareil est sans défaut, avec la probabilité 0,95 ;

- échec : I’appareil présente un défaut, avec la probabilité 0,05.

X compte le nombre de succes.

X suit donc la loi binomiale de parameétres 10 et 0,95.

X () =[0,10] et, pour tout k € X (Q2), P(X =k) :(15](0, 95)k (0,05)10_k .

Exercice 111
1. On effectue 10 épreuves identiques et indépendantes a deux issues possibles :
- succes : on obtient « pile », avec la probabilité 0,3 ;
- échec : on obtient « face », avec la probabilité 0,7.
Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de succes.
X suit donc la loi binomiale de parameétres 10 et 0,3.

X (Q)=[0,10] et, pour tout k € X (Q), P(X =k)= [1:))(0,3)“ (0,7

7% =120%0,3*x0,77.

_— 10

En particulier, P(X =3)= [ 3 J(O,S)‘o’ (0,7)
2. On effectue des épreuves identiques et indépendantes a deux issues possibles :

- succes : on obtient « pile », avec la probabilité 0,3 ;

- échec : on obtient « face », avec la probabilité 0,7.

Soit Y le temps d’attente du premier succes.

Y suit donc la loi géométrique de parametre 0,3.

Onadonc : E(Y):E:L:E.

p 03 3

Exercice 112
On effectue des épreuves identiques et indépendantes a deux issues possibles :
- succes : I’appel est suivi d’un retard, avec la probabilité 0,25 ;
- échec : I’appel n’est pas suivi d’un retard, avec la probabilité 0,75.
U est le temps d’attente du premier succes.
U suit donc la loi géométrique de parameétre 0,25.
1 1

Onadonc: E(U)===——=4.
p 0,25

Exercice 113
1. P(X <2) : lecture directe de la table 1 pour m=1. P(X <2)~0,9197.

P(X =2)=P(X <2)-P(X <1)~0,9197-0,7358~0,1839,
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P(X >1)=1-P(X =0)~1-0,3679 ~ 0,6321.
2. P(X =2) : lecture directe de la table 2 pour m=1. P(X =2)~0,1839.
P(X <£2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)~0,3679+0,3679+0,1839 ~ 0,9197 .
P(X >1)=1-P(X =0)~1-0,3679 ~ 0,6321.
3. P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=¢" +e‘1ﬂ+e‘1§:%.
P(X =2)=e—1%:2ie. Enfin, P(X >1)=1-P(X =0)=1-=

Exercice 114

1. On effectue N épreuves identiques et indépendantes a deux issues possibles :
- succes : la partie est gagnée, avec la probabilité 0,1 ;
- échec : la partie est perdue, avec la probabilité 0,9.
X\ compte le nombre de succes.

X\ suit donc la loi binomiale de parametres N et 0,1.
N -
Xy (€2) =10, N7 et, pour tout k € X (Q), P(Xy =k)=( |(](o,1)k (0,9)" .

E(Xy)=nxp=0IN.V(Xy)=np(l-p)=0,INx0,9=0,09N.

2. Le joueur mise 1 euro pour chacune des N parties et gagne 3 euros pour chacune des X,
parties gagnées. Autrement dit, Y, =3X, —N.
On en déduit : V (Yy )=3%V (X, )=9x0,09N =0,81IN .

3. p(Yey = ~50) = p(3X g —60 2 ~50) = p(x60 _%)zl— p(X'<3) ou X' P(6).

Par lecture d’une table, p(Yg =-50)~1-0,1512=0,8488.

4. a) On effectue des épreuves identiques et indépendantes a deux issues possibles :
- succes : la partie est gagnée, avec la probabilité 0,1 ;
- échec : la partie est perdue, avec la probabilité 0,9.
Z est le temps d’attente du premier succes.
Z suit donc la loi géométrique de parametre 0,1.
b) Le joueur a misé Z euros et a gagné une fois: T=3-Z.

E(Z)z%zoilzlo,donc E(T)=3-E(Z)=3-10=-7.

5. Oncherche N tel que : E(Yy)=E(T) avec E(Yy)=3E(Xy)-N=0,3N-N=-0,7N.
II'vient: —0,7N =-7 < N =10.
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Exercice 115

1. [X = 0] et [X =1] constituent un systéme complet d’événements. D’apreés la formule des
probabilités totales :
P([Y =2])=P([Y =2]n[X =0])+P([Y =2]n[X =1])=0,2+0,3=0,5.

2. X5 B(0,6) ;loideY:

Y =k 0 1 2
P(Y =k) 0,2 0,3 0,5
P([Y =2]n[x=0]) 0.2
3. B,_,([X=0])= L
[Y=2] ([ ]) P([Y — 2]) 0,5
Exercice 116
: 4 4 16
Avec remise : X (©Q)={0,1} et Y(Q)={0,1}. P[X =0mY=O]=7><?:E :
P[X=0ﬁY=1]=ﬂx§:E;P[XZlﬁY=O]=§xﬂ:E;P[X=1ﬂY:1]:§x§:i_
777 49 777 49 777 49
On en déduit :
X Y Y=0 Y=1 Loi de X
X =0 16 12 28_4
49 49 49 7
.| B 9 | 23
B 49 49 49 7
Loidey | 22-4 | 2.3 1
49 7 49 7

P[X:OmY :1]=ﬂ><§:Z P[X :1er:0]:§><§=E P[X =1nY :1]:§><3=1
7 6 7 7 6 7 7 6 7
On en déduit ;
¥ Y Y =0 Y =1 Loi de X
< —0 2 2 4
7 7 7
“ 1 2 1 3
B 7 7 7
LoideY i E 1
7 7
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Exercice 117
1. Laloi du couple (X ,Y) est la suivante :

X Y Y =0 Y =1 Loi de X
X -0 1 1 1
6 3 2
1 1 1 1
B 6 3 2
1 2
LoideY — — 1
3 3

P[X =0nY =0]=P[X =0]xP[Y =0] ; P[X =0NY =1]=P[X =0]xP[Y =1]
P[X =1nY :O]: P[X :1]>< P[Y :0] ; P[X =1nY :1]: P[X :1]>< P[Y :1]
Les variables X et Y sont indépendantes.

. U=X+Y,donc U(Q)=[0,2].V=X-Y,doncV(Q)=[0,1].

[U=2]=[X =1]n[Y =1]=[V =1]. Donc:

p(JU =2]n[V =0])=0, p([U =0]n[V =1])=0 et p([U =1]n[V =1])=0.
De plus, p([U =2]n[V =1])=p([X =1]"[Y =1])=%.

Enfin, p([U =0])=p([X =0][Y =o])=%.

On déduit aisément les éléments manquants du tableau. ..

U v V=0 V=1 Loide U
U=0 % 0 %
Uu=1 1 0 1
2 2
U=2 0 1 1
3 3
Loi de V % % 1
Exercice 118
1. X(©Q)={-1,0,1}.Y=X? donc Y (Q)={0,1}.
p([X ==1])= p([X =0)) = p([X =1)) =5
p([Y =0))= p([X =0])= p([X =0 [Y =0]) =
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Enfin, p([X =-1]A[Y =0])=0 et p([X =1]~[Y =0])=0.

On déduit aisément les éléments manquants du tableau...

« Y Y =0 Y =1 Loi de X

1 1

—— 0 = =

X =-1 . .

X =0 1 0 1

3 3

1 1

- 0 = =

X =1 3 2
1 2

Loi de Y - z 1
ol ae 3 3

cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y) avec E(X)=0, E(Y):% et:

1 1
E(XY) =%y <P([X =x]n[Y = yj])=—1x1x§+1x1x§=0.
Donc cov(X,Y)=0.Or X et Y ne sont pas indépendantes car
p([X =0]~[Y =0])= p([X =0])x p([Y =0]). Les propositions cov(X,Y)=0 et « X et

Y sont indépendantes » ne sont donc pas équivalentes.
2. X(Q)={-2,-1,1,2}. Y =X?, donc Y (Q)={1,4}.

p([X =-2])=p([X =-1])= p([X =1]) = p([X =2])=0,25.
p([X ==2]~[Y =1])=p([X =2]N[Y =1])=0.
p((X =] [¥ =4])= p([X =1][Y =4]) 0.

On déduit aisément les éléments manquants du tableau. ..

X Y Y =1 Y=4 Loi de X
X==-2 0 0,25 0,25
X=-1 0,25 0 0,25

X=1 0,25 0 0,25
X=2 0 0,25 0,25
LoideY 0,5 0,5 1

E(X)=0, E(Y)=25¢et E(XY)=0, donc cov(X,Y)=0.
Méme conclusion : il s’agit d’un contre-exemple a I’affirmation erronée :
cov(X,Y)=0<XetY indépendantes.
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X\Y Y=0 Y=1 Y=2 Loi de X
X=0 1/20 1/4 0 3/10
X=1 17760 1/4 1/6 7110
LoideY 1/3 1/2 1/6 1

A[Y =0])= p([X =0])x p([Y =0]). X et Y ne sont pas indépendantes.

( ) 7/10, E(Y)=5/6 et E(XY)=7/12, donc cov(X,Y)=0.
6

Méme conclusion que I’exercice précédent.

Exercice 120

1. S B(0,3) etU s B(0,4).

2. Ona:
S\u U=0 Uu=1 LoideS
S=0 0,4 0,3 0,7
S=1 0,2 0,1 0,3
Loi de U 0,6 0,4 1

E(S)=0,3, E(U)=0,4 et E(SU)=0,1, donc cov(U,V)=-0,02.
cov(U,V) =0 donc les variables S et U ne sont pas indépendantes.

P[s=1nU=1] 01
Plu=1] 04

3. Ondemande R,_,[S=1]= =0,25.

Exercice 121

1. a) On effectue n épreuves identiques et indépendantes a deux issues possibles :
- succes : le forfait n°1 est choisi, avec la probabilité 1/3 ;
- échec : un autre forfait est choisi, avec la probabilité 2/3.
X, compte le nombre de succes.

X, suit donc la loi binomiale de parametresnet 1/3.

X;(€©)=[0,n] et, pour tout k € X, (Q), P(X,=k)=

n n 2 2n
b) E(X, 3 V(Xl):np(l—p):gxgz—.

c) Ildem pour X, et Xj.

) nxp=

2. a) llyanclients au total. Donc X, + X, + X3 =n etdonc X;+X,=n-Xj.
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2n

2v(x3)=?.

V(aX +b)=a’v (X).Onen déduit: V (X, +X,)=V (n—X;)=(-1)

b) Dans le cas général, V (X, + X, )=V (X;)+V (X,)+2cov(X,,X,). D’ou:
2n 2n 2n  2n

200v(Xy, X) =V (X Xp) =V (%) -V (Xo) = 5 =0 =5 =0

cov( Xy, X,)= —g = 0. Les variables X; et X, ne sont pas indépendantes.

3. D’aprés I’énoncé, H =10X; + 20X, +30X;.
E(X+Y)=E(X)+E(Y)et E(aX)=aE(X).Onadonc:

E(H):1OE(X1)+20E(X2)+30E(X3):1O><g+20><2+30x2:GOxg:ZOn.

Exercice 122
1. a) On effectue 3 épreuves identiques et indépendantes a deux issues possibles :
- succes : une boule rouge est tirée, avec la probabilité 2/3 ;
- échec : la boule verte est tirée, avec la probabilité 1/3.
X compte le nombre de succes.
X suit donc la loi binomiale de paramétres 3 et 2/3.

X (€)=1[0,3] et, pour tout k € X (), P(X =k)=(a(§jk (%jn_k.

b) E(X)=nxp=2.V(X)=np(l-p)= 2%:%
2) a) « [(X= Z)mY 1) |=(R."R,NV,)U(R NV, NRy), donc :
P[(X =2)n(Y =1)])= P((RiNR AV5) (R, NRy)).
p([(X =2) (Y =1)])= p(RiNR, "V3)+ p(R "V, NRy) par incompatibilite,
p([(X =2)(Y = )])=p<R1> P(R;)x P(Va)+ P(R)x P(Vs)x p(R,) par indépendance,
o(x-2ntr-1)-2:21 212
« [(X=1)n(Y=3)]=V,nV, "Ry, donc:
p([(X =1)(Y =3)])=p(V, "V, mR3)=%x%x§=2_27 par indépendance.

. [(X =3)N\(Y = 2)] = car si trois boules rouges sont tirées, la premiere est

obtenue dés le premier tirage. Donc p([(x =3)n(Y = 2)]) =0.

60



E.C.P — Jean PERRIN Les exercices incontournables - Correction

b) Loi du couple (X,Y):

X\Y Y =0 Y =1 Y=2 Y=3 Loi de X
X =0 — 0 0 0 1
27 27
xo1 | o z 2 G
B 27 27 27 27
8 4 12
= 0 — — 0 —
X=2 27 27 27
X =3 0 8 0 0 8
27 27
LoideY L 18 5 2 1

27 27 27 27
1

[(X=0)"(Y =0)]=V, "V, "V, donc p([(X =0)(Y ZO)])ZE'

[(X =3)N(Y = O)] = car trois boules rouges sont tirées.

c)etd) Voir tableau.

E(Y):Oxi+1xg+2x£+3x£:§:ﬂ_
27 27 27 271 27 3

e) Les variables X et Y ne sont pas indépendantes puisque, par exemple :

P(L(x =0)n(¥ =0)])= p([x =0])xp([¥ =0]).

E(X)=2, E(Y)=4/3 et E(XY)=68/27,donc cov(X,Y)=—4/27.

Exercice 123
1. a) On effectue des épreuves identiques et indépendantes a deux issues possibles :
- succes : la boule noire est tirée, avec la probabilité 1/n ;

- échec : la boule blanche est tirée, avec la probabilité (n—-1)/n .

X est le temps d’attente du premier succes.
X suit donc la loi géométrique de parameétre 1/n.

k-1
X (©Q)=N" et pour tout kde X (Q), P(X :k):(nT_lj x%.

b) Le nombre moyen de tirages nécessaire a 1’obtention de la boule noire est :
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b) Pour tout k de [4,n], P(Y =k)=P(B,n.. "B, NN, ), donc, d’aprés la formule
des probabilités composées, P(Y =k)= P( )% Py (By)x . xPs s (Ny),

P(Y:k):n—_lxn_zx...xn_( _ )x 1 :1
n n-1 n-(k-2) n—(k-1) n’

Y suit donc la loi uniforme sur [1,n].

¢) E(Y)= ”T“Ll

Exercice 124
1. Montrons que f est une densité de probabilité :

e lim f(x)=1im0=0et lim f(x)=f(0)=3x0?=0. fest donc continue en 0.

x—0" x—0" x—0"
lim f(x)=f (1)=3x1*=3 et lim f (x)=0. fn’est donc pas continue en 1.
x—1" x—1"

Finalement, f est continue sur R\{1} .

« Etude de la positivité de f :
« Pour x<0, f(x)=0>0.

+ Pour 0<x<1, f(x)=3x*>0.
« Pour x>1, f(x)=0>0.
f est donc positive ou nulle sur RR.

« Calculons f;o f(t)dt.

D’apreés la relation de Chasles, rw f(t)dt= jo f(t)dt +.[; f(t)dt +L+OO f(t)dt

—00

Or, _0 f(t)dt=0 car f(x)=0si x<0 etf t)dt=0 car f(x)=0si x>1.

I:f(t)dt:_[:?’tzdt:[ﬂ =10’ =1. On en déduit : I t)dt=0+1+0=1.

X

2. Déterminons la fonction de répartition F de X. Ona: F(x) :I f (t)dt.

+ Si x<0, F(x)=]" 0dt=0.
« Si0<x<1:
F(x)=]" f(t)dt=[" f(t)dt+["f (t)dt, d’aprés la relation de Chasles,
=[” odt+[ 3t dt=0+[£] =x*-0*=x.
« Six>1:
F(x)=]" f(t)dt=[" f(t)dt+[ f(t)dt+["f (t)dt, dapres la relation de Chasles,

:j_OOOOdtJrj:stzdtJrleOdt —0+1+0=1.

62



E.C.P — Jean PERRIN Les exercices incontournables - Correction

3. « Calculons, si elle existe, J‘jwtf(t)dt.

D’aprés la relation de Chasles, jmt f(t)dt= ° tf (t)dt +J.;t f(t)dt +J.1+°Ot f(t)dt.

—00

OrJ. tf(t)dt=0 car f(x)= 03|x<0etI (t)dt=0car f(x)=0 si x>1.
1
jltf(t)dtzjlstSdtzﬁt“} 3t 30t 3
0 0 4 4, 4 4
On en déduit : I dt—0+3+0—
4

.bloo plw IN

X admet donc une espérance et E(X )=

« Calculons, si elle existe, [ t? f (t)dt.

—00

D’apres la relation de Chasles :

[ £ ()dt=[" € £ (t)dt+ [ £ (t)dt+ [ f (1ot

Or, j t? f (t)dt=0 car f(x)=0 si x<O et Lmtzf(t)dtzo car f(x)=0si x>1
1

[ f(t)dt=.[13t4dt=Ft5} 3 303

° 0 5 [, 5 5 5

On en déduit : footz f(t)dt :0+g+0=g.

. o, > 3 (3 3 9
XadmetdoncunevarlanceetV(X):Lot f(t)dt—(E(X)) == |2 ===

3 9 48-45 3
5 16 80 80

Exercice 125
e six>0

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) :{ _
0 sinon
1. Montrons que f est une densité de probabilité :

« lim f(x)=1im0=0et lim f(x)=f(0)=e™=1.fn’est donc pas continue en 0.

x—0" x—0" x—0

f est continue sur R”.
« Etude de la positivité de f :

« Pour x<0, f(x)=020.
« Pour x>0, f(x)=e7*>0.
f est donc positive ou nulle sur RR.

« Calculons f: f(t)dt.
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D’aprés la relation de Chasles, rw f(t)dt= LOOO f(t)dt +J‘0+OO f (t)dt

—00

or, [* f(t)dt=0 car (x)=0si x<0.

+o0 . A
Sous réserve de convergence, jo f(t)dt= lim | “f(t)dt.

A—+0090

IOA f(t)dt= IAe“ dt :[—e‘t}j =—e A +1. Parsuite, lim —e *+1=1.

A—>+0

Onadonc_[ dt 1etj =0+1=1.

X

2. Déterminons la fonction de répartition F de X. Ona: F(x) :I

~ f(t)at.
Si x<0, F( j 0dt =0.
Si x>0 :

F (X) = J._X f (t)dt =J‘ dt +I dt d’aprés la relation de Chasles,
_ 0 X 4 _ _t _
=" odt+| e dt_0+[ ] =1-e
3. « Calculons, si elle existe, J'joot f(t)dt.

D’aprés la relation de Chasles, rwt f(t)dt= J._O tf (t)dt +I;wt f(t)dt.

—00

Or_[ tf(t)dt=0 car f(x)=0si x<O0.

Sous réserve de convergence, I;mt f(t)dt= AILer OAt f(t)dt. IOAt f(t)dt= J‘OAte‘t dt
Les fonctions t >t et t+—e™ sont continues et dérivables sur [0, A].
Onpose:  u(t)=t et Vi(t)=e™. Ona:
u'(t)=1 et v(t)=—e".
On intégre par parties :
Iuv’ =[uv]—ju’v

IOAt etdt= [—t et l/: —IOA 1><(—e‘t) dt = [—t et l/: —[e“ ]: =—Ae A —e A +1.

Deplus, lim e*=0et lim Ae™® =0 par croissances comparées.

A—>+0 A+

Finalement, Ilmj tetdt=1.

A—>+o

Onadoncj tf dt_lpwsj tdt:0+1:1.

X admet donc une espérance et E(X)=1.
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« Calculons, si elle existe, J'mt2 f(t)dt.
> : T2
D’aprés la relation de Chasles, | T f(t)dt —I t? f (t)dt +IO t* f (t)dt.

or, J‘_O t? f(t)dt=0 car f(x)=0si x<0.

Sous réserve de convergence, jmtz f(t)dt= lim A2 1 (t)dt.

A—+090
A2 2ot g
Avec jo = f(t j t°e
Les fonctions t|—>t2 et t>e™" sont continues et dérivables sur [0, A].
Onpose:  u(t)=t? et V(t)=e™, Ona:
u'(t)=2t et v(t)=—e,

On integre par parties :
J'uv’ = [uv]—ju’v

j t2etd [ t2 *t]:—joA Zt(—e’t) dt:—Aze’A+2joAte’tdt.

Or, on a vu que jo tetdt=—Ae " —e A +1.

. A
Il vient : J' t?etdt=—A% " -2Ae " -2e"+2.
Deplus, lim e* =0, lim Ae™" =0 par croissances comparées et lim A%e " =0

A—>+o0 A—>+o0 A—>+0

par croissances comparées

Finalement, Ilmj t?etdt=2.

A—>+p

X admet donc une variance et V (X ) = fwtz f (t)dt—(E(X ))2 =2-12=1.

4. Ona: P(-2<X <1/4)= L f(t )dt_L dt+j t)dt, mais on a aussi plus

simplement : P(-2< X <1/4)=F(1/4)-F (—2):1—e‘1’4—0:1—e‘1’4.

Exercice 126

1. Si x>0, [Kj:—k\zﬂ,donc f’(x)=—2(1+exz LY
v v (1+ex) (l+ex)
C o (1+e )’__ e e¥xet 2
(nu) = done 000=2 sy =2 le) v e ol )

2. Soit A>0. D’aprés la question précédente, une primitive de h (X) est —f (X) D’ou:

IOAh(X)dX:[—f (X)](/::—f (A)+f(0)=1-f(A) car f(0)=1.
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D’apreés la question précédente, une primitive de f (x) est g(x). D’ou :
[ (x)ax=[g(x)] =9 (A)-g(0)=g(A)+2In(2) car g(0)=-2In(2).
3. Soit A>0. Les fonctions x> x et x— h(x) sont continues et dérivables sur [0, A].
Onpose:  u(x)=x et V'(x)=h(x). Ona:
u'(x)=1 et v(x)=—1(x).
On integre par parties :
Iuv' :[uv]—ju'v

IAx.h X dx:[—xf(x)]A—IAlx(—f(x)) dx=—Af(A)+O+J.0A f(x) dx.
Ixh X)dx =—Af (A)+[ g( x] =-Af(A)+g(A)-g(0).

0
4. limh(x)=1lim0=0 et lim h(x)=h(0)= 2¢ > =l. h n’est donc pas continue en 0.
x—0" x—0" x—0" (1 + eo) 2

5. Montrons que h est une densité de probabilité :
« Etude de la continuité de h :
» D’aprés la question précédente, h n’est pas continue en 0.

* Si x<0, h(x)=0 donc h est continue sur |-, 0[ .
* hest continue sur ]0 ,+oo[ comme quotient de fonctions continues sur ]0 ,+oo[.

Finalement, h est continue sur R”.
« Etude de la positivité de h :

« Pour x<0, h(x)=0>0.

2e*

* Pour x>0, h(x)=
(1+ex)

2
=>0 car e*>0 et (1+ex) >0.

h est donc positive ou nulle sur R.

« Calculons I t)dt.
D’aprés la relation de Chasles, j_m h(t)dt = jo h(t)dt +J‘o+wh(t)dt
or, [* h(t)dt=0 car h(x)=0si x<0.

Sous réserve de convergence, _[ t)dt= lim h(t)dt.

A—>+090

Or, J. t)dt=1—f (A) d’aprés la question 2.

Par suite, lim 1—f (A): lim1- 2 ~=1car lim eh = 4o,

A—>+00 A+ 1+e A+

Onadoncj dt 1etj dt_0+1 1.
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h est donc bien une densité de probabilite.

X

6. Déterminons la fonction de répartition Hde Z. Ona: H(x) :J h(t)dt.

—00

« Six<0, H( J 0dt=0
« Six>0:
H (x) :I_X h(t)dt :J_ dt+J t)dt, d’aprés la relation de Chasles,

= [ odt+ ["n(x)dt=[~1 ()], =1~ f () =1~ _Llret-2 ef-l

1+ 1+e*  eX 41
"1 2.1 1 2
7. P(Z2In(2))=1—H(In(2))=1—eln(2)+l=1—2+1=1—§=§.
1 @1 7 1 4
P(In(2)<Z<In(8)) H(In(8))—H(In(z))—eln(8)+1—eln(2)+1—§—§—§.
P((z<In(8))n(z 2In(2)))
I:)(Z>In( )) (Z < In(8))= P(Z > |n(2)
Or, (Z<In(8))n(Z 2In(2))=(In(2)<Z <In(8)). Donc :
_P(In(z)sZsln(S)) 419 4.3 2
Raamzy (2<In(8)) = P(z>In(2)) 2/3 9 2 3
8. Nécessairement x>0 car pour x<0, H(x)=0. Deés lors:
1 e-1 1 X X X X X
H(x):5<:>ex+1:§<:>2(e —1):1(e +1)<:>2e -2=e"+1=e*=3<x=In(3).

9. Calculons, si elle existe, J'jooth(t)dt.

D’apres la relation de Chasles, rwt

—0

h(t)dt=" th(t)dt+ [ “th(t)dt.
or, [ th(t)dt=0 car h(x)=0 si x<0.

+o0 ; A
Sous réserve de convergence, _[O th(t)dt= lim | th(t)dt.

A—+0
or J«OAt -h(t)dt=—Af(A)+g(A)—-g(0) d>apres la question 3.

2A . .
N 0 par croissances comparees et

Par  suite, lim Af(A): lim
A—>+0 A>+o]4@

lim g(A)= lim —2In(1+e*A)=O par composées de limites.

A—>+o0 A—>+0

Finalement, lim At h(t)dt=—g(0)=2In(2).

A—+0090

Onadoncj th(t)dt=2In(2 pmsf (t)dt=0+2In(2)=2In(2).

67



E.C.P —Jean PERRIN Les exercices incontournables - Correction
Z admet donc une espérance et E(Z)=2In(2).

Exercice 127

1. Montrons que f est une densité de probabilité :
» festde fagon évidente continue sur R saufen O eten 2.
« fest évidemment positive.

« Calculons J.j: f(t)dt.

0

+00

D’aprés la relation de Chasles, I f(t)dt= j

—00 —0

2 +o0
F(O)dt+ [ f(t)de+ [ F (1)t
or, [* f(t)dt=0car f(x)=0si x<0et [ f(t)dt=0 car f(x)=0six>2.
De plus, joz f (t)dt =j020,5dt =[0,5t]; =1.

On a donc J'jwh(t)dt:0+1+0:l.

f est donc bien une densité de probabilité.

0 six<0
2
2. X< U[0,2],donc: F(x)= X sio<x<2, E(X):Ezletv(x):(z_o) _1
2 2 12 3
1 six>2
3, P(0,4£XSl)zF(l)—F(O,4)=%—O’—;:O,3.

Exercice 128
1. Montrons que f est une densité de probabilité :

« lim f(x)=1im0=0et lim f(x)=f(0)=xe™=2x.fn’estdonc pas continue en 0.

x—0" X—0" x—0"

f est continue sur R”.
« Etude de la positivité de f :

« Pour x<0, f(x)=020.
« Pour x>0, f(x)=1e™>0 car »>0.
f est donc positive ou nulle sur RR.

« Calculons f: f(t)dt.

D’aprés la relation de Chasles, roo f(t)dt= J._O f(t)dt +J.:O f (t)dt.

—00

or, |’ f(t)dt=0 car f(x)=0si x<0.

—00

Sous réserve de convergence, J:OO f(t)dt= lim A (t)dt.

A—>+090

IOA f(t)dt =J‘0A7ve_kx dt :[e_“};\ =1-e™ Parsuite, lim 1-xe =1,

A—+o
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Onadoncj t)dt=1 et f(t)dt=0+1=1.

f est donc une densité de probablllte.
2. On reconnait une densité usuelle : X & £(A). Onadonc :

1-e™ si x>0 1 1
F(x)= JE(X)== etV (X)=—
(x) {0 sinon (X) A (X) %

(démonstrations intéressantes a faire).

Exercice 129

X =20

Soit X ~ N (20,5).0On pose Z = , Z~N(0,1).

P(X <28)= P( ;20 28~ 20) P(Z<16)=®(16)=0,9452.
P(X >12) :p( 0,12 20] P(Z2-16)=P(Z <16)=d(L6)=0,0452,
P(12< X < s):p(lzszo X 20_ZSSZOJ:P(—LGSZ31,6):613(1,6)—@(—1,6).
P(12< X <28)=2d(1,6)—1=0,8904
Exercice 130
1si0<x<1
1. a) U U[0,1]. Une densité de U est donc : f(x)={ S EEXES
0 sinon
0 six<0
b) Parcours: F(x)=qx si0<x<l.
1 six>1
1 six<0
c) P(U>x)=1-F(x).Onadonc: P(U>x)=<1-x si0<x<1.
0 six>1

2. a) Le temps d’attente du skieur C est supérieur a x si les temps de passage des skieurs A
et B aux guichets sont tous deux supérieurs a x : (V > x)=(U; > x)n (U, >Xx).

b) U, et U, sont indépendantes, donc :
P(V >x)=P((U;>X) (U, >X))=P(U; > X)xP(U, >x) = (P(U >x))".

¢) G(x)=P(V <x)=1-P(V >x)=1-(P(U >x))’. On en déduit :

G(x)=1-1*=0 six <0,
G(x)=1-(1- ) =2x—X? sixe[0,1],
G(x)=1-0°=1 Six>1.

69



E.C.P — Jean PERRIN Les exercices incontournables - Correction

d) La densité de probabilité g de la variable V. est la dérivée de G. D’ou :

g(x)=0 six<0,
g(x)=2-2x sixe[0,1],
g(x)=0 si x>1.

. . +00
e) ¢ Calculons, si elle existe, J: tg(t)dt.

D’aprés la relation de Chasles, rwt g(t)dt= Ji)t g(t)dt+ I:t g(t)dt+ Ewt g(t)dt.

—00

Or, LO tg(t)dt=0 car g(x)=0 si x<O0 et J'lmtg(t)dt:O car g(x)=0 si x>1.

j;t g(t)dt= j;t(2—2t)dt = I;(Zt—th)dt = {tz —%t‘?}l zl_g _

0

Wk

On en déduit : footg(t)dt =O+%+0:

Wik Wik

V admet donc une espérance et E(V )=

. . +00 2
« Calculons, si elle existe, | tg(t)dt.

—0

D’apres la relation de Chasles :
[Teg(t)dt=]" g(t)dt+ [P g(t)dt+[ "t g(t)ct.

Or, fwtzg(t)dt=0 car g(x)=0si x<0 et Lmtzg(t)dtzo car g(x)=0si x>1

|~

jltz g(t)dt=j1t2(2—2t)dt=jl(2t2 ~2t)dt :Fﬁ_gﬁ}l _2 1
° 0 0 3 4 |, 3 2
1
<

On en déduit : footz g(t)dt= O+%+0:

V admet donc une variance et :

Var(V) = jtzg(t)dt—(E(V)f:%—(lT=1—l=%.

Exercice 131

Soit X une variable aléatoire discréte ou a densité.

Si X est positive et admet une espérance, alors :

E(X)

va>0, P([X >a])< "

Exercice 132
Soit X une variable aléatoire discréte ou a densité. Si X admet une variance, alors :

Ve >0, P([|X—E(X)|28])SVS().
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Exercice 133
1. Calculons le biais de chaque estimateur (ici, 6=p) :

Ep(Sn):E(Sn):E[%ixi]:%gﬁ(xi):%ip:%xnp: .

i=1

n n n n
E(-I-r‘):E(n(anrl)iZ ] (n+1 Z;‘ (n2+1)Z‘|p:n(n2+1) lezp.
S, et T, sont donc des estimateurs sans biais.
Evidemment, E(U,,)=0. Donc U, est biaisé.
2. lIci, X; =1 si’as est obtenu, 0 sinon. p,=0,15 avec I’estimateur S, ou p; =1/7 avec

I’estimateur T, .

Exercice 134
n

SIH
:5 I—‘
l\)CD
N|CD

YE(X)

1. Par linéarité de I’espérance, E( )
i=1

i=1
X est donc un estimateur sans biais de 9

T, =2X,, estdonc un estimateur sans biais de 6.
2. a) Les X; ont pour fonction de répartition commune :

0 six<O0
Fy :XxeRH—><x/0 si0<x<89.
1 six>6

Déterminons la fonction de répartition de M,.

Pour xeR, Fy (X)=P(M, <x)=P(max(X,, ...,X,)<x)
Fu (X)=P([X;<x]n ... A[X, <x])=P(X; <X)x...xP(X, <x)
Fu, (x)=(Fy (x))" par indépendance des X; .

Ainsi, M admet pour fonction de répartition :

0 six<0

Fy :XxeR>{(x/0)" si0<x<0,continuesur R de densité :
1 Six>0

n n-1 in<
On a finalement : an:F,\’,In:XGRr—){n/e % 5|0_x<9.

0 sinon
b Cr(1)d nd T n+1
) E(M,) =] "tfy (1) t—j e_t t= e” n+10=n—+19 U, ==—=M, convient
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Exercice 135
1. On calcule d’abord les biais. E (T,

n

N—"
Il
m
—
N
©
@D
(o d
o
>
QD
<
=
o
[
D
m
—~
wn
~
Il
©

T, et S, sont sans biais.
Dés lors, r(T,)=V(T,)=pq et

r(Sn)=V(Sn)=V[%gXiJ=ni2_anV(Xi)=%an pq="P4_ P4

i=1 L —— n n
Notons au passage le résultat important : V (S,)) _Pa
n

2. Le risque quadratique de S, est n fois plus petit que celui de T, et de plus, plus n est

grand, plus r(S,) sera petit.

Exercice 136
T R VE 1L 2¢.a
1. Par linéarité de I’espérance, E(Tn):E(an)ZZXEZE(Xi):EZ—Za
i1 i

T, est un estimateur sans biais de a. Son risque quadratique est égal a sa variance.

Or les X; sont independantes donc :

()Y (1) =Y 23 |- 3w ()= 538 -2

0 six<O0
2. « Lafonction de répartition commune des X; est: Fy :xeR—><x/a si0<a<®9.
1 sixza

+ Determinons la fonction de répartition de T, .

Pour xeR, F (x)=P(T,<x)= P(max(Xl, e Xp) S x)
Fr (X)=P([X; <X] ... A[ X, <X])=P(X; <X)x ... xP(X, <X)
Fr (x)=(F(x))" par indépendance des X; .

Ainsi, T, admet pour fonction de répartition :
0 six<0

FroixeRe (x/a)" si0O<x<a, continue sur R de densité :

1 six>a

n/a"xx"? si0<x<a

fT'=FT'/ZXERH{ _
" " 0 sinon

- EM)=[ Tt (et j—tndt_n{t””}a na_

a" a"l n+1 n+1
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na —-a
—a= .
n+1 n+1

» Donc b(T;)=

a
L B 1 n| t"? na> .
I_wt an,(t)dt—j t"dt = {n+2 = puis:

V(T =[Tt (t)dt—(E(T))) = :izz—(:zj)z = (n+1;f(2n+2) :

na’ a? 22
(n+1)(n+2) (n+1f (n+1)(n+2)

Enfin, r(T;)=V (T,)+(b(T,))" =

n+1
):_

3. E(T/
( n

, E(T,)=a. T, estun estimateur sans biais de a.

T v (T7) = ,_(n+1)2 na® S
(Tn)_V(Tn)_ 2 V(Tn)_ n2 (n+1)2(n+2)_n(n+2)'

4. T, et T, sont meilleurs que T, car ce sont des estimateurs sans biais.

2 2
a : :
De plus, r(T,)= 2— et r(T,) == pour n grand. Le meilleur estimateur est T,
n n

Exercice 137
1. D’apres le cours, un intervalle de confiance au niveau 1—o =0,95 est :

{X—_L;mL} L xe L }

" Jana " ana T \/4><1000><0,05 " J4x1000x0,05
— — 1

X, J_ » X, }

[0,52—0,07 ; o,52+o,o7]=[0,45 ; 0,59]

On s’attend donc a ce que “Mme Durand ait entre 45% et 59% des voix” ce qui ne permet

pas de savoir si elle serait ou non élue !

Pour pouvoir conclure, il faudrait, comme I’estimation ponctuelle (la fréquence observée)
est de 52%, un intervalle de confiance de largeur inférieure a 4%.

< n>12500.

2. On souhaite déterminer n pour que __ <0,02<0,2n> L 5
J4nx0,05 0,02

Il faut donc interroger au moins 12 500 électeurs pour obtenir un intervalle de confiance
de longueur inférieure a 0,04.
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Exercice 138
Série A : On ordonne la série de mesure 8 -8 -10-11-14-14-14-15-18
La médiane est la valeur centrale : 14.
* 9/4=2,25 donc Q, est la troisieme valeur : 10
* 3x9/4=6,75 donc Q; est la septieme valeur : 14
L’écart interquartile est Q; —Q, =14-10=4.
Série B : On ordonne la série de mesure 6 -7 -10-11-11-11-13-15-15-18
La médiane est la moyenne des deux valeurs centrales : 11.
+10/4=2,5 donc Q, est la troisieme valeur : 10
* 3x10/4=7,5 donc Q, est la huitieme valeur : 15

L’écart interquartile est Q; —Q, =15-10=5.

Exercice 139
1. B. 2. A. 3. B. 4. C. 5. C. 6. B.

Exercice 140

1. Déterminons une équation de la droite passant par (1; 3,8) et (5;16,2).

Ye—Ya 16,2-38 12,4

Xg — Xa 5-1 4
Finalement: y=3,1x+0,7

2. (X;¥)=(3;10,06).

a=

=31. b=y, —ax, =38-31x1=0,7.

Exercice 141

Ona:in:10:>X:%:2,Zyizlozyz%zz.

1&
D =30V (X)==) % —X? 2=2, Yy =30=>V(y)=2.

nl:l

1 - 29
DXy =29=0, = nIZZl:x,yI XY= €—2><2 1,8.
. c 18
Finalement, s

P ooy o2
- ; . , - _ \ ny 1,8

La droite de régression de y en x a pour équationy =ax+ bou: a= 2:?=0,9 et

(o4)

b=y-ax=2-0,9x2=0,2 : y=0,9x+0,2.

(e)
La droite de régressionde xeny:x=a’y+b’ ou:a'=—2-=0,9 et b'=Xx-a'y=0,2 :
(¢)

y

10 2
Xx=0,9y+0,2<=y=—Xx——.
y y 9 9

74



