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Niveau 1 : Profane

= EXxercice corrigé 1
Limite d’une somme

Déterminer la limite des fonctions suivantes en + oo :

1. f(x)=—3x+E 2. f(x)=f+2x2 3. f(x)=—+8 4 f(x)=-1+—F7

X X X Jx

Correction :

4 Technique : « point, point, accolade, par somme » en connaissant les limites de base

1. « lim-3x=—-w .
X0 Par somme de limites,
.2 i - _
« lim—-=0 XILwa(X)_ 0
X—H—OOX
. 4 .
2.« lim—=0 Par somme de limites,
X—>+00 ¥
. lim f(x)=40
e lim 2x% = +o0 X—>+o0 ( )
X—>+00

3.« lim _—5:0 Par somme de limites,

X—>+00 Y R
. lim8=8 lim f(x)=8
4.« lim-1=-1 .
erPeo Par somme de limites,
e lim—=—=0 lim f(X)=—1

2
X400 \/; X—>+00
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Niveau 2 : Novice

= EXxercice corrigé 2 Limite d’une différence

Déterminer la limite des fonctions suivantes en + oo :

Lof()=3-T 2 f()=2-2¢ 3 f(x)=-x-—
X

Correction :
2N o
{ :@ 4 ] Technique : « point, point (avec le ‘- en bas), accolade, par somme »
1. « lim 3x=+w ..
X400 Par somme de limites,
1 : _
e lim—Z=0 [ lim f(x)=-+o0
X—=>+0 ¥
. 4 ..
2.« lim—=0 Par somme de limites,
X—>+00 X

e lim-2x?=-w Xlirpw f(x)=—0

X—>+00

3. ¢ lim-x=—x ..
X0 Par somme de limites,

e lim-—_—o[ lim f(x)=—0

X>to0 ,_X X—>+0

= Exercice corrige 3 Limite d’un produit

Déterminer la limite des fonctions suivantes en + o :

1 f(x):x(4+§j 2. 1(x)=x(3-%) 3. f(x)=(2x+1)(3-%)

Correction :

Technique : « point, point, accolade, par produit »

1. « lim x=+w

X—>+50 Par produit de limites,
climar2ogf  Jim f ()=
X—>+00 X
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2. . XILTO X% = 400 Par produit de limites,
c lim3-x=—o| Jim f(x)=-c
X—>+00
3.+ lim 2x+1=+<0| par produit de limites,
e lim3-x=—o [ lim f(x)=-o0
X—>+o0 X0

= EXxercice corrigé 4
Limite de polyndmes en +wo (technique du mondme de plus haut degré)

Déterminer les limites en +oo et — oo des fonctions suivantes :
1. f(x)=-3x"+5x+2 2. f(x)=—x>+x"—4x+5

Correction :

Technique : régle du monéme de plus haut degré car on est en Uinfini

L. lim f(x)=lim-3x*=—o0 et lim f (x)= lim—3x* =—o0

X—>+00 X—>+00 X—>—00 X—>—00

2. lim f(x)=lim—x}=—0 et lim f(x)= lim-x° =+o0

X—>+0 X—>+00 X—>—0 X—>—0

Niveau 3 : Initié

= Exercice corrige 5
Limite de fonctions rationnelles en o (Mondme de plus haut
degré) Asymptotes horizontales

Déterminer les limites en +oo et — oo des fonctions suivantes et interpréter =
lorsque cela est possible en termes d’asymptotes :
5 2 4 ’
—X>+ X" —4x+5 x* +3x% -1
f(x)= 2 f(x)="r1— 12—
(x) X2 +3x+1 () o w2
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Correction :

I¢» Technique : régle du mondéme de plus haut degré car on est en Uinfini

5 5

. . =X . . . =X . .
L fim ()= fim =g = Jim == o et fim F(x)= Jim <7 = lim = =+ (4 tapes)
5
o : s , =X XX XX XX XX
(détail du calcul intermédiaire a ne pas écrire : —-= X X x:—x><x><x:—x3).
X X
2. lim f(x)=lim X 1 et lim f(x)= lim x 1 (3 étapes possibles)
T X X—>+00 2)(4 2 X—>—0 X—>—0 2X4 2

4

(detail du calcul intermédiaire a ne pas ecrire : X = Dexxpoxxx 1
2XT 2XAXXXXXX 2

).

La droite d’équation y = % est asymptote horizontale a la courbe de fen +oo.

Rappel : Si lim f (x)=b, C, admet une asymptote horizontale d’équation y =b.

3. lim f(x)= Iim3—)2(: lim §=0 et lim f(x)=lim 3—)2(= lim §=O (4 étapes)
X—>+00 X—>+00 X X—>+00 X X—>—00 X—>—00 X X—>—00 X
(détail du calcul intermédiaire & ne pas écrire : 3—)2( _3x_3 ).
X XXX X

La droite d’équation y =0 est asymptote horizontale a la courbe de f en +o.

= EXxercice corrigé 6

On considere la fonction f définie sur ]0 ;+oo[ par: f(x)= 2x+1+|n—X :
X

Montrer que la droite d’équation y =2x+1 est asymptote a la courbe représentative de f.

Correction :
n f(X)—(2x+1)= 2x+1+|n—x—(2x+1) :In_x .
X X

n lim[ f(x)—(2x+1)]= lim X _o par croissances comparées.

X—>+o0 X—+0 X

On en déduit que la droite d’équation y =2x+1 est asymptote oblique a la courbe de fen +oo .

Rappel : Si lim [ f (X)—(aX+b)] =0, C, admet une asymptote oblique d’équation y =ax+Db.

X—>too
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= EXxercice corrigé 7
Asymptote oblique

Pour chacune des fonctions suivantes, montrer que la droite d’équation y=2x+1 est

asymptote oblique en +co aux courbes représentatives.

2
f (x): 2X° +3X

1. f(x):2x+l+% 2. f(x):2x+1—i 3. )

X+1

Correction :

Rf_:;, Technique : 2 petits points, étape 1 « calcul de la différence » puis étape 2 « limite du

résultat »

1. ¢ f (x)—(2x+1):2x+1+l—2x—1:1
X X

o lim [ f(x)=(2x+1)]= lim ==0

X—>+0 X—>+0 X
La droite d’équation y =2x+1 est bien asymptote oblique en + a la courbe de f.
2. e f(x)—(2x+l):2x+1—i—2x—1:—i
x+1 X+1
. . 1
e lim| f(x)—(2x+1)|= lim-———=
XL—%—OOI: (X) ( X+ )] xL+oo X+1 0

La droite d’équation y =2x-+1 est bien asymptote oblique en +o a la courbe de f.
3. (plus difficile car il y a plus de calcul)

2 2x2 +3x—(2x+1)(x+1
2x +3X—(2x+1)— ( )(x+1)

° f —(2x+1)=
(X) ( X ) X+1 X+1

2x% +3x—(2x% +2x+ x+1 2 oy 9w oy v
=N f(x)—(2x+1)= ( )=2x +3X—=2X" =2x-x-1

X+1 X+1

e f(X)-(x) ==

o lim [ f(x)=(2x+1)]= lim———=0

X—>+00 x>0 X+1

La droite d’équation y =2x+1 est bien asymptote oblique en +c a la courbe de f.

= EXxercice corrige 8

x*+1
X+2
Montrer que la droite d’équation y = X —2 est asymptote a la courbe représentative de f en +oo

On considére la fonction f définie sur |-oo ;—2[ U ]-2 ;+oo[ par: f(x)=
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Correction :
X% +1 X2 +1-(x=2)(x+2) x2+1-x2+4 5
- f(X)_(X_Z):x+2_(x_2): (x+2)( ): X+2 :x+2'
. . 5 . 5
lim| f —(x-=2)[=Ilim——=1lim==0.
" XL+00|: (X) (X )] xL+oox+2 xL+ooX

On en déduit que la droite d’équation y = x—2 est asymptote oblique a la courbe de f en +oo.

Remarque : c’est aussi le cas en —o.

Niveau 4 : Professionnel
= ==
- > L
¥y

= EXxercice corrigé 9

On considgre la fonction f définie sur R* par: f(x)= 2+1 .
X

1. Déterminer lim f (x). Que peut-on en déduire ?

X—>+0

2. Déterminer lim f (x). Que peut-on en déduire ?
x—0"

Correction :

1. Iiml:O donc lim f(x)=2.

X—>+00 X X—>+0

On en déduit que la droite d’équation y =2 est asymptote horizontale a la courbe

représentative de f en +o.
.1 .
2. lim==—0 donc lim f (x)=—c0.
x=0" X x—>0"

On en déduit que la droite d’équation X =0 est asymptote verticale a la courbe de f.

Rappel : Si lim f(x)=x00, C; admet une asymptote verticale d’équation x =a.

x—>aoua*

= Exercice corrigé 10

On considére la fonction f définie sur R —{1} par: f(x)=

1. Déterminer lim f (x). Que peut-on en déduire ?

X—>—00

2. Déterminer lim f (x). Que peut-on en déduire ?
x—1t
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Correction :
L lim f(x)= lim 22 = jim X~ 2,
X—>—00 x>0 X —1 x>0 X

On en déduit que la droite d’équation y =2 est asymptote horizontale a la courbe de f en

—00 ,
2. Onabesoindusignede x—1. x-1>0<x>1 d’ou: : -
lim1-2x=-1 - - ¢ [~ 1 +ool
Jm = | par quotient de limites, 1] — 0 + |
i _ lim f (x)=—
-)!I_)lelX—l—OJr hatt (x) =0

On en déduit que la droite d’équation X =1 est asymptote verticale a la courbe de f.

= Exercice corrigé 11

Calculer les limites suivantes :

3
2
1 limf(x)=vx2-5 2. lim (zﬁj 3. lim(v/x+3x)
x—3 X—>+00 X X—4
Correction :

Technique : « point, point, accolade, par composée »

1. « limx*~5=4/ par composée de limites,

x—3

.« limJX =2 lim f (x) =2

X —4 X3

. 1 , -
2.+ lim 2+;=2 Par composee de limites,
. limX®=8 fim f(x)=8
X—2
3. « lim+/x +3x =16 Par composée de limites,

x—4

lim X? =256 lim f (x) = 256

X—>16
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= Exercice corrigé 12

Limite de fonctions rationnelles en +w0 (Mondme de plus haut degré)

Limite de fonctions rationnelles en une valeur interdite (limite d’un quotient)
Asymptotes horizontales et verticales

Pour chacune des fonctions suivantes :

a) Déterminer I’ensemble de définition.

b) Déterminer leurs limites aux bornes de leur ensemble de définition.
Interpréter graphiquement lorsque cela est possible.

2x+1 2x—5 X2 +1 X2 —2x+3
1. f(X): i d 2. f(X):_X+2 3. f(X)Zm 4, f(X):—

Correction :

)¢, Remarque : ces fonctions sont des fonctions rationnelles ; elles sont définies lorsque leur
denominateur est different de 0.

Technique 1 : a Uinfini, régle du monéme de plus haut degré
Technique 2 : en une valeur interdite, signe du dénominateur puis « point, point, accolade,

par quotient » sachant que « 1/ 0° = +o » (interdit de I’écrire)
1. a) x+4=0< x=—4. fest définie sur |-oo ;-4[ U ]-4 ;+o|.
b) Il'y a4 limites a déterminer (—oo, —4~, —4" et +o). On commence par +w et —oo.

i . 2X

@ lim f(x)=lim—==2

X—>+00 X—>+0 X
La droite d’équation y =2 est asymptote horizontale a la courbe de fen +oo.
@ lim f(x)= lim %:2

X——0 X——0 X
La droite d’équation y =2 est asymptote horizontale a la courbe de fen —oo.
Il reste les 2 limites en la valeur interdite.
» Signe du dénominateur : X+4>0< x>-4

r |—00 —4 +oo
|

a+4] - 0 + |
Des lors :
» lim 2x+1=~71 par quotient de limites,
’ . ) puis
o lim x+4=0 lim £ (x) =+
X——4" X

« lim 2x+1=~7| par quotient de limites,

X—>—4

o lim x+4=0"[ lim f(x)=—o

4
X—>—4+ X—>—4

La droite d’équation x =—4 est asymptote verticale a la courbe de f.

10
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2. a) Xx+2=0=-x=-2<x=2.festdéfinie sur |0 ; 2[U]2 ;+o] .

b) 1l'y a4 limites a déterminer (—oo, 27, 2% et +o0). On commence par +o et —oo.
© Jim f(x)= lim 5 =2
La droite d’équation y =—2 est asymptote horizontale a la courbe de f en +x.
@ XILrEO f (x):xlirﬂof—i:—z

La droite d’équation y =—2 est asymptote horizontale a la courbe de f en —.

Il reste les 2 limites en la valeur interdite.
> Signe du dénominateur : -X+2>0< —-X>-2< x<2

xT - 2 Foo

—x+42| + ¢ -
Des lors :
» im2x-5=-1 | par quotient de limites, _
¢ « lim-x+2=0" lim f (x)=—o0 purs

X2~ X—2~

» lim2x—-5=-1 | par quotient de limites,

@ X—2
« lim—x+2=0" lim f (x) =+
x—2F X—2

La droite d’équation x =2 est asymptote verticale a la courbe de f.
3. a) Pour déterminer les valeurs interdites, on calcule le discriminant cat x* +3x+2 est un
trinbme du second degré.
a=1,b=3,c=2
A=b?-4ac=3-4x1x2=9-8=1>0
Il'y a deux racines (donc deux valeurs interdites) :

cboVE_ 3 3-1

—=-2 et
2a 2x1 2 2
y _—b+JA 341 3+1 -2
2 2a 2x1 2 2

Finalement, f est définie sur ]~ ;—2[ U]-2 ;-1 U ]-1;+o0[ .

b) 1l'y a6 limites a déterminer (—o, —27, —2", =17, —1" et +wx).

On commence par +o et —o.
2

. . X
® lim f(x)=lim = =1
X—>+0 X—>+0 ¥
La droite d’équation y =1 est asymptote horizontale a la courbe de f en +o.
X2
@ lim f(x)=lim==1

X—>—00 X—»—00 X2

La droite d’équation y =1 est asymptote horizontale a la courbe de fen —o.

11
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4. a)

Il reste les 4 limites en la valeur interdite.
» Signe du dénominateur : il est du signe de 1 a I’extérieur des racines

xT —00 —2 —1 +00 |
#3242 + 0 - 0 + |
Des lors :
» lim x*+1=5 Par quotient de limites, _
e, lim X+ 3x+2=07 [ lim f(x) =0 P
» lim x*+1=5 Par quotient de limites,
@ . X!}rr;+x2+3x+2:0’ Xﬂr_r;f(x):—oo

La droite d’équation X =—2 est asymptote verticale a la courbe de f.

» limx* +1=2 Par quotient de limites,
® lim f (x) = puis
o lim X +3x+2=0"|  lim f(x)=—0
X—>-1"
» limx*+1=2 Par quotient de limites,
® . :
o lim x2+3x+2=0°[  lim f(x)=+0o
x—>-1" -

La droite d’équation x =—1 est asymptote verticale a la courbe de f.
Le déterminant est un trindme du second degré, mais on reconnait 1’identité

remarquable : a’ —b* =(a—b)(a+b).

b)

x> —1=(x-1)(x+1), donc 1 et —1 sont les racines évidentes (il n’y en a pas d’autre).

Finalement, f est définie sur |00 ;=1 U]-1; L UL+ .

Il'y a 6 limites a déterminer (—oo, =17, =1, 17, 1" et +x).
On commence par +o et —o.
2

© lim ()= fim =1

La droite d’équation y =1 est asymptote horizontale a la courbe de f en +o.
X2
@ lim f(x)=lim = =1
X—>—00 X—>—0 ¥

La droite d’équation y =1 est asymptote horizontale a la courbe de f en —o.

Il reste les 4 limites en la valeur interdite.
» Signe du dénominateur : il est du signe de 1 a I’extérieur des racines

T |—oo =] 1 400
r —1 + ¢ — ¢ +

12
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Dés lors :
e limx*-2x+3=6
@ X——1
« limx*-1=0"
Xx—>-1"

e limx*-2x+3=6

@ x—-1
e lim x*-1=0"

x—-1"

Exercices progressifs : limites — J. Fernandez

Par quotient de limites,
lim f(x)=+o0

x—>-1"

puis

Par quotient de limites,
lim f(x)=—o0

x—>—1"

La droite d’équation x =—1 est asymptote verticale a la courbe de f.

o limx?—2x+3=2
@ x—1
e limx*-1=0"

x—1"

e limx?—2x+3=2

@ x—1
e limx?-1=0"

x—1"

Par quotient de limites, _
puis

Par quotient de limites,
lim f (x) =+

x—1*

La droite d’équation x =1 est asymptote verticale a la courbe de f.

Niveau 5 : Expert

= Exercice 13

In x

On considere la fonction f définie sur 0 ;+oo[ par: f(x)=-3x+2+—.
X

Montrer que la courbe représentative de f admet au voisinage de +oo une asymptote

oblique que I’on déterminera.

Correction :

. Inx . ,
Comme lim — =0 par croissances comparees,

X—>+0 X

en +oo,

courbe de f.

) Si f(x)=ax+b+o(x) etque lim ¢(x)=0 alors y=ax+b estasymptote oblique & la

13

XILrEO[f (x)—(-3x+2)]=0.

On en déduit que la droite d’équation y =—-3x+2 est asymptote oblique & la courbe de f
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= Exercice 14

On considére la fonction f définie sur R par: f(x)=—x+xe".

Montrer que la courbe représentative de f admet au voisinage de —oo une asymptote oblique
que I’on déterminera.

Correction :
Comme lim xe* =0 par croissances comparées, lim [f (x)—(—x)] =0.
X—>—00

X—>—00

On en déduit que la droite d’équation y =—X est asymptote oblique a la courbe de fen —oo.

= EXxercice 15

2
On considere la fonction f définie sur |—1 ;+oo[ par : f(x):.x +X1+1
X+

Montrer que la courbe représentative de f admet au voisinage de +oo une asymptote oblique
que I’on déterminera.

Correction :
2
f(x):x +x+1:x(x+1)+1:x(x+1)+ 1 s 1

X+1 X+1 Xx+1  x+1  x+1
Comme Iimizo, Iim[f(x)—(x)]=0.

x—+0 X +1 X—>+00

On en déduit que la droite d’équation y =X est asymptote oblique a la courbe de fen +oo .

Cette méthode est astucieuse. Une autre méthode, plus conventionnelle, sera vue dans
[’exercice 16 question 4

14
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Niveau 6 : Master

= EXxercice 16
Etude des branches infinies

Etudier les branches infinies de :
1. lafonction f définie sur ]0 ;+oo[ par: f(x)=Inx.
(

X

2. lafonction f définie sur R par: f(x)=

3. la fonction f définie sur J0 ;+oo[ par: f(x)=x+Inx.

_3x*-5x+1
X+2

&

la fonction f définie sur |—oo ;—2[ ]2 ;+0[ par: f(x)

Correction :

Méthodologie en absence de guidage de I’énoncé : on étudie lim f (x).

X—>too

Si lim f(x)=b, alors la droite d’équation y =b est asymptote horizontale.

Si lim f(x):ioo alors on étudie lim m :

X—>to0 X—>to0 X

... f(x .
1¢cas: si lim ﬁ =+oo alors la courbe de f admet une branche parabolique de

X—>too X

direction asymptotique verticale (Oy).

f(x
2¢cas: si lim Q =0, alors la courbe de f admet une branche parabolique de

X—>to0 X

direction asymptotique horizontale (Ox).

3ecas: si lim m=a, on étudie lim [f (x)—ax]

X—>to0 X X—too
@ si lim [ f(x)—ax]=b, alors la droite d’équation y =ax+b est asymptote

oblique
@ si lim [f (x)—ax] =+oo alors la courbe de f admet une branche parabolique

X—>to0

de direction asymptotique d’équation y = ax.

1. Onétudie lim f(x). lim f(x)= lim Inx=-<0. On étudie alors lim M

X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00 X

. f(x . Inx . . _
lim L) = lim — =0 par croissances comparées (limite du cours).

X—>+00 X X—>+00 X

La courbe de f admet une branche parabolique de direction asymptotique horizontale.

15
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2. Onétudie lim f(x). lim f(x)= lim e* =+c0. On étudie alors lim w

X—>+00 X—>+0 X—>+00 X—>+0 X

- f(x) e : e (i
lim ——~ = lim — =+oo par croissances comparées (limite du cours).

X—>+00 X X—>+0 ¥
La courbe de f admet une branche parabolique de direction asymptotique verticale.
3. » Onétudie lim f(x) :

X—>+0

" lim f (x)=-+o0

X—>+00

e limInx=4w

X—>+00

o lim x =+ }parsommede limites,

f(x)

» On étudie alors lim —~£.

X—>+00 X
f(X) x+Inx x Inx In x
( ) = =—+—=1+—.
X X X X X
_f(x) __Inx : .
Donc lim ——= =1 car lim — =0 par croissances comparees.
X—>+00 X X—>+0 ¥

> On étudie alors lim [f (x)—x:|.

X—>+00

f(x)-x=x+Inx-x=Inx.

Donc lim [f (x)—x]: lim In X = +o0.

X—>+0 X—>+00

En définitive, la courbe de f admet une branche parabolique de direction asymptotique
d’équation y=x.
4. » Onétudie lim f(x) :
2
lim £ (%)= lim >X = lim 3x = 1.

X—>+0 X—>+00 X X—>+00

f(x)

» On étudie alors lim —~£.

X—>+00 X
f 2 2
(X)zle(x):1x3x 5x+1:3x2 5x+1
X X X X+2 X" +2X
2
Donc lim m= Iim3i2=3.
X—>t0 ¥ X—>+0 ¥

> On étudie alors lim [f (x)—3x].

X—>+00

3x? -5x+1 3x? -5x+1-3x(x+2) 3x*-5x+1-3x*—6x —11x+1
f (x)-3x= 3= - it
X+2 X+2 X+2 X+2
. . —11x
Donc lim| f(x)-3x|= lim —=-11.
x—>+oo|: ( ) :| X—>+0 Y

En définitive, la droite d’équation y =3x—11 est asymptote oblique a la courbe de f.
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