E.C.P.2 — Lycée Jean PERRIN Les fiches indispensables — J. Fernandez

W@ZZO Sﬂo@ @ E@PZ

E.C.P. Lycée Jeamn PERRIN

Les fiches
indispensables

en mathématiques

Juliem Fernandez



E.C.P.2 — Lycée Jean PERRIN Les fiches indispensables — J. Fernandez



Les fiches indispensables — J. Fernandez



E.C.P.2 — Lycée Jean PERRIN Les fiches indispensables — J. Fernandez



E.C.P.2 — Lycée Jean PERRIN Les fiches indispensables — J. Fernandez
l. Premieres fonctions usuelles
% Fonctions affines :

- festdéfiniesur R par: f(x)=ax+b.

a est le coefficient directeur, b est I’ordonnée a 1’origine.

« Dans un repere, la représentation graphique de f est la droite d’équation y=ax+Db.

« Signede ax+b :

Sia>0, ax+hb>0 Si a<0, ax+b>0
= ax>-b = ax>-b
= x>_—b = xs_—b
a a
T —o0  _b +oo z —o0  _b +oo
aztb [ — 0+ actd |+ ) -
» Variations :

Si a>0, fest croissante, si a <0 fest décroissante.

% Fonctions polynémes du second degré :

f est définie sur R par: f(x)=ax’+bx+c.

« casou c=0: f(x)=ax’+bx=x(ax+b) (on a factorisé par x)

0 et —b/a sont racines « évidentes ».

Exemple:  x°+2x=x(x+2).0et -2 sont racines.
- cas ol on reconnait a*—b’* =(a—b)(a+b).
Exemples:  x*—9=(x—-3)(x+3). 3 et —3 sont racines.

(x \/5 (x+\/_) 2 et —/2 sont racines.
3x? —1:(J§x—1)(J§x+1). 1//3 et —1/+/3 sont racines.

« cas ol on reconnait a%+2ab+b? = (a+b) ou a’—2ab+b’ =(a— b)

Exemple : x2+2x+1:(x+1) . —1 est la seule racine (double).
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« Cas général :

Résolution de Factorisation de Signe et représentation graphique

I’équation ax®+bx+c a>0 a<0

Pas de

A<0 | Pasdesolution L o
factorisation. e

ax®+bx+c est du signe de a

Une racine
double : )
A=0 b a(x=x,)
Xy =—
2a

ax® +bx +c est du signe de a

Deux racines

distinctes :
—-b-+A
A>0 X1=T\/_ a(x—xl)(x—xz)
_—b+vA ax® +bx +c est du signe deaa
27" 94 I’extérieur des racines et du signe de —a

a ’intérieur des racines

II. Etude des variations d’une fonction & Dérivées

* La technique la plus courante pour étudier les variations d’une fonction f est la suivante :

f » On dérive la fonction f(x).

« On étudie le signe de f'(x).

* On en déduit les variations de f.
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;,.‘.% o .
’h“g % Dérivées des fonctions usuelles :
i

(1
Fonction Domaine Domaine de Fonction dérivée
de définition dérivabilité
f(x)y=mx+p R R fl(x)=m
flx)=p R R f'(x) =
f(x) =x? R R fl(x) =2x
flx)=x"neN R R f(x) = nxn1
X) = 1 R* R* "(x) = 1
X x2
1
x)=,/x 0; + 0; "x)=—=
fx) = V& 05 +oof J0; ool Fx) =5
N L L.
Lsos5] & Dérivées et opérations :

(u-v)’ =u.v+u-v

(5) =— k-zv ou v(x)=0 pour tout x de I.
v v
(%) =uvv+uv ot v(x)#0 pour tout x de I.

’

% Autres formules :
_3uru2 . ( n)' _ 7, n-1
= {u”) =nd’u

(uz)' =2u'u ; (u3)
(o) =3




Si I'expression est de la forme :
(positif) + (positif) ou (négatif) + (négatif),
le signe est "évident”

Si l'expression est "ax’ + bx + ¢*: i ]
* On calcule Delta = b - dac Si __mxﬂ_.mmm_n..: est .m.x + b" (affine) :
1. on pose linéquation

1.5i Delta < 0, "ax® + bx + " est du signe de "a" - ) )
(par exemple, st a>0 on a "-" puis "0° puis "+"

2.5 Delta = 0, "ax® + bx + c” a une racine et est du signe de "a", (par exemple,
sia»0ona"+" puis "0" puis "+")
3. 5i Delta = 0, "ax® + bx + " a deux racines et est du signe de "a" 3 l'extérieur

des racines, (par exemple, si a>0 on a *+" puis "0" puis "-" puis "0" puis "+")
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Signe d’'une expression

algébrique

= ; ;

2 Connaitre le signe des fonctions de base :

@ Cas général : 1. signe de x sur IR : "-* puis "+" (changement en 0}
= g * 5i possible, on pose l'inéquation & 2. un carré est toujours positif (éventuellerment égal a 0)
- on * 51 possible, on factorise {ou on réduit au méme dénominateur) puis on 3. signe de In(x) sur ]0:+inf] : *-" puis "+" {(changement en 1)
o o7 P P g P g
o c étudie le signe de chacun des facteurs (on fait un grand tableau de signe) 4, une racine carrée est toujours positive

L
L =

=
S =
Jo5) ) .
] = Une technique “experte” :
R mb o 1. on &tudie les vanations de la fonction associée
e = 2. on détermine le signe par lecture du tableau de variations
|__ N ou par application du thécréme de la bijection

=
e £

: =

O
u x




E.C.P.2 — Lycée Jean PERRIN Les fiches indispensables — J. Fernandez

I1l. Limites

% Limites usuelles

e lim X% =+ lim x? = +oo
X—>+00 X—>—00
e lim x® =+ lim x3 = -
X—>+00 X—>—00
1 1 1 1
« lim==0 lim==0 lim = =40 lim==-w
X—>+00 X X——0 X x—0" X x—=0" X
e lim X =+
X—>+00

% Opération sur les limites

+ Somme:
. . . 4
Exemple : déterminer la limite en +oo de f(x)=—+2x°.
X

.4 .
o lim —=0 par somme de limites,

X—>+00 X .
: ) lim f(x)=+0
o lim 2x° =+o0 X—>+o0

X—>+00

» Différence :

Exemple : déterminer la limite en +oo de f(x):ﬂ—sz.
X

.4 o
* lim —=0 par somme de limites, A 2
X+ X lim () =0 (on a utilisé : f(X):_+(_2X ))
o lim —2X2 = —00 X—>+00 X
X—>+00
* Produit :

Exemple : déterminer la limite en +oo de f(x) :x(4+g).
X

e lim x=4w

X+ par produit de limites,
o lim 41 2=g) Jim f(x)= o0
X—>+0 X



E.C.P.2 — Lycée Jean PERRIN Les fiches indispensables — J. Fernandez

« Composee :

Il
7\
N
+
X |~
N

w

Exemple : déterminer la limite en +oo de f (x)

. 1 -
« lim 2+==2| par composée de limites,

X—>+0 X I f 8
. m X)=

. lim x3=8 X—>+00 ( )
X—2

A % Limites d’une fonction polyndome ou rationnelle en I’infini

On applique la regle du monéme de plus haut degré.

Exemples :
. 3 2 T 3
e |im xX°=3x“+2X-5=lim X’ =—0.
X—>—00 X—>—00
o xX2-Bx . x> 1
« lim ——= — ==
X—>+0 2X° +3  x—>+0 2X 2
X =x2+4 X
e |im —= lim — = lim Xx=4x.
X400 X5 —2X+4+1 x>+ X X—>+00
X2 -3x+1 .. X 1
e |im — = lim —= lim —=0.

X—>—00 2)(4 +1 B X—>—00 2)(4 X—>—00 2X2

% Limites en une valeur interdite au dénominateur

 Sauf cas exceptionnel, la limite sera .
« On étudie le signe du dénominateur.
« On applique la régle des signes pour savoir si le résultat est +oo ou —oo.

N ) G e
Exemple : déterminons lim et lim .
x—1" X—=1 x—>1" X=1

On détermine d’abord le signe du dénominateur :
X-1>0<x>1,d’ou

T —c0 1 +co
r—1 = Q +
Dés lors,
_=2x2 =2 2% 2
lim =— =4 et lim =—=—

x—1 X—=1 B 0 -

10
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ﬁ % Interprétations graphiques : asymptotes horizontales et verticales

« Sifapour limite ¢, en +oo (OU en —o), on dit que la droite d’équation y = /¢, est

asymptote horizontale a la courbe de f.

« Sifapourlimite +oo (ou —0),en a* ouen a-, on dit que la droite d’équation x=a,
est asymptote verticale a la courbe de f.

% Théorémes sur les limites
f, g, h désignent des fonctions, | et I" deux réels, et a un réel ou +o ou -o.

» Compeatibilité avec I’ordre

Soient f et g deux fonctions telles que f (x)<g(x) sur un intervalle et soient
lim f (x)=1 et limg(x)=1",alors I <I".

X—a X—a

* Théoréme d’encadrement (ex “gendarmes”)
Si g<f<h etsilimg(x)=I et limh(x)=1I,alors lim f (x)=1.

X—a X—a X—a

« Autres théoremes de comparaison
- Si f<getlimf(x)=+w0,alors limg(x)=+c (théoreme de minoration).
X—a

X—a

- Si f<getlimg(x)=-ow,alors lim f (x)=—o (théoréme de majoration).
X—a

X—a

e Théoreme de la limite monotone :
Si f est croissante et majorée sur 1’intervalle ]a,b[ , alors f admet une limite finie en b.

Si f est décroissante et minorée sur ]a,b[, alors f admet une limite finie en a.

Si f est croissante et non majorée sur Ja,b[, alors f admet pour limite +oo en b.

(cas analogues avec non minorée et/ou décroissante)

11
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Fonctions polyndmes ou rationnelles en l'infini :
Technique du monome de plus haut degré

il

Opérations sur les limites
. Technique du "point, point, accolade” :
par somme / différence / produit / quotient / composée

4 formes indéterminées :

* somme (ou différence) : + inf - inf
* produit:infx 0

* quotient : inf/infou 0 /0

Formes indéterminées avecln et exp :
L * par croissances comparées, exp(x) > x >> In(x)
* connaitre par coeur les 4 limites du cours

Interprétations graphiques (asymptotes) :

Limites usuelles :

* limite en +inf de x*n = +inf

* limite en - inf de x* ou x*4... = + inf
* limite en - inf de x*3 ou x*5... = - inf
* limiteen + infou -infde 1/x=0

* limite en 0- de 1/x = - inf

* limite en 0+ de 1/x = + inf

Limites plus complexes :

* technique du "point, point,
accolade, point, accolade”

* ne pas hésiter a factoriser ou a
développer une expression : cela
permet de simplifier parfois les
limites ou de contourner une Fl

12

0 * 5j limite en + ou - inf égale b, alors la droite d'équation y=b est AH
* si limite en a+ ou a- égale + ou - inf alors la droite d’équation x=a est AV

Limite en une valeur interdite au dénominateur :
* en général, la réponse est I'infini

% Synthese :

\‘?

* le signe du dénominateur et la régle des signe permettent de trouver si c'est + inf ou - inf

Théorémes d'encadrement ou de comparaison
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IV. Questions « classiques »

% Déterminer une équation de tangente

On dispose :

- d’une fonction f (X)
- desadérivée f'(x)

- d’une abscisse a

Rédaction « type »
 Oncalcule f(a).

« Oncalcule f'(a).

« Une équation de la tangente (phrase de 1’énoncé...) est :

y=f'(a)(x—a)+f(a).

% Montrer que la droite d’équation y=ax+b est asymptote oblique en oo

On dispose :

- d’une fonction f (X)

- d’une droite d’équation y =ax+Db

Rédaction « type »
« Oncalcule f(x)—(ax+b).

- Onmontre que lim[ f (x)—(ax+b)]=0 ou lim[ f(x)—(ax+b)]=0 selon le cas.

13



E.C.P.2 — Lycée Jean PERRIN Les fiches indispensables — J. Fernandez

* Etudier la position relative d’une courbe et d’une droite

On dispose :
- d’une fonction f(x) dont la courbe C est donnée

- d’une droite D d’équation y=ax+Db

Rédaction « type »
« Oncalcule f(x)—(ax+b).

» On détermine le signe de f (x)—(ax+b).
« Si f(x)—(ax+b)>0 alors C estau-dessus de D .

Si f(x)—(ax+b)<0 alors C estau-dessous de D .

* Equation g(x)=0... ou équation g(x)=k, k réel (théoréme de la bijection).

On dispose :
- du tableau de variation complet de la fonction g

Rédaction « type »
- gestcontinue sur Ja, b[ car dérivable sur ]a , b[

g est strictement croissante (ou décroissante) sur ]a , b[.

+ Oeg(Ja.b[)=]c.d[
D’aprés le théoréme de la bijection, 1’équation g(x)=0 possede une solution unique o sur

la.b[.

Autre version :
- gestcontinue sur Ja, b[ car dérivable sur ]a , b[

» g est strictement croissante (ou décroissante) sur Ja , b[ .

+ 0gg(la.b)=le  df

L’équation g(x)=0 ne posséde donc pas de solution sur ]a , b .
Remarque : bijection
[a,b] —>[c.d]

Soit f:
x> f(x)

. Si f est continue et strictement monotone (croissante ou décroissante),

alors f réalise une bijection de [a,b] dans [c,d].

14
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* Montrer que ae[m,M]

On dispose :

- dufait que o est solution unique de I’équation ¢ (X) =0

de la stricte monotonie de g

Rédaction « type » (cas ou g est strictement croissante)

g(m)=..<0
g(a)=0 par construction
g(M)=..>0

Donc g(m)<g(a)<g(M).

Or, g est strictement croissante sur [m, M ] .

On en déduitque m<a <M.

* Parité

Une fonction f, définie sur un ensemble D, est paire lorsque :

- si xeD alors —xeD
- pour tout x de D, f(—x)=f(x)

Une fonction f, définie sur un ensemble D, est impaire lorsque :

- si xeD alors —xeD
- pourtoutxde D, f(—x)=—f(x)

% Interpreétations graphiques de limites C, estla courbe de f.
* Silim f(x)=+wo0u —oo, C; admetune asymptote verticale d’équation x =a.
« Si lim f(x)=b, C, admetune asymptote horizontale d’équation y=b.
- Si lim [f(x)—(ax+b)]=0, C, admet une asympt. oblique d’équation y =ax-+b.
o f(x) : .
« Si lim ——==0, C, admet une branche parab. de dir. asympt. horizontale (Ox).
+00 OU —o0 X
o f(x) :
« Si lim ——*%=+0wo0u —o, C, admet une branche parab. de dir. asympt. vert. (Oy)
+00 OU —o0 X
o f(x) : .
« Si lim ——==a, C, admet une branche parab. de dir. asympt d’équation y =ax.

+00 OU —oo X

15
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% Convexité

« Convexité et tangente :
Une fonction f, définie, dérivable (donc continue) sur un intervalle 1 est convexe (resp.
concave) sur | si sa représentation graphique est entiérement située au-dessus (resp. au
dessous) de chacune de ses tangentes.
Exemples : la fonction carrée et la fonction exponentielle sont convexes sur R et la

fonction racine et la fonction logarithme népérien sont concaves sur 0 ,+oo[ .

« Convexité et cordes :
Une fonction f, définie, dérivable (donc continue) sur un intervalle | est convexe (resp.
concave) sur | si la courbe est au-dessous (resp. au dessus) des cordes.

i ————— e — ——————

o

Ficure 1 — Définition visuelle

» Convexité et dérivée seconde :
f est une fonction définie sur ]a,b[, si la dérivée seconde f" existe sur ]a,b[ alors:

- si, pour tout réel x de Ja,b[, f"(x)=>0 alors f est convexe sur ]a,b[.

- si, pour tout réel x de Ja,b[, f"(x)<0 alors f est concave sur |a,b].

% Point d’inflexion
* Un point d’inflexion est un point ou s’opére un changement de concavité.
» Graphiguement, un point d’inflexion est un point ou la tangente coupe la courbe.

« Tout point ou la dérivée seconde, si elle existe, s’annule et change de signe est un point
d’inflexion.

16



E.C.P.2 — Lycée Jean PERRIN Les fiches indispensables — J. Fernandez

V.  Fonctions logarithme et exponentielle

* Fonction logarithme

* La fonction logarithme népérien est I’unique fonction qui a pour dérivée X —— sur
X

]0;+o0[ et qui s’annule en 1. On la note In.

« Conséquences immédiates :
v" In est définie sur ]0 ;+oo[ . Elle n’est pas définie en 0, ni pour les nombres négatifs.

v In1=0
. 1
v' In est dérivable sur ]0 ;+oo et (Inx) ==.
X
] LI'
e (Inu) =—.
(inv) ="
e Formules
1 a n
Inab=Ina+Inb In==-Ina Ingzlna—lnb Ina" =nlna
a
* Variations et signe
f est strictement croissante sur ]0 ;+oo[ :
Pour tout x de [1;+o0[, Inx > 0. Pour tout x de ]0;1[, Inx <O0.
e Limites
Ona lim Inx=+o0 et limlInx=—w (asymptote verticale d’équation x=0).
X—>+00 x—0

Exemple 1 : déterminer Iim(x2 ~In x).

x—0

« limx*=0 par somme de limites,

x—0

o Iim(x2 |nx)—+oo (onautilisé : X" —Inx=x*+(-Inx))
° —_ —= 400 - -
xl—>0 X=+ x—0

. . . Inx
Exemple 2 : déterminer lim—.

x=>0 X
< lim L — oo | PAr produit de limites, nx 1
x—0" X i In x (on autilisé : — ==xInx)
. _ im—— =—w X X
¢ le_r)rg)lnx— 0 x—0 X

17
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» Croissances comparées

. Inx NPT .
Ona lim — =0 : a I’infini, toute puissance de X I’emporte sur In.
X—>+0 X

Exemple 3 : déterminer lim (x2 —In x) .
X—>+00

« lim x? =+o | par croissances comparées,
X—>+00
e lim—-Inx=—o0 lim (X2—|nX)=+oo

X—>+00 X—>+00

(onautilisé : X —Inx=x*+(-Inx))

18
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% Fonction exponentielle

- Lafonction In est strictement croissante de ]0 ;+oo[ sur ]-oo ;+oo[ . Alors pour tout
réel x appartenant a ]—oo ;+oo[, I’équation Iny = x admet une unique solution dans
10, +o0] : €*.

La fonction exponentielle, notée exp, est la fonction réciproque de In.

» Quelques conséquences immédiates :
v’ exp est définie sur R .

v e’=1;:¢l=e.
v Pour tout réel x, In(ex): X.

v Pour tout réel x>0 e"* =x.

e Formules

a1 b € n
ea™ _d o ob e gad _ 5 (ea) _gan

e Variations et signe
exp est strictement croissante sur R et pour tout réel x, e* > 0.

e Limites

Ona lim e*=+o0 et lim e* =0 (asymptote horizontale d’équation y =0 en —oo)

X—>+0 X—>—00

» Croissances comparées
eX
Ona lim —=+00 et lim xe* =0 : a I’infini, exp ’emporte sur toute puissance de x.

X—+o0 X X—>—00

19
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V1. Primitives des fonctions usuelles

% Primitivede fsurl:

v’ Soient f et F deux fonctions définies sur un intervalle I. F est une primitive de f sur I, si
la fonction F est dérivable sur | et a pour dérivée f. ¥xe I, F'(x) = f(x)

v' Si fest une fonction continue sur un intervalle I, alors f admet des primitives sur I.
v' Si f est une fonction définie sur un intervalle | qui admet une primitive F sur I, alors :

- les primitives de f sur | sont les fonctions de la forme x > F (x)+ k,keR ;

- il existe une unique primitive de f sur I qui prend une valeur y, en X, .

TS * Primitives des fonctions usuelles :

7”\\,
Fonction Une primitive Intervalle
x—k
x— kx R
keRr -
e x e 1 Pl Rsin=10
nez\|-1] n+l -0 ;0 [ou]0; +ec[sin<—1
1
X —— x> Jx 10; +o0
Ey'f.r
1
IH; x—Inx 105 +o0]
Xx—e' x—e' R

* Autres formules de primitive :

Fonction Une primitive
u’ u?!
1 n+l
nez\-1| mﬂ
une s'annule pas sur I lorsque n <0
v
2Ju Ju
u strictement positive sur I
u'
u In u
u strictement positive sur I
u’ E” E”

20
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VII. Intégrales

* Intégrale et primitive :

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1. Pour tous réels a et b de I, on a :
b .
I f (x)dx=F(b)—F(a), ol F est une primitive quelconque de f sur I.
a
. .. b b
Pour présenter les calculs, on peut écrire L f (x)dx :[F(x)]a.

Exemple 1 : calculer | :J:(x3 +X° +x-1)dx.

4 3 2 1 4 43 42 _
| = X_+X_+X__X — 1__|_1_+1__1 _(0):E+1+1_1=M=i.
4 3 2 4 3 2 4 3 2 12 12

Exemple 2 : calculer J :J‘f(%+%+%jdx.

2
J :{—%—Eﬂnx} :[— 1 2—£+In2}—(—%—1+lnlj.
2X° X X 2x2° 2 2x1° 1

J =—1—1+In2+£+1:g+ln2.

8

* Propriétés de I’intégrale

Relation de Chasles
b c c
L f(x)dx+'[b f(x)dx:J‘a f(x)dx

e Linéarité

[(t+a)xae=["f (ax+[Cg(x)ax ;[ (k) (x)dk=k[f(x)x

e Positivité
Si f est positive sur [a ; b] avec a<b, alors Jb f(x)dx=0.
a

On peut en déduire le signe d’une intégrale selon le signe de f et le sens de a et b.

¢ Conservation de I’ordre

Si f<gsur[a;b]avec a<b,alors j: f (x)dxsj:g(x)dx.

21
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Exercice :
X sil<x<2

Soit f la fonction définie sur [0, 6] par: f(x)=<-x si 2<x<3. Calculer _[; f (x)dx
0 sinon

D’apres la relation de Chasles :
6 1 2 3 6
jo f(x)dx=J.0 f (x)dx+.[l f(X)dX-FJ.Z f(x)dxjtf3 f (x)dx,

6f X)dx = 10dx+ 2xdx+ 3—x dx + 6de,
0 ( ) 0 1 2 3

[, f (x)dx:o{x—;f {_X_zT +0,

2
2 2 2 2
[FF (x)ax= L2 O P R O O O . S S
0 2 2 2 2) 2 2 2 2 2
* Integrale et aire

Soient f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ;6] et C sa courbe

représentative dans le repére (O i f).
b

Le réel J. f (x)dx est 1’aire, en unités d’aire, de la partie du plan délimitée par C , I’axe
a

des abscisses et les droites d’équations x=a et x=b.
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% Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, telles que u’ et v' sont

continuessur . On a: .[uv’ :[uv]—.[u’v.

1
Exemple:  calculer | =IO xe™* dx

Rédaction « type »
Les fonctions x+> X et x — e * sont continues et dérivables sur [O ,1] )

Onpose:  u(x)=x et Vi(x)=e™.  Ona:
u'(x)=1 et v(x)=—e™.
On integre par parties :

juv’:[uv]—ju’v
2

I :[—xe‘x]t)—jol 1><(—e‘x) dx:(—e‘l)—(o)—[e"‘]iJ ——et-_et41=1-Z,

e

% Fonction définie par une intégrale

Soient g une fonction continue sur un intervalle | et a un élément quelconque de I.
La fonction f définie sur I par f(x)zjxg(t)dt est I’unique primitive de g sur | qui
a

s’annule en a. Autrement dit,  est une fonction dérivable sur et f'(x)=g(x).

Exemple : Inx:jlX % dt
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VI11. Représentation graphique

* Conseils :

Pour représenter graphiquement une fonction :
- on travaille proprement au crayon gris dans un repére (O, I J) (trois points suffisent),

- on porte toutes les informations remarquables évoquées par 1’énoncé (extremum, ¢’est-
a-dire minimum ou maximum, tangente, asymptotes, ...)

- on construit point par point avec abscisses x et ordonnées f (x) (pour construire une

droite, deux points suffisent) a 1’aide, si besoin, des valeurs remarquables ci-dessous.

A * Valeurs remarquables :
J2~14 In(2)~0,7 e~2,7 e'=-~0,4
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I.  Suites arithmétiques

* (un) est une suite arithmétique si, pour tout n de N (ou N* selon si on démarre & n=0

oua n=1), u,,, —u, =a ou a est une constante réelle.

A * Si (u,) estune suite arithmétique de raison a, alors :

u, = U, +nxa ou bien u, =u, +(n-1)xa

* Pour démontrer qu’une suite est arithmétique, on part de u,; —u,.

Le résultat doit étre une constante.

A * Une somme particuliére :

Il.  Suites géométriques

* (v,) est une suite géométrique si, pour tout n de N (ou N selon si on démarre a n=0

oua n=1), v,, =bxv, ol b est une constante réelle.

Si (v, ) est une suite géométrique, alors :

n . n-1
Vn=VOXb ou bhien Vn=V1Xb

* Pour démontrer qu’une suite est géométrique, on part de v, .

Le résultat doit étre bxv, .

Limite et suite geométrique :

si [g/<1alors limg"=0 si q>1 alors lim " =+
N—-+00

N—>-+00

A * Une somme particuliére :

k=n n+l
1+b+...+b”:2bk:b !
k=0 b-1

27



E.C.P.2 — Lycée Jean PERRIN Les fiches indispensables — J. Fernandez

A I11. Suites arithmético-géométriques

* (un) est une suite arithmético-géométrique si, pour tout n de N (ou N* selon si on

démarrea n=0 oua n=1), u,,, =au, +b ol a et b sont des constantes reelles.

* Pour déterminer le terme d’une suite arithmético-géométrique :
* Ondetermine lereel | telque | =al +b.

« Onpose v, =u, —I| . On montre que (vn) est une suite géométrique.
*  On détermine I’expression de v, (V, =V, xq" ou v, =v;xq" ") puis on en déduit

I’expression de u, (U, =V, +1)

* On peut également parfois en déduire la limite de u,, .

I\V. Démonstration par récurrence

Exemple 1 : (cas d’une relation de récurrence)
On considere une suite de matrices de matrice initiale X, définie par X, = AX,,.

Démontrer que X, =A"X,.

Rédaction « type »

«  A°X,=1xX,=X,.Lapropriété est vraie au rang 0.

« Soit neN. On suppose que la propriété est vraie au rang n, c’est-a-dire que X, = A"X,.
Montrons qu’elle est vraie au rang n+1.
Xny = AX, = Ax AnXO = An+lXO'
La propriété est donc vraie au rang n+1.

 Par principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout ne N.
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Exemple 2 : (cas d’une inégalité)
Données: g est définie sur R par g(x)=2-e™,

On sait que g est strictement croissante sur R .

On définit la suite (u,) par uy=1et u,, =g(u,).
Montrer que 1<u, <2 pour tout entier naturel n.

Rédaction « type »
* Uy =1,donc 1<u, <2.La propriété est vraie au rang 0.

« Soit neN. On suppose que la propriété est vraie au rang n, c’est-a-dire que 1<u <2.
Montrons qu’elle est vraie au rang n+1.
1<u,<2
< g(1)<g(u,)<9g(2) car g est strictement croissante sur R
or, g(1)=2-e"~2-0,3721, g(2)=2-e?<2et u,, =9g(u,)
<2.

n+l —

On en déduit que 1<u

La propriété est donc vraie au rang n+1.
 Par principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout ne N.

V.  Suites croissantes, majoréees, minorées, bornées

* Une suite (u,) est croissante si, pour tout nde N, u, <u

n+l*

n+l-

Une suite (u,) est décroissante si, pour tout n de N, u, >u

* Pour déterminer les variations d’une suite (U, ), on étudie le signe de u,,; —u,.

Si Uy, —U, >0, (u,) estcroissante etsi u,,; —u, <0, (u,) est décroissante.

* Une suite (un) est majorée s’il existe un réel M tel que, pour toutnde N, u, <M.
Une suite (u, ) est minorée s’il existe un réel m tel que, pour toutnde N, u, >m.
Une suite (u,) est bornée s’il existe deux réels m et M tels que, pour tout n de N,

m<u,<M.
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V1. Théorémes de convergence

% Théoréme de minoration :
Soient deux suites (u,) et (v,) vérifiant u, <v, a partir d’un certain rang.

Si lim u, =+o0 alors lim v, =+o.

N—+o0 N—-+00

* Théoreme de majoration :
Soient deux suites (u,) et (v,) vérifiant u, <v, a partir d’un certain rang.
Si lim v, =—o0 alors lim u, =—o.

N—+o0 N—+o0

% Théoréme d’encadrement (des gendarmes) :
Soient trois suites (U, ), (V,) et (w,) Vvérifiant u, <v, <w, a partir d’un certain rang.
Si limu,=1et limw,=Ialors limv,=1.
n—+o N—>-+00 Nn—+o0
* Suites monotones et convergences — théoréme de convergence monotone :

Toute suite croissante et majorée est convergente (on ne connait pas, a ce stade, la limite).
Toute suite décroissante et minorée est convergente.

* Soit une suite u définie par u, et, pour tout n, u,,, = f (u,).

Si f est continue sur | et si u est convergente, alors : | = f (I) (point fixe).
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l. Calculs matriciels
* Addition de matrices :
12 2 -1 1+2 2-1 31
Exemple: A= et B= , A+B= = .
34 5 3 3+5 4+3 8 7

* Multiplication d’une matrice par un réel :

12 2x1 2x2 2 4 -6 3
Exemples: A= donc 2A= = ; —3B=
34 2x3 2x4 6 8 -15 -9
* Multiplication de matrices :

Exemple :
2 -1
X
5 3
AxB 12 1x2+2x5 1x(-1)+2x3 12 5
X = = =
3 4) (3x2+4x5 3x(-1)+4x3) (26 9
Attention, en général, AxB=BxA.

* Matrices particuliéres :
Lo 100
I2=[O 1) et ;=] 0 1 O | sontdes matrices Identité. Ax| =1xA=A.
001

00
O, =(0 Oj et O, sont des matrices nulles. AxO=0xA=0.
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Il. Inverse d’une matrice

* On dit que deux matrices A et B sont inverses I’'une de 1’autre, ou que B est I’inverse de A
si AxB=1.0nnote alors B=A".

% Cas des matrices 2x2 :

ad -bc\-c a

. a
Soit A:(
C

b d -b
dj.Si ad —bc =0, alors A est inversible et A = 1 [ j

% Cas ou la réponse est donnée... ou presque :

Soient deux matrices P et Q telles que PxQ =k I . Alors P est inversible et P~ = 1Q .
Kk

. : 12 -1 2
Exemple 1: On considére les matrices A= 11 et B= 1 )

Calculer AxB. Conclure.

AXB:[lx(—l)+2xl 1><2+2><(—1)]:[1 oj: .

1><(—1)+1><1 1x 2+l><(—1)

Donc A est inversible A1 =B.

= : 1 -2 1 2
Exemple 2 : On considére les matrices C = 5 1 et D= .

Calculer CxD. Conclure.

cxD :(1x1+(—2)x(—2) 1><2+(-2)><1J:(5 0]:5| |

2x1+1x(=2)  2x2+1x1 | (0 5

Donc C est inversible et C* =%D .

Ces exemples se généralisent bien str a des matrices 3x3...

Exemple 3: On considére une matrice N telle que N° =0 et lamatrice T=1+N..
. Calculer (1+N)(1-N+N?).

N -

. En déduire que T est inversible et déterminer T,
Correction: 1. (1+N)(I-N+N?*)=1-N+N*+N-N*+N°=1+N°=1.

2. Onen déduit que T est inversible et que T =1—-N+N?.
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% Matrice inverse et polynéme annulateur :

Exemple :
Soit une matrice A donnée. On suppose qu’on a prouvé que A2—A—2| =0.
En déduire que la matrice A est inversible et calculer A™.
A2 —A-21=0
& AP-A=2
< A(A-1)=21 (onreconnait la propriété du paragraphe précédent)

Donc A est inversible et A™ = % (qu’il reste & calculer).

* Matrice inverse par résolution de systeme

-1 0 2
Exemple : calculer la matrice inversede A=| 0 0 1].

0 -11

—X + 2z =aly

On résout le systéme :  (S) z =b L,
-y + z =¢C L

-X + 2z =a L« L
(s) < y = b-c L« L,-L
z =b L <L
Le systéme ci-dessus est triangulaire. La matrice A est donc inversible.
x=—a+2b L «2;-L
(S) e Jy=b-c Ly« L
z=b L« L
-12 0
Onendéduitque A =l 0 1 -1/
010
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% Matrice inverse par pivot de Gauss

110
Exemple : calculer la matrice inversede A=|2 1 1].
412
110 100)L
211 010|L
412 001)L
110 10 0
01 -1 2 -1 0| L «2L-L,
03 -2 4 0 1) Ly«4aL -1,

(on s’est servi de L, et on a fait apparaitre des 0 dans la matrice de gauche en premiére
position des lignes 2 et 3)

110 100
01 -1 2 -10
00 -1 2 -3 1) L« 3L,-L,

(on s’est servi de L,, et on a fait apparaitre un 0 dans la matrice de gauche en deuxiéme

position de la ligne 3)
La matrice de gauche est triangulaire a pivots non nuls donc A est inversible.

110 10 0
010 02 -1| L« L-L
00 -1 2 -3 1

(on s’est servi de Ly, et on a fait apparaitre un 0 dans la matrice de gauche en derniére
position des lignes 1 et 2)

100 1 -2 1)Ll -L,
010 02 -1
00 -1 2 -3 1

(on s’est servi de L,, et on a fait apparaitre un O dans la matrice de gauche en deuxieme
position de la ligne 1)

100 1 -2 1
010 0 2 -1
001 -2 3 1) Lh«-L
(on ajuste les coefficient diagonaux de la matrice de gauche)
1 -2 1
Finalement, At=| 0 2 -1].
-2 3 -1

36



E.C.P.2 — Lycée Jean PERRIN Les fiches indispensables — J. Fernandez
I1l1. Puissance n-ieme d’une matrice

* Le calcul de la puissance n-iéme d’une matrice est un exercice délicat.
Deux exceptions notables :

« La puissance n-ieme d’une matrice diagonale est obtenue en élevant a la puissance n
ses éléments diagonaux.

f‘”;‘"’?\\/‘
‘;‘6“‘ x|
\ > '.vl“":

-100 (-1)" 0 0
Exemple: siD=[ 0 1 OfalorsD"=| 0 1 0 |carD estdiagonale.
0 02 o o0 2"

Ce résultat est a savoir. Il se démontre par récurrence.

« Sila «formule » est donnée, on peut la démontrer par récurrence.

n(n-1

U
110 2

Exemple: A=|0 1 1|.Démontrerque: A"=[0 1 n
001 1

% Puissance n-iéme a ’aide de suites

1
Exercice corrigée : On considére A=£O 2).

1 a
1. Démontrer que, pour tout entier n>1: A" =( ”j ou (a,) est la suite définie par
0 2"

a=leta,;=1+2a,.

2. Calculer a,. En déduire A".
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Correction :

1l a
1. Démontrons par récurrence que A" = [0 2:j

La)_(11)_,, <16 est vrai .
o = = . La propriete est vrale au ran .
02710 2 prop g

« Soit neN". On suppose que la propriété est vraie au rang n, c’est-a-dire que

0 2"

1 a 11 1 1+2a 1l a
1 n n|_ n+1
- :AnxA:[o zn]x(o ZHO ' J[O 2]

La propriété est donc vraie au rang n+1.

1 a
A" = ( " j . Montrons qu’elle est vraie au rang n+1.

« D’aprés le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout neN".
2. (a,) est une suite arithmético-géométrique (voir partie correspondante).

12"-1
On trouve a, =2" -1 puis A" :L ) ]
0 2

% Puissance n-ieme et formule du bindme de Newton

Le principe est le suivant : on dispose
- d’une matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale
- onaprouvé que N =A—1 estune matrice nilpotente (ses puissances sont nulles a

partir d’un certain rang, en genéral, NS = 0).
— On calcule alors A" a I’aide de la formule du bindme de Newton.

110
Exemple:  Onconsidére A={0 1 1.
001

Pour n>2, calculer A" en exploitant I’égalité A= N +1, et grace a la formule du
binéme. (On sait que N*®=0).

« pour k>3, N =NK3xN3=N*3x0=0

A . A”=(N+|)”=Zn:(:)ka|”-k=|+nN+@N2.

k=0
Il ne « reste » plus qu’a effectuer le calcul a I’aide de N et N2 ...
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% Puissance n-ieme a I’aide d’une matrice diagonale
Le principe est le suivant : on dispose

de deux matrices A et P.

on acalculé P! puis on a prouvé que D =P AP est diagonale.

on connait donc D".
Notons que D =P AP g’écrit A= PDP™.

On démontre alors par récurrence que A" = PD"P :

e PDP=PxIxP1=PxP1=1=A"
La propriété est vraie au rang 0.
« Soit neN. On suppose que la propriété est vraie au rang n, ¢’est-a-dire que

A" = PD"P!. Montrons qu’elle est vraie au rang n+1.
A" = A"x A=PD"P'xPDP ! = PD" x(P—lx P)x DPL.
A" —pPD"x | xDP= P><(Dn X D)x Pl=pxD"xp.

La propriété est donc vraie au rang n+1.
« apres le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout ne N.

Il ne « reste » plus qu’a effectuer le calcul : Px D" x Pt...
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wa@bﬂités
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Généralités

Formule du crible :
Pour tous événements AetB: p(AuB)=p(A)+p(B)-p(AnB).

Evénements contraires

Si A est un événement et A son événement contraire, alors p(A) =1- p(A).

Evénements incompatibles
Si A et B sont deux événements incompatibles (AN B =), alors :

p(ANB)=0 ;
p(AuUB)=p(A)+p(B).

Equiprobabilité
Si les événements élémentaires sont équiprobables, la probabilité d’un événement A est :
p(A)= nombre de cas favorables a la réalisation de A
nombre de cas possibles

Dénombrements
Tirages successifs avec ou sans remise
On utilise le principe multiplicatif.

Exemples :

Si on tire 4 boules successivement avec remise dans une urne en contenant 6, on a :
6x6x6x6=6"=1296 résultats possibles.

Si on tire 4 boules successivement sans remise dans une urne en contenant 6, on a :
6x5x4x3=2360 résultats possibles.
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% Tirages simultanés & nombres « k parmi n »

* Factorielle d’un entier naturel
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2, n!'=1x2x...xn.
Par convention, 0!'=1et 1!=1.

B p!x(n-—p)!'

Ce nombre se calcule a 1’aide de la formule ou a I’aide du triangle de Pascal.

A ({2

n
A « Formule du binéme : (a+b)n = Z[n)an—kbk .
0

~k

n
« Le nombre de tirages de k boules dans une urne parmi n est : (pj

I11. Probabilités conditionnelles

% Probabilité conditionnelle :
P(ANB)
P(A)

on appelle probabilité de B sachant A le réel P, (B)=

* Evénements indépendants :
A - Deux événements A et B sont indépendants si P(AnB) =P(A)xP(B).

- SiP(A)#0etP (B)+#0,onaA et B indépendants < P, (B) =P(B) < Pg(A) =P(A).

* Formule des probabilités composées :
La formule des probabilités conditionnelles permet d’écrire :

Soient A et B des événements tels que P(ANB)=0. Alors: P(AnB)=P(A)xP,(B).

Cette formule se généralise par la formule des probabilités composees :

A Soient A, A, et A, des événements tels que P(A NA,NA)=0.
Alors: P(ANANA)=P(A)xP, (A)xP, . (A).

Soient A, A,, ..., A, des événements tels que P(ANA,N..NA)#0.
Alors: P(ANAN..NA)=P(A)xP, (A)x..xP, ., » (ANAN..NA)).
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* Arbre a calculs et formule des probabilités totales

Exemple :
B
0,9/
A -

/ \\0,1
08 T~ B
0’2\ 07/ ;

ri- il

\0,3
\ E

Rédaction « type »

« Aet A constituent un systéme complet d’événements.
D’apres la formule des probabilités totales :

+ P(B)=P(A)xP,(B)+ P(A)XPA(B)
P(B)=0,8x0,9+0,2x0,7
P(B)=0,72+0,14=0,86

(on peut aussi noter P(B)=P(ANB)+ P(Am B))

IV. Lois de probabilités discréetes

*  Généralités :
Déterminer la loi de probabilité d’une variable aléatoire X, c’est présenter I’ensemble des

valeurs X; prises par X et calculer les probabilités P[X =x;| correspondantes.

Cette présentation se fait généralement a 1’aide d’un tableau ou a I’aide d’une formule.

% Fonction de répartition :
é + La fonction de répartition d’une v.a. X est la fonction définie pour tout x e R par :

F(x)=p(X <x).
« Onadonc: p(X<a)=F(a), p(a<X<h)=F(b)-F(a)et p(X>a)=1-F(a)
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% Variable aléatoires discretes finies

e [Espérance :

E(X)=PXu+ PXp 4.t Py :2 P =D % P[X =x]
i1 i

e Variance :
V(X)=p (g =E (X)) +t by (% —E (X)) =2 p (x —E(X))*.
o1
A Formule de Koenig-Huygens : on démontre que [V (X ) = E(Xz)—(E(X ))2

Ainsi, V(X)=§pixf—(E(X))2.
Remarque : E(Xz):V(X)+(E(X))

é « Ecart type:

Ecart type : o(X)=V (X)

2

Exercice corrigé :
Un sac contient les jetons numérotés ci-dessous.
On pioche au hasard un jeton du sac.

0.6 o 6 ©
0@ _©_1 ©®
O_©_©_

0 @©_©
@®@

Un jeu est organisé ainsi : pour une mise de trois euros, on gagne autant d’euros
qu’indiqué sur le jeton.

On définit la variable aléatoire X qui lui associe le bénéfice d’un joueur.

1. Déterminer X (Q).

2. Déterminer la loi de probabilité de X.

3. Calculer E(X).
4

. Calculer V (X)) puis o(X).
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Correction :
1. Chaque jeton rapporte 1 a 6 euros et la mise est de 3 euros. Donc X () =[-2,3].
2. 1y a6 jetons numérotés 1 sur les 21. Donc p(X =-2)= 2%

On procede de la méme fagon pour les autres valeurs pour obtenir la loi de probabilité :

x | 2| 1] o
s s a8 21
l21 |21 21 |21 21| 21
3 E(X)=Ex(—2)+£x(—l)+—x0+—xl+—x2+—><3:__7=_1.
21 21 21 21 21 21 21 3
4. E(X2)=£><(—2)2+E><(—1)2+ix02+ix12+£x22+ix32
21 21 21 21 21 1

E(Xz)=£x4+£x1+ix0+ix1+£x4+ix9:4—9: Ixr_r
21 21 21 21 21 21 21 7x3 3

On en déduit :

2 7 (1Y 7 1 21-1 20
V) =E()-(E)) 1) -3-5- 55
Finalement, o(X )= %:@

% Propriétés de I’espérance

Par linéarité de 1’espérance :
E(aX+b)=aE(X)+b
E(X +Y): E(X)+E(Y)
E(X —Y)= E(X)—E(Y)

% Propriétés de la variance
V(aX+b)=a%V(X)
c(aX+b)=la|o(X)
Si X et Y sont indépendantes : V (X +Y )=V (X)+V (Y) et V(X -Y)=V(X)+V(Y).

Remarque :  dans le cas général, V (X +Y )=V (X)+V (Y)+2cov(X,Y).
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V.

*

Lois de probabilités usuelles discretes

Loi certaine :

Soient ae R et X une variable aléatoire certaine égaleaa. Ona:
X(Q)={a} : P[X =a]=1.
E(X)=a ; V(X)=0.

Loi uniforme sur [1,n]

Soit neN". Si une variable aléatoire réelle X suit la loi uniforme sur [1,n], ona:

X(Q)=1[1,n] ; vk e[1,n], P[X:k]:%
n+l . _n’-1
E(X)—T ; V(X)= T

Onnote X < U([[1,n]).

Loi de Bernoulli

On considere la variable aléatoire X qui associe 1 a I’issue de 1’épreuve et 0 sinon.
On appelle loi de Bernoulli de paramétre p la loi de probabilité associée a une épreuve de
Bernoulli de probabilité de succes p.

P; 1-p p

Onnote X > B(p) etona:
X(Q)={0;1 P[X =1]=p et P[X =0]=1-p
E(X)=p . V(X)=p(-p)
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% Loi binomiale

La loi binomiale de parameétres n et p est la loi de probabilité obtenue lors de la répétition
de n épreuves de Bernoulli de probabilité de succes p identiques et indépendantes, la
variable aléatoire X comptant le nombre de succes.

Onnote X B(n,p) etona:
X(Q)=[0,n]  ; vk e[1,n], P[X:k]:(mpk(l— p)"

E(X)=np ; V(X)=np(l-p)

Exemple :

On lance dix fois un dé a six faces bien équilibré. Soit X la variable aléatoire qui associe le
nombre de fois que le 5 est obtenu.

Déterminer la loi de probabilité de X.

Rédaction « type »

On effectue 10 épreuves identiques et indépendantes a deux issues possibles :
- succes : le 5 est obtenu, avec la probabilité 1/6 ;

- échec : le 5 n’est pas obtenu, avec la probabilité 5/6.

X compte le nombre de succes.

X suit donc la loi binomiale de paramétres 10 et 1/6.

Dés lors, dans cet exemple :
- X(Q)=[0,10]

10 k 10-k
« Pour tout entier k e X (@), P(X = k):[ ) j(%) (gj

« E(X)=nxp=10x

|

X

Wl wlo

olo
5 | B

. V(X):nx px(l—p):
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% Loi géométrique

La loi géométrique de parametre p est la loi de probabilité obtenue lors de la répétition de
n épreuves de Bernoulli de probabilité de succes p identiques et indépendantes, la variable
aléatoire X étant le temps d’attente du premier succes.

Onnote X < G(p) etona:

*

X (Q)=N . VkeN, p(X=k)=p(1-p)”

E(X)=% L V(X)=

Exemple :

On possede une piece de monnaie truquée de telle sorte que la probabilité d’obtenir pile soit 0,3.
On lance la piéce jusqu’a ce que 1’on obtienne pile pour la premiére fois. On note Y le rang de
du premier pile obtenu. Quelle est la loi suivie par Y ?

Rédaction « type »

On effectue des épreuves identiques et indépendantes a deux issues possibles :
- succes : pile est obtenu, avec la probabilité 0,3 ;

- échec : face est obtenu, avec la probabilité 0,7.

Y est le temps d’attente du premier succes.

Y suit donc la loi géométrique de parametre 0,3.

Dés lors, dans cet exemple :
- Y(Q)=N
«  Pour tout entier k eN", P(Y =k)=0,7"x0,3

. E(y)zizizg
p 03 3
1-p 07 70
o V Y == = —
() p2 009 9
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V1. Loi conjointe et couple de variables aléatoires

* Loi conjointe :

Soient X et Y deux variables aléatoires.
On appelle loi conjointe la loi de probabilité du couple (X ,Y).

Exemple :
Y 0 1 2 Loi de X
X
0 0,1 0,1 0,2 0,4
1 0,1 0,2 0,3 0,6
LoideY 0,2 0,3 0,5 1

 Les lois obtenues par sommation des lignes et des colonnes sont appelées lois
marginales. Il s’agit en fait de la loi de X et de celle de Y.

- Ona P([X =1]n[Y =2])=0,3 et on peut vérifier que la somme de toutes les

probabilités est égale a 1.

* Indépendance de variables aléatoires conjointes
On dit que X et Y sont indépendantes si

v (%,¥;)e{0,x{0,1,2},P([X =x]n[Y =y; ])=P([X =x])xP([Y =v;])-

Exemple :
Y .
Y=0 Y =1 Loi de X
X
X =0 16 12 4
49 49 7
1 12 9 3
B 49 49 7
LoideY 4 3 1
7 7
4 4 16 16
= = =_ —:—.O = = =—.
P([X =0])xP([Y =0]) —X2=75 r P([X =0]n[Y =0]) 29

On vérifie les trois autres cas... X et Y sont indépendantes.
(ce n’était pas le cas dans I’exemple d’avant).

o1



E.C.P.2 — Lycée Jean PERRIN Les fiches indispensables — J. Fernandez

% Covariance

« On appelle covariance de X et Y et on note cov(X,Y) le réel
cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y) avec E(XY)=>xxy, xP([X =x]n[Y = yj])
etou E(X) et E(Y) sont les espérances respectives de X et Y.

* Sicov(X,Y)=0 alors X et Y ne sont pas indépendantes (réciproque fausse).

« Dans le cas général, V(X +Y )=V (X)+V(Y)+2cov(X,Y).

« cov(aX +b,cY +d)=accov(X,Y).

Exemple :
Y .
X 0 1 2 Loi de X
0 0,1 0,1 0,2 0,4
1 0,1 0,2 0,3 0,6
LoideY 0,2 0,3 0,5 1

E(X)=0x0,4+1x0,6=0,6.
E(Y)=0x0,2+1x0,3+2x0,5=13.

E(XY)=0x0x0,14+0x1x0,1+0x 2x0,2+1x0x0,1+1x1x0,2+1x 2x0,3=0,8.
cov(X,Y)=0,8-0,6x1,3=0,8-0,78=0,02

% Coefficient de corrélation

cov(X,Y)

o(X)o(Y)

- Le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y est p(X,Y )=

« Ona:
- —1<p(X,Y)<1

- p(X,Y)=1si,etseulementsi, Y =aX +b avec a>0 et beR.
- p(X,Y)=—1si, etseulementsi, Y =aX +b avec a<0 et beR.
- Si X etY sont indépendantes, alors p(X,Y)=0.

- SiaeR" et ueR", alors p(AX,uY)=p(X,Y).
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*

*

Interaction avec I’utilisateur

La commande x=input (' message’) écrit le message a 1’écran, attends la réponse de

I’utilisateur et stocke cette réponse dans la variable x.

La commande disp (' message’) écrit le message (entre guillemets) a 1’écran.
La commande disp (u) écrit a I’écran la valeur de la variable u.

Nombres et opérations élémentaires
Les nombres décimaux se notent avec un point et non une virgule.
Le signe = est réservé a ’affectation d’une variable (par exemple : x=3).
Constantes prédéfinies : $pi pour m et $e pour e.

Fonctions usuelles :

- Lacommande log (x) calcule In(x).

- Lacommande exp (x) calcule e*.

- Lacommande £loor (x) calcule la partie entiére de x, ¢’est-a-dire le plus grand entier
inférieur ou égal a x.

- Lacommande abs (x) calcule |x|, la valeur absolue de x.

- Lacommande sqrt (x) calcule v/x .
- Lacommande ceil (x) renvoie le plus petit nombre entier supérieur ou égal a x.

Opérations arithmétiques : ne pas oublier les parenthéses le cas échéant.
- Addition : +, soustraction : —, multiplication : *, division : / et puissance : ~.

Opérateurs de comparaisons pour les tests :

- Test d’égalité : == (a ne pas confondre avec I’affection d’une variable).
- Test de différence : <>.

- Tests de comparaison : <, <=, >, >=.

- Commandes and et or pour les tests logiques.
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I1l. Matrices
% Création de vecteurs et matrices

- Vecteur ligne : les eléments sont écrits entre crochets et séparés par des espaces ou des
virgules.

——-> [-2 1 1.5] --= [2,1,1.3]

- Vecteur colonne : les éléments sont écrits entre crochets et séparés par des points
virgules.
--> [-2:1:;1.5]
ans =

(S

.5

- Matrice : les éléments sont écrits entre crochets ; les éléments d’une ligne sont séparés
par des virgules ; les lignes sont séparées par des points virgules.

--» B=[1,2,3;4,5,6;7,8,9]

s
[ I ]
o

1
[=5]
[Ts]

% Création automatique de vecteurs lignes (utile pour les graphiques)

- Lacommande a:b renvoie un vecteur ligne contenant toutes les valeursde aab
espacées de 1.

--> 1:6

ans =

- Lacommande a:p:b renvoie un vecteur ligne contenant toutes les valeursde aab
espacées de p.

-——> 0:0.2:1 ——> 1l:3:14
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- Lacommande 1inspace (a,b,n) renvoie un vecteur ligne contenant n valeurs

équiréparties entre a et b.
——>» linspace (0,10, 6)

ans =

* Matrices prédéfinies

([ Saib>
2o
\“ =/

- Lacommande zeros (n,p) renvoie une matrice de taille nx p (n lignesetp

colonnes) remplie de 0.

——> Zzeros (3,5)

ans =
0. 0. 0. 0. 0.
0. 0. 0. 0. 0.
0. 0. 0. 0. 0.

—-—> zeros(l,&)

ans =

- Lacommande ones (n,p) renvoie une matrice de taille nx p remplie de 1.

——> ones(4,3)
ans =
1 1. 1
1 1. 1
1 1. 1
1 1. 1

- Lacommande eye (n,p) renvoie une matrice de taille nx p avec des 1 sur la
« diagonale » et des 0 ailleurs (eye (3, 3) renvoie donc a |, par exemple).

——> eye (3, 5)

ans =
1 0 0. 0 0
0 1 0. 0 0
0 0 1. 0 0
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% Opérations sur les matrices

- Lacommande u (k) renvoie le k-ieme élément d’un vecteur u.

——> u=1:2:15%
a =
1 3 5 T 9 11 13 15
-—> 1u(4)
ans =
A - Lacommande 1ength (u) renvoie la taille (la longueur) du vecteur u.

- Lacommande inv (A) renvoie I’inverse d’une matrice carrée A.

- Lacommande 2’ renvoie la transposée de la matrice A.

- Les commandes A+B, A-B, A*B, A" n traduisent les opérations connues sur les
matrices.

- Lescommandes 2. *B,A./B,A."~ n (avec le point) sont des opérations composantes
par composantes, utiles dans les représentations graphiques de fonctions.

- Siuest un vecteur déja défini, lacommande u (k) =. .. modifie ou rajoute un
élément a la k-ieme position. Cela permet de construire un vecteur pas a pas (trés utile
pour les suites).

- .-1=[11213];
——> u(4)=8.5
a =
1 2 3. 8.5
——> u(7)=-2
a =
1. 2. 3. 8.5 a. a. -2.

- Lacommande A (i, 3) renvoie le coefficient a; ; (i-ieme ligne et j-ieme colonne) de

la matrice A.

- Lacommande 2 (i, :) renvoie lai-ieme ligne de la matrice A.

- Lacommande 2 (:, j) renvoie la j-ieme colonne de la matrice A.

- Si u est un vecteur deja defini, la commande u=[u, x] rajoute I’¢lément X & la fin du
vecteur u.

- Lacommande spec (A) renvoie les valeurs propres de A dans un vecteur colonne.

- Lacommande [P, D]=spec (A) renvoie une matrice diagonale D contenant les
valeurs propres de A et une matrice P contenant les vecteurs propres associés.
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IV. Structures fondamentales

% Boucle for

Structure classique :

.O..
for ..@.. (do)
Q..
end

- Il s’agit d’une boucle dont on contrdle le nombre de répétitions gréace a la
condition @.

- O represente en général les conditions initiales.
- @ s’exprime sous la forme k=a : b. C’est-a-dire qu’une variable K est créée puis
qu’elle va prendre une a une toutes les valeurs de a jusqu’a b. Par exemple, la

condition k=1 : n signifie qu’il y aura n répétitions de I’instruction ®.

- L’instruction ® sera répétée autant de fois que la condition @ le prévoit.

- Exemples :
Script 1 Script 2 Script 3
u=1 u=zeros (1, 5) u=ones (1, 5)
for k=1:4 u(l)=1 for k=2:5
u=u+2 for k=1:4 u(k)=u(k-1)+2
end u(k+1l)=u(k)+2 end
disp (u) end disp (u)
disp (u)
Explication 1 Explication 2 Explication 3
Au début, u vaut 1 Au début, u vaut 0,0,0,0,0 Au début, uvaut 1,1,1,1,1
Puis u vaut 1,0,0,0,0
4 répétitions « +2 » sont 4 répétitions sont programmeées 4 rép. sont programmees
programmeées on calcule u(2), u(3), u(4) etu(5) on calcule u(2), ..., u(5)
Affichage 1 Affichage 2 Affichage 3
9 1. 3. 5. 7. 9. 1. 3. 5. 7. 9.
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3 7] % Boucle while

Structure classique :
...
while ..®.. do
.Q..

end

- Il s’agit d’une boucle dont on ne contrdle pas le nombre de répétitions. La boucle
continue tant que la condition @ est valable.

- Cette structure est adaptée lorsque 1’on recherche un seuil a atteindre ou a dépasser.

- Il est souvent intéressant de créer un compteur de boucles pour savoir combien de
boucles ont été effectuées.

- Exemples :
Script 1 Script 2
u=1 u=1
while u<=10000 n=0
u=ux*2 while u<=10000
end u=ux*2
disp (u) n=n+1
end
disp (n)
Affichage 1 Affichage 2
16384 14
Explication 1 :

Ce script décrit les termes d 'une suite géométrique de raison 2. Au début u vaut 1.

Tant que u est inférieur ou égal a 10000 (ce qui est le cas au début), on le multiplie par 2.
En multipliant par 2, u augmente. La boucle s’arréte dés qu’il dépasse 10000.

A ce moment-13, u vaut 16384.

Explication 2 :

Au début u vaut 1 et n vaut 0.

Tant que u est inférieur ou égal a 10000 (ce qui est le cas au début), on le multiplie par 2,
mais, dans le méme temps, n est augmenté de 1. n est donc un compteur de boucles.

En multipliant par 2, u augmente. La boucle s’arréte dés qu’il dépasse 10000.

A ce moment-13, il y a eu 14 boucles d’effectuées.
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A % Structures conditionnelles

if: if / else: If / elseif / else:
if .... then if .... then if .... then
end EISEI” elseif“:.. then
end else
end

Exemple : que calcule le programme suivant ?

function y=f (x)
y=x"2-2

endfunction

a=0

b=2

e=10"-5

while b-a>e
m= (a+b) /2
if f£f(a)*f(m)>0 then a=m
else b=m
end

end

disp (m)

Ce programme calcule la valeur approchée d’une équation de type f (x)=0 (en général en lien

avec le théoreme de la bijection).

Ici, f(x)=x*—-2.Comme on travaille sur I'intervalle [0, 2], ce programme calcule une valeur

approchée a 10°° prés de /2.
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\2

A\

A\
A

Graphiques

Fonction d’une variable

La commande plot (x,y) ouplot2d(x,y) (avec x ety deux vecteurs de méme
taille) trace une courbe reliant les points de coordonnée (X, y), ((x, y) parcourant les
vecteurs x et y).

La commande plot2d (x,y,-0) (avec I’option -0) trace les points de coordonnées
(X, y) sans les relier entre eux (pour tracer les termes d’une suite par exemple).

Exemple :
Une premiére méthode pour tracer la courbe de la fonction f (x)=x"e" sur [0,2] est

x=0:0.1:2
y=(x."2) .*exp (-x) // penser au . pour la multiplication terme a terme
plot (x,V) /louplot2d(x,vy)

La commande plot (x,f ) ou fplot2d(x, £ ) (avec f une fonction définie en
Scilab et x un vecteur pour les abscisses) trace le graphe de la fonction f .

Exemple :
Une deuxiéme méthode pour tracer la courbe de la fonction f (x)=x’e™ sur I’intervalle

[0,2] est:

function y=f (x)
y=x"2*exp (-Xx)
endfunction

x=0:.1:2
plot(x,f) // ou fplot2d(x,f)

% Diagrammes et histogrammes

La commande bar (x,y) (avec x ety deux vecteurs de méme longueur) trace un
diagramme en batons avec x en abscisses et y en ordonnées.

La commande histplot (x,y) (avec x et y deux vecteurs) dessine un histogramme
des données contenues dans le vecteur y en utilisant les classes x.
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- Lacommande histplot (n, y) (avec nun entier ety un vecteur) dessine un
histogramme des données contenues dans le vecteur y en n classes équiréparties.

- Lacommande histplot peut étre utilisée en probabilité pour « reconnaitre » des lois
de variables aléatoires connues (discrétes ou a densité)

- Lacommande pie (x) (avec x un vecteur de nombres réels strictement positifs) trace
un diagramme en camembert avec des secteurs proportionnels aux réels de x.
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