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Question(s) n°1

A=(~4m)” —4(m-1)(m—6)=12m>+28m—24.
E) a une seule racine réelle <>A=0<12m?+28m—24=0,

(E)
(E)

a une seule racine réelle < 4(3m2 +7m—6) =0 m=-3o0um :% (ona A"=121).
Question(s) n°2 Oral HEC ECE 2007

1. Sl=S(1+x)2. 2. S, =S(1+2x)(1+y).
(1+x)2_ _le2x ¥ X

(1+2x) 142X 1+2x  1+2x]
_2x(x+1)
(1+2x)°

>0 sur R*. Donc f est croissante sur R*.

t'(x)

Question(s) n°3

1. lim f(x):O et lim f(x)=3 (complexification i.e. multiplication en haut et en bas par

X—>—00 X—>+00
e ).
In x In x 1
2. f = = = d lim f =0et lim f =0.
(x) x—Inx Inx(x—Inx/x) x-Inx/x one x'i'% () € XLTOO (x)

Question(s) n°4

1. y=6x-11
2. f'(x)=1 (méme coefficient directeur) 2x+2=1< x=-0,5. En-0,5: y=x-7,25.

Question(s) n°5

1. a) Evident
b) A'=32, k,=-3- 2\/5, k, =-3+ 2x/§ et A >0 al’extérieur des racines.

2. a) (dy):y=x.

b) f(x):x<:>2_X1:x<:>2x2:1c>x:4_r\/1/2.
X_
D’ou: (\/1/2 : \/1/2) et (—\/1/ ;—\/1/2).
3. a) Evident. b) f(x):kx<:>2_X1:kx<:> P(x)=0. ¢) Evident
X_
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Question(s) n°6 Oral HEC ECS 2009

2. Onpose: f(x)=e"et x=Ina, y=Inb et z=Inc. Il vient :

exp lIna+—|nb+—|nc) S FULIEPULIE L
3 3 3 3

f
€
1 1 1, 1
exp| =Ina |xexp Inb X exp Inc <-a+=b+=c
3 3 3 3 3

: 11,1
exp| | a3 X exp Inb3 x exp Incd |<=a+=b+=c
3 3 3

1
= a3><b3><c3

1
+b+c<:>(abc)§ a+§+c

En posant (a’,b’,c")=(1/a,1/b,1/c):

1 1 1
a'+b'+c’ 1Y a‘p’e 3 :
a’b'’c’ o <4 C & (abc)’ <——-— par passage a I’inverse
(abe) < 3 [abcj 3 < ;s TR
a b c

Question(s) n°7

1. Evident. 2. Signe de —1 a I’extérieur de 1 et —1. 3. Evident.

4. Evident. 5. a) Evident. b) f(x)—x>0 (C, au-dessous de T) pour x<0...

Question(s) n°8

A= In(—xm/ﬁ)ﬂn(xm/ﬁ): In[(—x+\/x2 +1)(x+«/x2 +1)]: In[x2 +1- xz]:o

Question(s) n°9 Oral HEC ECE 2010

f'(x)= Inz(x)+2ln(x):In(x)(ln(x)+2)>0 si x>1 donc f est strictement croissante si
x>1.Deplus, f(1)=0et lim f(x)=+o0.

X—>+0

Question(s) n°10 Oral HEC ECS 2009

x(2—x)+2(1-x)In(1-x)
6x°

. 6x*>0 sur J0,1].

f'(x)=
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Pour étudier le signe de g(x)=x(2—x)+2(1-x)In(1-x), on étudie les variations de g sur

: 2 2X
0,1 : g'(x)=—2x-2In(1- "(X)=—24—="—""
0.4+ g'(x) = —2x=2In(1-x) puis g"(x) =2+ = ==

Dés lors, g’ est strictement croissante sur ]0,1]. Or, g'(0)=0 donc g'(x)>0 et g est

>0.

strictement croissante sur |0,1] . Enfin, g(0)=0, donc g(x)>0 et f'(x)>0 sur ]0,1].
Question(s) n°11 Oral HEC ECT 2011

2. Croissances comparées ou factorisation par x?.

—3-5 _-3+45
2

oU X,

3. @) xX*+3x+1=0x =

f'(x)= (x2 +3x+1)eX dusignede 1 &
I’extérieur des racines précédentes.

5. A< f(x,) : pas de solution ;

A= f(x,) : une seule solution ;

f (X,) <A <0 : deux solutions ;
0<A< f(x) :trois solutions ; A = f (x,) : deux solutions ; A > f (X) : une solution.
6. f"(x)= (x2 +5x+4)eX , £0 (x)= (x2 +7x+9)eX . On démontre par récurrence que :

f(”)(x)=<x2+(2n+1)x+n2)eX pour tout n de N .

Question(s) n°12

1. F(x)=xInx-x 2. F(x):%(lnx)2 3. F(x)=|n(1+ex)
1 3 1
4. F(x)==In(4x+3 5 F(x)==¢" 6. F(x)=-
(x)=in(4x+3) (-3 R ravmee
2
7. F(x)=Inx—In(x+1) 8. F(x)=(x+3)e* 9. F(x):x?lnx—%x2
Question(s) n°13 Oral HEC ECE 2012

1
B 1. 0 B Xn+1 B 1
1. In,O_jOX (1-x) dx_[n+1l_n_+l'

p+1

1 p+l .
2. In’p+1:J.0Xn(1—X) dXIPP In,p+1:m n+Lp *
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3.1 :L| :LX p_1| _ p(p—l)l
COMP g MR T g e MR (n+1)(n+2) ... (n+p) n+p0’
p(p-1).1 1 nlxp!

P (n+1)(n+2)..(n+p) n+p+1l (n+p+1)!
Question(s) n°14 Oral HEC ECT 2011

/(%)= —162(x+1) :
(2x+1)"(2x+3)
Attention, il y a deux valeurs interdites.
3. Voir ci-contre.
4 8) f(x)= a_ b =a(2x+3)+b(2x+1)
2Xx+1 2x+3 (2x+1)(2x+3)

Le numérateur s’écrie : (2a + 2b) X+3a+b
On I’identifie a 2, ¢’est-a-dire :
2a+2b=0 et 3a+b=2.
On obtient: a=1et b=-1.
1 1
2x+1 2x+3’

Finalement, f(x)=

b) J, f(x)dx=—In(2t+1)~ZIn(2t+3)+In(3) pour t>0.

c) Pourt>0, F(t):%ln(mﬂ)

2t+3 +£'”(3)*1'”(1)+%'”(3):%'n(3).

2 +0 2
Question(s) n°15

Premiére méthode : on étudie le signe de u,,, —u, .

_n*-n+2

u,,—u,= m

. (u,) est strictement croissante pour n>3 et u, =u,.

x?+1
x-1

Deuxiéme méthode : on étudie les variations de f (x)= . En effet, comme (u, ) est

définie par formule explicite, monotonie de f = monotonie de (u, ).
(%)

De plus, u, =u, <u, . Finalement, (u, ) est strictement croissante a partir de u,.

_xt-2x-1

(x-)°

Pour x>2++/2=3,4. (u,) eststrictement croissante a partir de u,.
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Question(s) n°16

1. Analysons lasomme u_: u —i+—L+ +i
* n n \/ﬁ n+1 e 2n .

I1 s’agit d’une somme de n termes.

1 . . .
Le plus grand terme est —— car +/n est le plus petit des dénominateurs.

N

u, est donc majorée par u, _\/_ \/_ \/_ c’est-a-dire u, J_ <Jn.
n termes
. 1 , .
Le plus petit terme est F car v/2n est le plus grand des dénominateurs.
n
n
u, est donc minorée par u, > \/_ \/_ \/_ c’est-a-dire u, \/_

n termes

n - , , :
En définitive, u, > \/7 Or lim \/;: +oo . Par théoreme de minoration, lim u, =-oo.

n—-+oo N—-+0

2. > est majoré par et est minoré par . Orilyan termes.
n“ + n?+1 n%+n
Donc <v. < .
n+n_ " n?+1
. . n .1 . . n .1
lim 5 = lim —2:I|m—=0et lim 5 = lim —2=I|m—=0.
N>+ N 41 no+eon N—+o0 N>+ N 4+N Nhot+on n—>+o0

Par théoréme d’encadrement, lim v, =0.

N—-+o00
n n? n?
Comme n>0, — SV S5—& — <NV, <——.
n“+n n-+1 n“+n n“+1
i 2 . n? . 2 . n?
lim = lim —2:1 et lim > = lim —2:1.
n>+onN°+1 n-o+on n—>+o N +N N>+oN

Par théor¢me d’encadrement, lim nv, =1.
N—+c0

Question(s) n°17

1. u1+u2+u3:In(%jﬂn(%)ﬂn(%):—In2+In2—|n3+|n3—ln4:—ln4.

n
2. Zln(k 1] Y In(k)-In(k+1)=—In(n+1) (somme télescopique). S, —>—oo
_ + +o0

n
k=1 k=1
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Question(s) n°18

2. u,=(n +1)2. Hérédité : u,,, =(n +1)2 +2n+3:(n+2)2.

Question(s) n°19

2. (w,) estarithmétique de raison 2 et w, =2n+1.

Question(s) n°20

1. Hérédité :
2 2 ) ) ;
13+23+---+n3+(n+1)3zw+(n+l)3: n*(n+1) ;—4(n+1)
& P+2%+ +n3+(n+1)3—(”+1)2[”2+4(”+1)]_(n+1)2[n2+4n+4]
_ - _ g

3 _ (n +1)2 (n+2)2

& P42+ . +n°+(n+1) (identité remarquable)

2. Hérédité :

2
+2%+ . +n’+(n +1)2 = n(n+1)6(2n+1) +(n+1)2 = n(n+1)(2n 4;1)+6(n+1)

ST 424 o+ (n41) = (n+1)[n(2n+1)+6(n+1)] _ (n+1)[2n° +7n+6

6 6

n+1)(n+2)(2n+3

<:>12+22+...+n2+(n+1)2=( I 6)( )él’aidedeA.

Question(s) n°21

vyt v 1 1 6-u 1 3-u, 1

" U3 u, -3 9 4 ou,-3 3(u,-3) u,-3 3(u,-3) 3
6-u,

. 1
vO:——.PU|svn=——n—Z etu,=—+3
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Question(s) n°22

1. u > _ e __ 14
3?9 T o7
2. a) Récurrence. b) Récurrence (U,,; >n-2). C) +o

3. V. = 2un+1+3(n+1)—2—1=—2(1u +Nn— 2j+3n+3—2—1=—2un—2n+4+3n+3—§,
2 3 2 3 2

2 7 1 21) 1 25(1\"
Vog=—-U,+N—==—| -2u, +3n—— |==Vv,.Donc v, =——| = | .
3 2 3 2) 3 213

4. a) S =1
n=input ("n ?2")
for k =1:n
S =S + 25/4*(1/3)**k+3/2*k-21/4

end
disp(S)
1 4 3 21 25 3L 1
- Tk- k—22371,
R U 2" 4ko(3j+22 T2
n+1
Sn=§x1_(l/3) +§xn(n+l)—§x(n+l)
4 1-1/3 2 2 4

n
4 4 4 8 8

3

75 75(1)”*1 3n°+3n 21 21 33 75(1}”*1 3,
S, =——— + -——nN—— +Z

9
n“——n.
8 81\3 2

Question(s) n°23 Oral HEC ECT 2009

2. a) Par récurrence forte u, est entier non nul. Puis u.,, >u,, .
b) Toute suite strictement croissante d’entiers diverge.

1+I 1—J§
2 2

3. X*-x-1=0<

1 2 —2(1—\/5) 2425 1-f5
a l+\/_ (1—!—\/5)(1—\/5)_ 1-5 2

2=\/Z<\/§<3:\/§,donc 3<1+\/§<4 d’ou l<a<?2.

b) Récurrence forte.
a”*l—b”*1)+i(a” —b”)zi(a” (a+1)-b" (b+1)).

1
n+2_\/§( \/g \/g
Or, x> —x—-1=0< x? =x+1 (égalité vraie pour a et b), donc a+1=a® et b+1=b?.

Uy 11 ~ b)' | 1 b| 1
2 nILrPOOE_nILToo 5a" (a _b) nILTw\/_( [ )J_Ecar al a?

4. a) bzl—a:—1 : évident. —
a

Hérédité : u

<1.

aj a
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Question(s) n°24 Oral HEC ECE 2012
n(Inx)"™" - x . n n-2
1. a) fr{(x):f et f'(x)=—(Inx)" " (n-1-Inx).
X
b) fl(x) =Inx—x. Une étude rapide des variations donne un maximum négatif en 1.
0) f,(x)=(Inx)*-x, f;(X) —Zlnx—1et f,'(x) :%(l—ln X).
X X
I 0 e +co
Al + ) -
| 7e)<0
I
fyls) -

lim f,(x)=+0 et f,(1)=-1<0. Théoréme de la bijection.

X—>+00

2. a) f(x) estdusignede (n—1-Inx) sur [1;+oo[.

I 1 en—14c0

M| + 0 -

o A N
n(2n2)"* -2

f(1)=-1, £/(4)=

Par théoreme de la bijection, f;(x)=0 possede deux solutions, o, et B,.

>0 carln2=0,693et n>3 et lim f (x)=-1.

N—+o00

D’ou:

IR
Fn | ™ 7

f,(1)=-Let f,(4)=(2In2)"-2>0 carIn2=0,693et n>3 et lim f,(x)=—o.

N—-+00

Par théoreme de la bijection, f,(x)=0 posséde deux solutions, u,, et v, .

b) f,(2")=(nn2)"-2>0 car (nIn2)" >(3In2)’ >2. Donc v, >2" et lim v, =-+o0.

N—+o00

10
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3. f,(e)=1-e<0.Donc u, >e (car e<4).

donc

)n+1 —u

Montrons que (u,) , est décroissante. f, . (u,,;)=0<(Inu,,

fn(un+1) (Inun+1) un+1:(Inun+1)n_(Inunﬂ)wr1 (I un+1)( Inun+1) <0

car Inu,,, >1caru,, >e.

n+l1

Onadonc f,(u,,)< f,(u,) avec f, strictement croissante sur [e,u,]. Donc u,,, <u,

(u,) ., est décroissante et minorée. (u,) . estdonc convergente. Vers e.

Question(s) n°25 Oral HEC ECT 2010

1 dx

01+

2. a) U= -=[In 1+x] =In2.

a1 o (LX) = (1)
b) un+l_u”_.[0 14 x™t 1+X j 0 (1+Xn+1)(1+xn)

dx,

1 (1—X) o i
—-u, = dx >0 (par positivité). Donc (u . est croissante.
.[0 (l+ Xn+1)(1+ Xn) (p p ) ( n )neN

c) u, =j11+ j 1dx =1 pour tout n de N".

d) (u,) - estcroissante et majorée donc convergente.

e) u, sl<:>031—un . Par ailleurs :

1 1 1 1 1 x" 1,
L=t =1- 01+x _-[ O1+x -[0(1_1+x”jdx_-[o(ux”}dxg-[oxdX

n+1 1
1-u, < X =L.
n+1 0 n+1

Par théoréme d’encadrement, lim (1-u,)=0,donc lim u, =0.
N—>-+o0 N—>-+0
3. a) Etude de lafonction h(x)=In(1+x)-Xx. h'(x):i—lz_—xgo si x>0.
1+X 1+x

h est donc décroissante. Or, h(0)=0. Donc h(x)<0 si x>0.

D’ou In(1+x)<x si x>0.

b) Si 0<x<1, x" >0 donc In(1+x”)£x“. Illn(l+x”)dxsjlx”dx=niﬂ.

C) Iln(1+x )dX>O donc lim _[ In(1+x )dx 0 par théoréme d’encadrement.

N—+00

11
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Question(s) n°26 Oral HEC ECT 2010

12 N X 2
2. a) ti>e" estcontinue sur [0,x], donc f(x)=| e"dt est
dérivable sur R et f'(x)= ¥’ . Cette derniére est elle-méme
continue et dérivable sur R, et f"(x)= 2xe* qui est continue.
De plus, f(—x) =.[_Xet2dt =.fx—e“2du =—f(x) (changement de
’ 0 0

variables). f est impaire.

Enfin, si x>0, f"(x)>0 et fest convexe.
Si x<0, f est concave.
b) f'(x):exz>0.

3. a) fstrictement croissante, f(0)=0 et lim f(x)=+o.

X—>+00

Théoréme de la bijection.

b) 1o f(Up,,)< f(u,) U, <u, carf croissante.

n+l =
De plus, u, 0. (u,) - est décroissante et minorée.

c) Si limu,#0, lim f(u,)= f(0) par continuité de f.
N—400

N—+00

Or, lim f(u,)= lim 1=0=f(0).Donc lim u, =0.

n—+o0 n—+o N n—+o0
4. a) Etude des fonctions f(x)=e*-1-x et g(x)=e*-1-2x,
f'(x)=e*-1>0 sur [0,In2] donc f est croissante. Or f (0)=0.Donc f(x)>0.

g9'(x)=e*-2<0 sur [0,In2] donc g est décroissante. Or g(0)=0. Donc g(x)<0.

12
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Question(s) n°27

n

n
6-6 1 6+16 L 6-6 L
12 12 12
n n n
M”:i 3-3 L 3+8 1 3-3 1
11 12 12 12
n n n
2+9 L 2-24 L 2+9 L
12 12 12
Question(s) n°28 Oral HEC ECT 2010

. M:abzac,doncbzc.
c d b d

M2_£a2+b2 ab +bd

en tenant compte de b=c.
ab+bd b?+d?

a’+b*=a |[b’=a-a’
«  Par identification, M*=M <> <ab+bd =b <>{b(a+d)=h
b2 +d2=d |b*=d-d?

S Sib=c=0, M2=M @{a

. 00 00 10 10
On obtient M = ., M = ., M = ou M= )
00 01 00 01
0<

S Sib#0,b*>0=aza’ <

2

a Ja-a 00 10

Dans ce cas, M = avec 0<a<1 (on retrouve ( ] et ( j).

[a—_a?2 1-a 01 00
2
a Va-a

S Finalement, M = avec 0<a<lou M=0, ou M =1,.

Va-a’ 1-a

13
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Question(s) n°29 Oral HEC ECE 2008
0-10 010
1. K2=|0 0 -1/, K3=—I.D’01‘1—K3=I<:>K(—K2)=I. K1=—K2=|0 0 1].
10 0 100

2. M(a,b,c)=al+bK+cK?,
M (a,b,c)xM (&,b',c') =(al +bK +cK?)x(a’'l +b'K +c'’K?),
=aa'l +ab'’K +ac’K? +a’bK +bb'’K? +bc’K?® +a'cK? +b'cK® +cc’K?,
=aa'l +(ab’'+a’b)K +(ac'+bb'+a'c)K? +(bc'+b'c)K® +cc'’K*,
=a'al +(ab+ab )K +(ac+bb+ac’)K?+(b'c+bc’)K®+c'cK*,

=M (a',b’,c')xM(a,b,c)
Question(s) n°30 Oral HEC ECT 2009

1. J2=0,donc J°=1, J*=J et J" =0, pour n>2.

2009 (2009 -
2. A —(5]+21 Y™ = z( ) ](53 ) (21)%7 = 2%%1 +2009x53 x 221 (Newton)
k=0

AP = 22991 110045%2%9% J =
10045 x 2209 22009 _10045x 22908

2%0° 110045x 2% ~10045x 22 ]

Question(s) n°31 Oral HEC ECE 2008
4 -6 9
2. a) A’=|-9 19 -27 |=-3A-2I.
6 12 -17
Al ~1/2 -1 3/2
b) A2=—3A—2I<:>A(A+3Ij=l. A= +23 =|-3/2 2 -9/2]|.
- - -1 2 -4

-1/2 -1 3/2 2 —4
) AX=Bo X=A*xB=[-3/2 2 -9/2|x| 0 |=| 6
-1 2 -4 -2 6

14
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3. Hérédité :
AT = AT A= (1) (1-2") A+ (2-2")1 [xA=(-1)"| (1-2") A+ (2-2") A,

AT = (-1)"| (1-2")(-3A-21)+(2-2") A,

A = (1) (—1+2x2") A (- 2+2”+1)|} (D)™ (1-2"") A+ (2-2")1 .

Pour n=-1, (-1)° [( ) (% —IjzAl.

(1

AT = (-1)"| (-8+3x2"+2-2") A (24271 |,
( -1
(-

Question(s) n°32 Oral HEC ECE 2008
1. A?=3A-2I...
2. X?-3X+2=0=X=10u X*-3X+2=0=X=2.
1 0 1 0
AX=X < X=x| 0 |+y|1]|.Donc 1 estvaleur propre double associéea | O |et|1|.
-1 1 -1
1 1
AX =2X < X =x| 1 |. Donc 2 est valeur propre associée a | 1
-1 -1

Calculer les valeurs propres possibles de A. Ces valeurs sont-elles des valeurs propres ?

Question(s) n°33 Oral HEC ECE 2008
1 1
1. a) A(a)X =aX < X =x| -2 |. Donc a est valeur propre associée a | -2 |.
1 1
1 1 1
b) A(a)|1|=(a+3)|1|. Donc a+3 estvaleur propre associée a | 1|.
1 1 1
1 1 1
A(a)| 0 |=(—a+2)| 0 |.Donc —a+2 est valeur propre associée a | 0
-1 -1 -1
a o0 0 111
A(a) est diagonalisable avec D(a)=|0 a+3 0 |etP=[-21 0
0 0 -a+2 11-1

15



E.C.P —Jean PERRIN Les questions défis - Correction

2. Xpy=A(0)X, < X, =(A(0))" X, (récurrence).

000 111 1-21
A(0)=PDP*avec D={0 3 0|,P=[-21 0 etP‘1=%2 2 2
002 11-1 30 -3

2x3"+3x2" 2x3" 2x3"-3x2"
2x3" 2x3" 2x3"
2x3"—3x2" 2x3" 2x3"+3x2"

(A(O))n =PD"P™ (récurrence) puis : (A(O))n =

[

6t X, :%[(2x3”+3x2”)x0+(2><3”)y0+(2x3”—3><2”)z0].

Question(s) n°34 Oral HEC ECE 2008
l—p/
1) P
1-p(n-1) p/
I'P\

FPT: py=(1-p)Prs+ P(L=Prs)=Pos— PXPrs+ P—PxPpy=P+(1-2p)pps.

(Py) estune suite arithmético-géométrique. | = p+(1-2p)! < | =%.

On pose Vv, = p, —%. Vo1 =(1-2p)v, avec p,=1—p donc v, :%— p.

Il vient : v, :G— pj(l—Zp)”_1 :(%j(l—Zp)H :%(1—2p)n et p, :%(1—2p)n +%.
pelo.<2pel0, 2= -2pe]-2,00=1-2pe]-1,Y, donc nllrpw(l—Zp)” =0 et

lim p 1
n__-
2

N—+o0

Question(s) n°35 Oral HEC ECT 2011

1. P(tirage unicolore) = P((2 rouges) (2 noires) U (2 bleues)),
p = P(2 rouges)+ P (2 noires)+ P (2 bleues) par incompatibilité,

P= (n£| zl} i (I\E 2% i ££I;D5] - ’Xﬁ: 5?((N|\;+_41)) N (il++|\5])((NN_+121) |

2 2 2 2
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2 On cherche N telle que :

(Nj N (N -1)
2 =%@ C +5)2(N vy =%@(N +5)(N +4)=6N (N -1)

") 2

<5N?-15N-20=0<>N?-3N-4=0< N=4 ou N =-1 (impossible).

Pour N =4, p=8+4X3=§=£.
9x8 72 18
Question(s) n°36 Oral HEC ECE 2007
P(Ulr\R) P(Ul)xPUI(R) 0,5p 3
Pa(Uy)= P(R)  P(U;)xR, (R)+P(U,)xR, (R) p 4
1)* 1, 2)*Fu, o,5p+o,5§
Question(s) n°37 Oral HEC ECE 2007
1. Soit g, la probabilite de lancer la piéce 1 au n-iéme lancer. On a :
Py =
@l 1-p1 .
1-q(n-1) e
p2
1-p2 S
FPT & Gy = Opy X Py +(1- 0oy ) (1= P2 ) = (1= P2 ) + (P + P2 —1) Gy
(d,) SAG. On obtient: | =21_—IO2 puis v, =q,—| est géométrique de raison
— PP

n-1

P, + P, —1 et de premier terme v, :%—I . Finalement, q, :(%—I j(p1+ p,—1) " +1 .

2. Méme arbre, FPT : 1, =0, x Py +(1=0yy )X P, = P, +(Pr— P2 ) Oy -

I

Ona gy, :(2 j(pﬁ‘ P, —1)n72 +1 ,d’ou:

1 0
rn=p2+(p1—p2)K§—lj(pﬁpz—l) 2+'}
3. p+p,—1e]-1,1 donc:

1-p, _bPt P, —2p P, _
2-p—p, 2-p—p,

L=p,+(p—p2)l =P +(Pr—P2)
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n-2
4. Dans cette question,ona: | :g, r =E—i(—ij et L:;_j,'

n-2
Onaalors: |r, —L]| :%(%j :

n =2

while 1/108* (0.5)** (n-2)>10** (-6)
n = n+l

end

disp (n)

Question(s) n°38 Oral HEC ECE 2008

2. @) D’aprés I'énoncé, ona: P(ANT)=0,02, P(An1)=0,002 et P(1)=0,01.
FPT: P(An1)=P(1)-P(An1)=0,01-0,002=0,008, puis & nouveau FPT :
P(A)=P(An1)+P(ANT)=0,008+0,02=0,028.

b) P(An1)+P(ANT)=0,002+0,02=0,022.

P(Anl) 0,008 8 2

c) Py(l)= = =— ==
) Pal) P(A) 0,028 28 7
3.
X 0 1000 | 5000 | 15000
P; 0,97 | 0,02 | 0,008 | 0,002
E(X)=90.
Question(s) n°39 Oral HEC ECE 2012
1. P(U,) K 2k

T142+ . +N  N(N+1)’
n

2. FPT: P(E,)=2_P(Uy)xR, (E,).

k=1

2n n . n
Pour R, (E,) : loi binomiale B(Zn,%} avec n boules rouges : ( . j(%) N_kj _
n n

P<E”>:§Wk+1>{2nnj[ﬁjn@w_ ] - a0 1)[2]3[@

18



E.C.P —Jean PERRIN Les questions défis - Correction

Question(s) n°40 Oral HEC ECT 2011

La probabilité qu’un tirage soit unicolore est % (voir question(s) 35 avec N =4).

P (tirage unicolore) = P((2 rouges) (2 noires) (2 bleues)),
p =P (2 rouges)+ P (2 noires)+ P (2 bleues) par incompatibilité,

3 2 4
2 2 2 3+1+6 5
p= + + = =—,

HEHEH

Xo 6(5,— (rédaction). E(X)=

2 y(x)=22,
18 324

Question(s) n°41 Oral HEC ECT 2010

2. @) lim szk lim kap (X =k)=E(X)=2.

N 0

N N
b) ZZLK est une somme croissante de termes positifs, donc kZ;‘ZLK < lim Z

k=1 N —>+oo

k2 N kZ

Question(s) n°42 Oral HEC ECE 2009

2. X; 9 G(p),donc VkeN’, p(X,=k)=pxq“". Deméme, p(X,=k)=pxqg“*

Dés lors, P(U =k)=kz_1‘tp((x1 =i)n(X, =k—i))=kiP(Xl =i)xP(X,=k—i) par

i=1

indépendance Pour k>2 :

P(U= prq x pxq<” “21 k-1)p%a“? (U o By (2,p)).
=1
K=+
(On vérifie bien que P(U =k)=1 —calcul intéressant a faire).
k=2
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3. P(T=k)=Y_P((X,=k+i)n(X;=0))=D P(X,=k+i)xP(X,=i) par
i=1 i=
indépendance. Pour k e N :
P(T =k)= i px g x pxgt= i D2 x <22 = p? qu—ziqzi .
i=1 i=1 i=1
<IN 1 1-1+¢? q°
or, ¥'(q?) = ,donc Y'g? = ~1= = car p=1-q.
g( ) - q2 zl 1-¢*  (1-q)(1+a) p(1+q)
2 k
Il résulte, P(T =k)= p?xq<2x—3 - P9
( ) p(1+q) 1+q
Notons que, en fait, ke Z et P(T =—k)=P(T =k).
—k
Finalement, si k>0, P(T =k)= pq ,si k<0, P(T=k)= A
1+q 1+q
k=400
(On vérifie bien que Z P(T =k) =1 — calcul intéressant a faire).
k=—0
o\ W2 _m__ P
4. P(U=2)=p?, P(T—O)—m et P[(U=2)n(T =0)]=P[(X,=1)"(X, =1)]=p*.
Les variables aléatoires U et T ne sont pas indépendantes.
Question(s) n°43 Oral HEC ECE 2012
1. Pourtout k e[[1,n], X, €{0,1}. On obtient le tableau suivant :
Y\Ye, | Y%1=0 | Yo,=1 | Y,=2 | LoideY,
Y, =0 q° pq’ 0 o’
Y =1 pq’ Pq p’q 2pq
Vi =2 0 p’q p’ p’
Loi de
q2 2pq p2 1
Yk+1

On Vérifie bien que la somme des nombres dans les 9 cases est égale a 1.
Par ailleurs, en fait, Y, < B(2, p).
Exemple de calcul :
P((Yk =1) N (Y :1))
=P(((Xk =0) " (Xiu =) N (Ko =0)) (X,
:P((szo)m(xkﬂzl) (X2 = ))+P((
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Les questions défis - Correction

par incompatibilite,

=P (X, =0)x( X1 =1)x( X2 =0)+P(X, =1)x(X,,; =0)x(X,,, =1)
par indépendance,

=qx pxg+pxgxp=pg(p+a)=pqg.
« cov(Y Y1) = E(YYir)—E (Y ) E(Yyi1) avec:
E(Y)=E(Y1)=2pa+2p" =2p car p+q=1,et
E(Y Y1) = Pa+2pq+2p°q+4p° = p(q+4pq+4p2).D’oﬁ:
cov (Y, Ya) = P(a+4pq+4p*)-4p? = pq+4p’q+4p° —4p”.

cov (YY) = pa+4p°q+4p* (p-1)= pg+4p°g-4p>q=pq.

2. 1 suffit d’étudier f(p)=p(1-p)=p-p?sur[0,1]. P = ;
2
o] + ?
Question(s) n°44 Oral HEC ECE 2010 1
f 0/4\0
2. a) Ona:
X -0 ¢ 7 7 »
n n n
N 1 ona N 1 na
o | (e | o | o | o |
N} 2 no2 N 5 no
P I e N B
0 0 0
n n
X =n 0 0 0 ( ]pnqn—n ( ]pnqn—n
n n
" (n " (n " (n
Loi de Y q_{ ]plq”‘l q_{ Jpzq”‘2 q_{ ]p”q”‘n 1
n 1 n 2 n n

n n n o n n n n e
b) E(Y)=k§k[%+[kjpkq k]=%klk+ ék[(k]pkq kj ,

espérance loi binomiale B(n, p)
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Question(s) n°45 Oral HEC ECE 2012
2. Ona:
X\Y Y =0 Y =1 Y =n LO)'(de
0
X =0 e—’“[OJ p°q°° 0 0 0 0 e
-\ 1 0,1-0 -\ 1 1.,1-1 -\
X =1 re 0pq re 1pq 0 0 0 re
X =2 e—xx_z 2 0%q2° e—xx_z 2 o'g? 0 0 | e A2
- 210 21 2
0 0
S AN _ S AN _ S AN _ A"
X = A 0~,n-0 A 1.n-1 A n_.n-n 0 A
" n!(ojpq ni{l P ntin P ° n!
Loi de
1
Y

:ije_x | wpq kt% k!(iiik)!(kp)k(kq)i_k’

P(Y k _}L Xp ﬁ }“q)l_k e_k (}“p)k i(}“q)j _e_k (}“p)k ekq

ik okl & k!
——
série exponentielle

oy & 0m) e (ap)" e () e (ap)'
(_) k! B k! B k! -k

Y suit la loi de Poisson de paramétre Ap.

+00

4. P(X-Y :k):ip((x =k+i)N(Y =i))=> P(X =k+i)xPy . (Y =i),

i=0

Lk K+i ekl (k+i)! -
P X —Y = k ek i k+|| k k |’
Z (k+i)! [ [ ] z (k+i)! ilk! P

A Kk o0 n i i —x +oo _
P(X—Y:k):e L q Zk%p:e (rq) ZXp _e (Xq) o
k! = i k! = il k!
26 (g} e P () e (ag)f
P(X—Y —K)= ee"(Aq) e (rq) _e (rq) |
k! k! k!
X =Y suit la loi de Poisson de parameétre Ag.
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5. a)

b)

Pour tout (i, j) e N?, P(Y:i)zw et P(X—Y:j)zw.Donc:
1 J:
Ap i -Aq J Wpa-rqini AN it)
P(Y=i)xP(X-Y=j)= (p) e "(2a) _e™en g =E 2 pig
i J! ! !
De plus :

P(Y=i)n(X =Y =])]=P[(Y=i)n(X=i+])|=P(X =i+ )% P (Y =),

P[(Y i) A(X Y = j)]=e_k (ix:rjj)!x[ﬂi-jJ 0igt —e (ix:fjj)!x(i;!rjj!)! oigl,
PL(Y =i)A(X -Y = j)]=e .k-i:j. gl
Onadonc P[(Y =i)n(X =Y =j)]=P(Y =i)xP(X =Y = j) pour tout (i, j) e N*.

Les variables aléatoires Y et X —Y sont indépendantes.
cov(X,Y)
XY)=————F%.
PG X))
X o P(A),donc V (X)=% et o(X)=+1.
Yo P(ap),donc V(Y)=2p et o(Y)=1/Ap .
« Dans le cas général, V (X +Y )=V (X)+V (Y )+2cov(X Y).

Formule qui se généralise & : V (aX +bY)=a?Vv (X )+b?V (Y)+2abcov(X,Y)

(car cov(X ,KkY)=kcov(X,Y)).

Onadonc V (X —Y)=V (X +(=Y))=V(X)+V(Y)-2cov(X,Y).

Comme X-Y & P(Aq), V(X -Y)=21q.

Ilvient: 2cov(X,Y)=V(X)+V(Y)-V(X-Y)=A+Ap-2Aq,
2cov(X,Y)=A(1-q)+Ap=Ap+Ap=2Ap.

Etdonc: cov(X,Y)=Ap.

\/_\/_x\/_\/_

« Enfin: p(X,Y)
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Question(s) n°46 Oral HEC ECT 2009

1. D’apres le cours :

Les questions défis - Correction

0 six<a
Si X o U[a,b] alors: E(x):a—er V(X)=(b_a)2 et F(x)= X728 Sia<x<b.
’ 2 12 b-a T
1 six>b
0 six<-1
_— 1 25 2 .
Onadonc, ici: E(X)==,V(X)=== et F(x)=1=(x+1) si-1<x<3/2.
4 48 5
1 six>3/2
2. Y(©)=[0,9/4]. On calcule la fonction de répartition F, de Y :
- si y<0,alors: R (y)=P(Y<y)=0
- si0<y<1,alors: FY(y):P(YSy)—P(XZSy):P(—\NsXs\ﬁ)
2 2 4 .
R () =F(y)-F(y) =g (Vy 1) -5 (~y +1) =y ;
. 9 2
- S|1<ysz,alors: FY(y):F(\/y)—F(—\/y):g(\/yﬂ)—O:—( y+1)
- s y>%,alors: R (v)=F(Jy)-F(-Jy)=1-0=1.
2 .
— si0<y<1
S\
1 .
On en déduit la fonction densité : f (y)=<—— sil<y<9/4.
=15
0  sinon
490 2 1
D’ou: E(Y):Jl yf(y)dy=—_|‘l\/§ dy+g_[19/4\/§ dy .
1/2
or, [Jydy =]y Oly_3/2 3y\/_
9/4 9 3 2 35 7
onadone: (1) =22y} + 5[0 ] - F 2+ 31 -5 T -5
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Question(s) n°47 Oral HEC ECT 2009

1
2. festcontinue, positive et Ijoo dx j =X dx{—} =1.
-1

3. a) - six<-1, F(x)=0,

- si -1<x<1, F(x)=]

—00

- si x>1, F(x)=1,
b) Voir ci-contre.
) F(x)=1/4=x=-05=x=(-0,5)"°, F(x)=1/2x=0, et
F(x)=3/4<x=0,5",
400 3 |
4. E(X)=| xxf(x)dx= j—x dx_[ } =0.

—0

+o0 3x
E(X?)= 2x f(x)d Sytdx =| 22
( ) XX X = j x4 dx = {10}
) 3
Final t, V(X)=E(X? =2,
inalement, V (X) ( ) ( (X) -
Question(s) n°48 Oral HEC ECT 2010

2. a) Evident: pasen 1.
e +o0 +o 3 11" L. -
b) Positivité + '[ f(x)dx:.[1 —dx=-=| =0+1=1 (écrire les limites).
- X X 1

——<0 si x>1 N
3. a) f'(X): X° . |
0 si x<1
1 ) 4
—-1 si x=>1
b) F(X)= x3 . .
0 si x<1 ! . 2 3
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Question(s) n°49 Oral HEC ECE 2010

1 1 1

x(x+1) X X+1°

2. .[ZO f (x)dx=.[1

_ rw(_——de k[Inx—In(x+1)]~

- X X+1
[ (x)dx:k{ln(i } =k(|n1—|n1j=k|n2. Il faut k==
- x+1)] 2 In2
1+—In£i six>1
F(x)= n2 \x+
0 sinon
X)dx = I —dx k[In(x+1 ] —> ++o0. X n’admet pas d’espérance.
Question(s) n°50 Oral HEC ECE 2007

+00

rw f(t)dt :J.;Ot%dt:{_ﬂ :%. Donc ¢ =10.

e t o

=

2. Oncherchemtel que: F(m)=P(X <m)=P(X> m):% (médiane).

Or F(t)=0sit<10 et F(t)= 1—? si t>10. F(t )=%<:>t=20.
10 2
3. Pour un composant, p=P(X >15)=1-F(15)=1-1+ tET3

Sur le lot de 5 composants, soit X le nombre de composants fonctionnant durant au moins

3 2 4 1 5 0
15 heures. X & B(s,é} et P(X 23)=(5j(2j (Ej ﬁ[é) ﬁ ﬁ(éj (Ej .
3 3N\3)\3 4)\3)\3 53/ 3
80+80+32 192
243
4. Soit X, la duree de vie du premier composant et soit X, la durée de vie du deuxieme

Donc P(X >3)=

composant. On suppose X, et X, indépendantes.

T, =min(X;,X,) et Ty =max(X;, X,).

« P(Ty2t)=P((X,2t)n(X, 2t))=P(X; 2t)xP(X, 2t) par indépendance,
P(Ta>t)=(1-F(t))’, donc P(Ty <t)=F; (t)=1-(1-F(t))".

Sit<10, R (t)=0 etsi t>10, R (t)=1- ltO_O T, apour densité :
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200

Sit<10, f; (t)=0etsit>10, f; (t)= go

. :P( X, <t))=P (X, <t)xP(X, <t) par indépendance,

2
Sit<10, R (t)=0 etsi t>10, F_(t)= (1—Ej . Ty apour densité :

Si t<10, f; (t)=0etsit>10, f; (t):t———.

5. . I*‘” t f; ()dt—j”’?dt—[—@} =20=E(T,).

-
10

. J._mt fr. (t)dt: 0 [?—?]dt {20Int+¥} — 40 : pas d’espérance.
10
Question(s) n°51 Oral HEC ECE 2007
iy 1 si 0<x<1
1. @) U U[0,1]. Une densité de U est donc : f (x)= {
0 sinon
0 six<0
b) Parcours: F(x)=qx si0<x<1.
1 six>1
1 six<0
c) P(U>x)=1-F(x).Onadonc: P(U>x)=<1-x si0<x<1.
0 six>1

2. a) Le temps d’attente du client C est supérieur & x si les temps de passage des clients A et

B aux guichets sont tous deux supérieurs ax : (V > x)=(U; >x)n(U, > Xx).
b) U, et U, sont indépendantes, donc :

P(V>x)=P((U;>x)"(U, >x))=P(U,; >x)xP(U, >x)=(P(U >x))2.
¢) G(x)=P(V <x)=1- P(V>x) 1-(P(U > x))”. On en déduit
G(x)=1-1*=0 six <0,
G(x):l—(l—x)Z:ZX—x2 sixe[0,1],
G(x)=1-0°=1 six>1.

d) Ladensité de probabilité g de la variable V. est la dérivée de G. D’ou :
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g(x)=0 six<0,
g(x)=2-2x sixe[0,1],
g(x)=0 si x>1.

. . +00
e) » Calculons, si elle existe, L tg(t)dt.

D’aprés la relation de Chasles, rwt g(t)dt= IO tg(t)dt+ I:t g(t)dt+ Ewt g(t)dt.

00

Or, LO tg(t)dt=0 car g(x)=0 si x<0 etJ' t)dt=0 car g(x)=0 si x>1.
1 ! ! ) _2231_ 2 1
jotg(t)dt_jot(z—zt)dt_j0(2t—2t )dt—{t -5t L_l—g_g.
On en déduit : j dt_0+1+0_1

3 3
V admet donc une espérance et E(V )= %

. . +00 2
« Calculons, si elle existe, | t“g(t)dt.

—0

D’apres la relation de Chasles :
[Tata=] t2g (t)dt+ [ g (t)dt+ [t g (t)ct.

Or, fwtzg(t)dt=0 car g(x)=0 si x<0 et Lmtzg(t)dtzo car g(x)=0si x>1

[ g(t)dt=[?(2-2t)dt = [ (21> - 2t%)t = F —%t“}l:%—%:

0

|~

On en déduit : footz g (t)dt = 0+%+0 ==.V admet donc une variance et :

1
6

Var(V)= ::tz g(t)dt—(E(v))2 =%—(J =6_§=%'

Question(s) n°52 Oral HEC ECE 2008

1. F est strictement croissante, a pour limite 0 en —o et pour limite 1 en +oo,

_e—X e—X
2. Ladensité est f (x) =— =

(Lre)  (1+e)

Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes de méme loi de fonction de

répartition F, et soit Z = max (X, X,).
P(Z<x)=P((X;<x)N(X;<X))=P(X,<Xx)xP(X,<x) par indépendance,

P(z<x)=(F (x))z. De fagon générale, P(Z <x)=(F (x))n.
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Question(s) n°53 Oral HEC ECE 2008
0 six<0 0
n 1 _ —x"* si0<x<2a
1L P(M,<x)=(F(x)) = _x" si0<x<2aet f, (x)=14(2a)
(2a " _
0 sinon
1 six>2a
ni1 %@ n+l
E(Mn):j+ X fy (X)dx=—" nJ'Zax”d = r[x } =0 nx(2a) _z2na
—° " (2a) 0 (2a) n+1 0 (Za) n+1 n+1

n+2 B

Xn+2 2a n X(Za)mz 4na2
o (2a)" n+2 T n+2’

2\ _ n 2a 1 . n
) Gk ™y
V(M )_4na2_(ﬁj2_4naz 1 n | 4nd

" n+2 (n+l) n+2 (n+1) ) (n+2)(n+1)°

_n+l 2Zna

n+1
2. E(U )=—E(M_ )=——x——=a=E(X).
(Un) 2n (M) 2n Xn+1 a=E(X)

U, est un estimateur sans biais de E(X).

=a.

X+ o +an_ E(X)+ ... +E(X,)
n n

E(Vn):EL

V, est un estimateur sans biais de E(X).

Un estimateur est d’autant meilleur que son risque est faible.

n+1) n+1) Ana’ o2 22
r(U2) =V ()= S v )+ B e
r(vn)zv(Vn)zv[%éx‘J:n_lzéV(Xi):%§§=% carv(xi):(zl‘z) .

Le meilleur estimateur est U,,.
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Question(s) n°54 Oral HEC ECE 2007

1. On détermine tout d’abord E(X;) et V (X;).

- 3

E(X;)=] xfy(x)dx _j —d {4@3} =0
4 57

E(X2)= 9313 - 313 3 D’ouV(XI):§92—292— 3 92

09 50° |, 5 16 80

n D 3, 3n

E(S):E{ZXJ:ZE(X,):ZZB:IG

i=1 i=1 i=1

n n
V(S)=V (Z X j =YV (X;)= :—862 (indépendance des variables).

0 six<0
3
2. On détermine tout d’abord Fy(x). Fy(x)= % sixe[0, 6].

1 six>6
P([T <t])= P(ﬂin:l[xi St]) =1_Ln:1P([Xi <t]) par indépendance des variables,
0 six<0

P(IT <) =(R (1) =35 six<[o,0].

1 six>0

3n-1
X .
Par dérivation, une densité de T est : 3n gan Stxe [0 : 9] ,

0 sinon,
0
J»3n 3n x> 3n@
93" 3n+1 " 3n+1

E(Tz)zjoe?’n 0™  |3n+2 0 | 3n+2

310  9n%0*  3n6%(3n+1)° -9n%6*(3n+2)

N { 3n x32 T 362
dx = =

( ):3n+2_(3n+1)2  (3n+2)(3n+1)
v 30| (3n+1°-3n(3n+2) | gpg?
C (Bn+2)(3n+1”  (3n+2)(3n+1)°
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E.C.P —Jean PERRIN Les questions défis - Correction

3. a) Onveut: E(S'):E(as):aE(S)zaST:Gze.D’oﬁ a:%.
16 3n 0
D $)=V(S)=aV (S)=—x—0%=—.
anscecas, r(S')=V(S')=a"v(S) o 50 =~ 1o

On veut : E(T')=E(bT):bE(T):b 3n6 —0.D’ou b:3n+1.
3n+1 3n
2 ) 5
Dans ce cas, r(T’):V(T'):bZV (T):(3”+21) o 3n0 - 0 |
9n°  (3n+2)(3n+1)" 3n(3n+2)

2
b) r(T') = 6—2 < r(S'). Le meilleur estimateur est T".

+0 9N
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