LYCEE JEAN PERRIN 2021-2022

EC2
CORRECTION DU DEVOIR N°07
Exercice 1
Soit la fonction f définie sur I’intervalle [0;2] par f (x)= %
X

1. Etudions les variations de f .
fexistex+1#0s x#—1donc Df =R-{-1}

f est dérivable sur [0; 2] < Df comme quotient de fonction dérivable dont le dénominateur ne
s’annule pas sur [0 ; 2]

oy 2+ D -12x+1) 1
\v 0;2], = =
rel0:21 /) (x+ 17 (x+ 12
Donc fest croissante sur [0 ; 2], d’ ol le tableau de variation
X 0 2
VAED) +
3
fo | 73
1
2x0+1 _ 2x24+1 5
0 2)= =
fO= 0+1 eLf2)= 241 3
2. Montrons que six € [1 ;2] alors f(x) € [1:2].
Sil1<x<2 alorsf(l) < flx) <f(2) car fest cr01ssante sur [0 ; 2]
3
<2< <2< _3 —2
1_ > _f(x)_ 3 <2 carf(2) 3 et f(1)= >

Conclusion : Six € [1,2] alors f(x) € [1,2]

(u,) est la suite définie par u,=1 et u,.,=f(u,)

3- Compléter le programme scilab qui demande la valeur de n a l'opérateur puis qui permet de tracer
les n termes de la suite .
function y=f (x)
y=(2*x+1)/ (x+1)
endfunction

n=input ('n=")

u=zeros (1l,n)

u(l)=1 //ul

for i=2:n
u(i)=f(u(i-1))

end

plot (u,"+")

Voici le résultat du programme avec n =150
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3- A partir de ce graphique, que peut-on conjecturer concernant le sens de variation et la
convergence de la suite (1,) ? (On ne demande pas le calcul de I'éventuelle limite).

D’apres le graphique, je conjecture que (u,) est croissante et convergente.

4- Montrons par récurrence que pour tout entier natureln , 1 <u, <2.
Soit P, «1<u,<2»
Montrons par récurrence que 2P, est vraie pour tout entier naturel n

¢ Initialisation :
Pourn=1
u;=1et 1<1<2donc A, est vraie

& Hérédité :
On suppose la propriété vraie jusqu’au rang n c’est a dire 1 < u, <2
Montrons la propriété au rang n + 1

De u, € [ 1;2]etdelaquestion2,ona:u,. =f(u,) € [l;2]

donc £, , | est prouvée.

Donc d’apres le principe de récurrence , &P, est vraie pour tout entier naturel 7.

Conclusion : Pour tout entier natureln ,1<u, <2

5- Montrons par récurrence que pour tout entier naturel » , u, < u, ., . En déduire le sens de variation

de ().

Soit @, , «u,< >

Montrons par récurrence que &7, est vraie pour tout entier naturel n

¢ Initialisation :

u=1 ; u2:f(u0):f(1):% et u; <u, donc u, < u,,, donc &, est vraie
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¢ Heérédité :
On suppose la propriété vraie jusqu’au rang n c’est a dire u, < u,;
Montrons la propriété au rang n + 1

¢ Del<u,<u, <2;
Ona f(u,) <f(u,,) carfestcroissante sur [1 ;2]

Upi1 < Upi2
donc &, ., est prouvée.

Donc d’apres le principe de récurrence , &, est vraie pour tout entier naturel n non nul
Conclusion : (u,) est croissante.

6- Montrer que (u,) est convergente et déterminer la limite.

(u,) croissante et majorée par 2 donc (u,) est convergente.

On note / la limite de (u,)
2u,+1

on a aussi u, . ;=f(u,) = 1
n

lim u,=f donc lim u,. ,=/¢
n— +o00 n— 4o

de plus lim 2u, 1 = 2641

n—+o U,+1 /41

20+1
/+1

Or la limite d’une suite est unique donc / = etcomme Vne N*1<y,<2ona:1</¢<2

{ est solution de 1’équation x = 2x_:11 et1</(<2
x

_2x+1
x_
X+

S x4+ x=2x+1 = x2-x-1=0
A=1%-4(-1)1=5

1+2 5 e [1:2]

xzz%ﬁ z[1;2]

X1=

Conclusion : (u,) est convergente et converge vers %E

Exercice 2
1 0 0
011 1 1 1
1 0o -+ o0
Onnote:M:E 101 |(,P={1 -1 0 |etD= 2
110 1 0 -1 0 0 __%
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1- (a) Montrer par la méthode du pivot de Gauss que P est inversible et calculer P,
X a

Résolvons le systtme PX=Y avec X=| y |etY=| b

Z C
X+y+z=a
PX=Y& yx—-y =b
X —z=c
X+y+z=a

= 2y+Z:a_b Lze Ll_LZ
y+2z=a-c Ly «L,-L,

X+y+z=a
= 2y+z=a-b
_3Z:_a_b+2c L36L2_2L3

Ce systeme triangulaire a tous les coefficients de la diagonale non nuls. Il est donc de Cramer et par
suite P est inversible.

= at+b+c
N 3
_a-2b+c
Deplus § V="3
_a+b-2c
N 3
Conclusion :
1 1 1
p*1=% 1 -2 1
1 1 -2

(b) Vérifier que M=PDP "'

1 1
1 0 0 1 -+ -+
11 1 X 2 2
pD=1—10><0_50=1%o
1 0 -1 1
0 0 2 1 0 1
2
1 1 1 1
1 - —-= 0 = =
22 111 22 01 1
pr*1=1% 0 x%l—Zl - %0% S N Y,
2 2

Un centre de vacances étudie le comportement d'un client qui a le choix chaque jour entre trois
activités qui seront appelées A, B et C.

On considere que si le jour n le client a choisi une activité, il en change systématiquement le
lendemain et choisit de maniere équiprobable entre les deux autres activités.

Le premier jour ( c'est-a-dire le jour 1), le client choisit 1'activité B.
On notera A, (respectivement B,, C, ) I'événement: " le client choisit l'activit¢ A le jour n’
(respectivement B, C ) et on notera a, ( respectivement b, , c,) sa probabilité.

’
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a

n

On définit également la matrice U, par : U,=| b,
CV[

2- (a) Par une formule des probabilités totales, montrer que :
pour tout entier naturel n nonnul : U,,,=MU,

Etablissons un arbre pondéré de la situation

An+l
0
An 172 Bn+l
1/2
Cn+l
ay
An+l
1/2
Bn 0 Bn+l
12
Cn+l
An+l
1/
Cn 172 Bn+l
0
Cn+l

Pour tout entier n non nul , A,, B,, C, forment un systtme complet d’événements donc d’apres la
formule des probabilités totale on a :

apyy = P(An+l) =P(AnmAn+l) +P(Bnm(An+l) +P(CnmAn+l)
= P(An)PAn(An+l) + P(Bn)PBn(An+l) + P(Cn)PC”(AnJrl)
_ 1 1
=0a, + an + 20,,
1

a,,,= Oa, + %b,, + Ec,,

bn+1 - P(Bn+l) = P(AntnJrl) + P(Bnm(Bn+l) + P(Cntﬂ+l)
= P(An)PA,,(BVH—l) + P(Bn)PB,,(BVH—l) + P(Cn)PC,,(BrH—l)

_1 1
= 2an + 0b, + 2cn
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1 1
b,.1= Ea,, + 0b, + Ec,,

Cht1 — P(Cn+l) =P(Anmcn+l) +P(Bnm(cn+l) +P(Cnan+l)
:P(An)PAn(Cn+l) +P(Bn)PB”(Cn+1) +P(Cn)PC”(Cn+1)
_1 1

= 2an + an + Oc,

1 1

Cphi1= Ea,, + Eb" + Oc,

1 1
. Oan+2bn+2cn

n+1
1 1
donc U, =| bus1 |= 5 an+0b,+ 5 ¢,
cn+l
1 1
2an+2bn+0cn
1 1
Oan+2bn+2cn
! 1 1
1 bn = Ean+0bn+acn
0

1 1
5t Ebn+Ocn

Conclusion : Pour tout entier naturel » nonnul , U, ., =MU,

(b) En utilisant la relation établie en 1.(b) , en déduire par récurrence que,

1
pour tout entier naturel n non nul : U, = %PD”’1 -2
1

1
Sont A, , « Un:%PDm1 -2 I»
1

Montrons par récurrence que 2P, est vraie pour tout entier naturel non nul 7 ,

¢ Initialisation :

n=1,
1 1 1 1 1 1 0
1 1-1 _1 _1 _
§PD -2 _§P1 -2 =3 1 -1 0 -2 |=|1
1 1 1 0 -1 1 0
0
De plus, le 1¥ jour le client choisit ’activité B donc a,=0 ,b,=1 et ¢;,=0 et par suite U,=| 1
0

donc A, est vérifiée.

& Heérédité :
1
On suppose la propriété vraie jusqu’au rang n c’est a dire U, = %PD"’l -2
1
Montrons la propriété au rang n +1
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Un+1 = MUn

= PDP'U, car M=PDP'
1 1
- ppp-'ippri 2 car U,,:lPD"’1 -2
3 3
1 1
1
= Lppp-tppm| 2
3
1
1
= %PD” -2 car P 'P=IetDD"'=D"

1
donc A, , | est prouvée.

Donc d’apres le principe de récurrence , P, est vraie pour tout entier naturel non nul

Conclusion : Pour tout entier naturel nonnuln : U,= %PD"’1 -2

3- En déduire que pour tout entier naturel #» non nul ,

Pour tout entier naturel #» non nul :

1! 0 0 1 0 0
0 ;1 n-1 0 ;1 n-1 0

D"'= 2 = 2 car D est diagonale
1

0
_1\! 0 0 _1)\»-1
o0 (5) )

| 0 0 ! 7_1)7171 (7_1)7171
111 - 2 2
- n-1
pp" =1 -1 0 |x|© (2) O =] _(%) 0
n-1
1 0 -1 0 0 (’_1> 1\l
2 1 0 —(7
C(3) G H(3)
1 2 2 1 -
1 n-1 1 1\t 1 -1\
PD 2 1=z (= x| -2 |== 1+2(—
3 3! (2) 0 3 2
1 1 n-1 1 -1
B )
2 2

Or Vne N*,U,=PD""'| -2
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an
ie| b, [= L] 1e2(2LY)
parsuite | b, |= = >
C
n 1 n-1
1‘(2>
ame=L 1)
Conclusion :V N* S A
onclusion :V n € N*, b:l_i_%(_l)"’l
=373 2
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