LYCEE JEAN PERRIN 2021-2022

EC2
CORRECTION DU DEVOIR N°09
Exercice 1:
1
0 1 0
1
On considére la matrice A suivante: | 1 7 1
1
0 1 0

Partie A : Calcul de la puissance n-éme de A.
1

1- Calculer le produit matriciel A X| 0 |La matrice A est-elle inversible ?
-1

o%o
1 1 0
Ax{ 0 |=| 131 o |=|o
-1 -1 0

1

03

Montrons que A n’est pas inversible par ’absurde
On suppose A inversible alors il existe une matrice, noté A ', tel que AA '=A 'A=1

1 0
onaA|l 0 |=]0
-1 0
1 0
en multipliant 2 gauche par A", il vientA 'A| 0 |=A""| 0
-1 0
1 0
donc| O |=| 0 |cequiestabsurde!!!!
-1 0
donc A n’est pas inversible.
1 0
Conclusion: A| 0 [=]| 0 |etA n’est pas inversible
-1 0

2- Calculer A® A’ et montrer que : A° :%(AZJrA)

1 1 1 1 1
070 070 78 1 N
1 1 1 3 1 1
2 = = - 2 =
A=121X121=242=1232
1
1 1 1 1 1 1 = 1
040 040 13 1 2
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1 13 1 13 1
1%1 070 2 2 2 g8 16 8
3 .2 1 1 1 5 3 5 3
Al=AXA=71 2 32 x| b g b= 353 =] g § g
1
1L 1 13 1 13 1
2 0z 0 i 2 g8 16 3
1 111 1 13 1
1%1 070 4 8 3 070 4 8 3
2 41 1 13 1 1 3 53
A+A—ZZ32+121=242+121=242
1
1L 1 111 1 13 1
2 070 43 4 070 438 4
1 3 1 1 3 1
4 8 3 g8 16 8
1, .2 _1f 3 5 3 3 5 3 3
SAHA) =51 3 472 |52 8 1 |=4
13 1 1 3 1
48 4 g8 16 8
Conclusion :
111 1 1 31 1 3 1
4 8 4 151 2 4 2 8 16 8
1 3 1 1 1 5 3 5 3 1
2 = =2 = 3 = 2 2 2 3 2
A= 2 4 2 =Z 2 3 2 etA =Z 3 2 3 = 4 8 4 etA :5(A+A)
111 131 131 13 1
4 8 4 2 4 2 8 16 8

3- Prouver, par récurrence, que pour tout entier naturel n non nul, il existe des réels a, et b, tels que :

an+1:bn+ %an
A"=a,A*+b,A avec 1
bn+1: 5

2
Donner a, et b,

Soit P, 1a propriété : « il existe des réels a, et b, tels que : A"=a,A>+ b,A».

Montrons par récurrence que ZP, est vraie pour tout entier naturel n, n >0.

¢ [nitialisation
Sin=1,onaA=0A%+1A donc il existe deux réels a,=0 et b, =1 tel que A =a,A*+bA
donc A, est vérifiée.

¢ Héridité
On suppose la propriété vraie jusqu’au rang n
c’est-a-dire il existe des réels a, et b, tels que : A"=a,A*+ b,A

Montrons la propriété au rang n + 1.

A= A"A=(a, A% bA)YA = a, A+ b,,AZ:%an(A%rA) +hA = (%an+bn)A2+%anA

Donc il existe un réel anH:%an +b,etunréel b, = %an tel que A"*' = a, A*+b,. A

Donc la propriété est démontrée au rang n +1
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D’apres le principe de récurrence, ZP, est vraie pour tout entier naturel n >0.

Conclusion :
Pour tout entier naturel n non nul, il existe des réels a, et b, tels que : A"=a,A*+b,A
1
=b +=
a, 41 n+2an t{a1=0
avec e _
bn +1— % a, bl =1

4- Montrer que pour tout » non nul : a,+b,=1.

1 1 1
En déduire que : b, ;= — Eb,ﬂr >

Vne N*, an+1+an:anr%anJr%an:anern

donc la suite (¢,) définie par V n € N*, ¢,=a,+ b, est constante
Vne N* ¢c,=a,+b,=a;+b,=0+1=1

Conclusion : Pour tout n non nul : a,,+b,=1.

L, L py=_1
Sa=5(1-b)==3b,+

Conclusion : Pour tout » nonnul : b, . ;=— %b,,+ %

Deplus Vne N*, b, =

N =

5- Exprimer alors b, et a, en fonction de n.
1

Pour tout n non nul : bnﬂz—%b,ﬂrz

(b,) est une suite arithmético-géométrique.

¢ Recherche du point fixe

_ 1 1 _ _1
x= 2x+2 S2x+x=1 <=>X—3

e  Suite auxiliaire

On définie la suite (v,) par V n e N, vn:bn—%
Montrons que (v,) est une suite gé¢ométrique.

ARV S G AT ) G AR R § A O N
Vne N v, =b,., 3 2bn+2 3 2b"+6_ 2(19,1 3)— 2vn

2
3

Donc (v,) est une suite géométrique de raison g =— % et de premier terme v,=b 1—% =1- %

N ) 2 1 n-1
Vne N', vV, =VXq" 1= (g)(— E)

e Expressionde b,

N S
VneN,bn—vn+3—(3X 2) + 3
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. . . B g _l n-1 l
M-V"EN”’"‘(SX 2) 3

wrtnt (G - 2

Partie B : Etude de la loi d’une variable aléatoire X,

Un point lumineux se déplace sur les sommets d’un triangle, notés C, , C; , C, selon le protocole
suivant :

0 A linstant 0, le point lumineux se situe en C

0 Sialinstant n ,n €N, le point lumineux est en Cy, a I’instant n+1 il est en C;
0 Si a l'instant n ,n € N*, le point lumineux est en C;, a I'instant n+1 il est en C, avec la

probabilité %, en C, avec la probabilité %, en C, avec la probabilité %

0 Sialinstantn,n € N*\{1} le point lumineux est en C,, “a I’instant n+1 il esten C,

On appelle X, la variable aléatoire égale a i si le point lumineux se trouve a I’instant n sur le sommet
C;,pourie{0,1,2}

P(X,=0)
1- On note U, la matrice: U,=| P(X,=1) [ou P(X,=i) est la probabilité de I’événement (X, = i).
P(X,=2)
Préciser U, et U,.
D’apres l’énon_cé, le_point lumineux est en C, a I’instant O et par suite, il est en C; a I’instant 1( c’est
la deuxiéme indication)

1 0
Conclusion :Uy=| 0 JetU;=| 1
0 0
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2- Utiliser la formule des probabilités totales et montrer que : U, =AU,
Etablissons un arbre pondéré de la situation pour tout entier # non nul

(X,.1 = 0)
0
(X, = 0) ! X1 = 1)
0
(X1 = 2)
(X,.1 = 0)
1/4
X, =1 12 X1 = 1)
1/4
X1 =2)
P( n—2)
(X,.1 = 0)
0
(X, =2) / X,o1=1)
0
(X1 = 2)

Pour tout entier n non nul , (X,=0), (X,=1) et (X,=2) forment un systeme complet d’événements
donc d’apres la formule des probabilités totale on a :

P(X,,, = 0) = P(X,=0)"(X,,| = 0)+P((X,= )X, | = O)+P((X,=2)"(X, ., = 0))
P(X,,, =0)= 0 P(X,=0) + %P(X,Fl) +0P(X,=2)

de méme

P(X,.1 = 1) = P(X,=0)"(X,.1 = D)+P(X,= 1A, s 1 = D+P((X,=2)N (X, 1, = 1))
PX,,,=1)=1PX,=0)+ %P(X,,:l) +1P(X,=2))

P(X, 11 =2) = P((X,=0)N(X, ;| = 2)+P((X,=1)N(X, ;| = 2)+P((X,=2)N(X, .| = 2))
P(X,.,=2)= 0 P(X,=0) + %P(X,,:l) +0P(X,=2))
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0P(X,=0) + ip(xn: 1) +0P(X,=2)

P(X,.,=0)
1
donc U, ;= P(X,n=1) |=| 1P(X,=0)+ 75 P(X,=1)+1P(X,=2)
P(X,.1=2) |
0P(X,=0)+ 7 P(X,=1)+0P(X,=2)
1 1
o lo 0P(X,=0)+ 7 P(X,=1)+0P(X,=2
7 P(X,20) ( )+ 3 P( ) TOP( )
1 1
deplusAU=| 1 7 1 [x P(X,=1) |=| 1P(X,=0)+ 75 P(X,=1)+1P(X,=2)
1 P(X,=2
040 (5=2) 0P(X,=0) + T P(X,=1)+0P(X,=2)

Conclusion :Pour tout entier z nonnul U,,,; =AU,

3- En déduire que pour tout entier n non nul : U,=A"U,
Sont P, , «U,=A"Uyp
Montrons par récurrence que 2, est vraie pour tout entier naturel non nul 7 ,

¢ [nitialisation :
AIUO:AUO: Ul car Vn € N* ) Un+1 =AUn
donc A, est vérifiée.

& Heérédité :

On suppose la propriété vraie jusqu’au rang n c’est a dire U,=A"U,
Montrons la propriété au rang n +1

U,..=AU, =AA"U,=A"+1U,

donc A, , | est prouvée.

Donc d’apres le principe de récurrence , P, est vraie pour tout entier naturel non nul

Conclusion : Pour tout entier naturel nonnuln : U,=A"U,

4- a) Ecrire un programme Scilab qui, étant donné un entier naturel 7, calcule le vecteur U,,.
n=input ('n=")
U=[1;0;0]
A=[0,1/4,0;1,1/2,1;0,1/4,0]
for k=1:n
U=A*U
end
disp (U)

b) Le tester pour différentes valeurs de n. Que remarque-t-on ?

pour n =10 on obtient pour 7 =100 on obtient
n=10 n=100
0.1669922 0.1666667
0.6660156 0.6666667
0.1669922 0.1666667

Cela semble converger rapidement vers un état stable.
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P(X,=0) semble converger vers 16,7% soit environ —

P(X,=1) semble converger vers 66,7% soit environ

A= W =

P(X,=3) semble converger vers 16,7% soit environ

5- Préciser U,, puis montrer que : U,=a,U,+b,U,

1 1

0 =0 =

4 0 4

1 1

UZZAUl: 1 2 1 x 1 |= b

0
1 1
0 4 0 4

De plus, pour tout entier naturel non nul n: U,=A"U,
OrA"=a,A*+b,A
Donc U,=A"U,

= (a,A*+b,A) U,

=a,AAU,+ b,AU,

=a,AU, +b,U, car U=AU,
=a,U, + b,U, car U=AU,

Conclusion : Pour tout entier naturel non nul n, U,=a,U,+b,U,

6- En déduire les probabilités P (X,=0)_.P(X,=1), P(X,=2) en fonction de n, ainsi que leur limite
quand n tend vers +o0.

1 1
" ~a

4 0 4 I P(X,=0)
1 1

a,U,+b,Uy=a,| 5 |+ 1 |= 5a,,+bn =U,=| P(X,=1)
1 0 1 P(X,=2)
: 7%

Pour tout entier naturel non nul »n

ricotnt{C 2 4 B4
s IS0 CIRERO S

3 2
PN R | (_2)(_1)”’ 2 _(_lX_l)”’l 1
. 1 nfl_ 1

Deplus lim |- = =0 car-1<—=<1 donc

n—+o 2 2
Conclusion : Pour tout entier naturel non nul »

_oy —(_1y_1y ', 1 : I |
=0 =(-¢)(-3) 5 «t ,m PX.=0) =

oY1y, 2 : 2
re==(3)(-3) +3 . i POG=1) =3
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Px,=2) =(- 1) (-1 +2 et lim P(X,=2) = 1

6 6 n—+w

7- Montrer que I’espérance de X, est indépendante de n.
X, (@) =1{0;1:2}

E(X,)= Y kP(X,=k)

=0P(X,=0)+1P(X,=1)+2P(X,=2)
ORISR
JOORERCEIRE

=1.

Conclusion :
Pour tout entier naturel non nul n , E(X,) =1 donc P’espérance de X, est indépendante de n.

Exercice 2:

[ER BN . ’ 1 1 n
Pour tout n € N*, on considere les intégrales : [,= f x"In(1+x2)dx et J, :f L
0 0

1+x?

1-  On définit pour tout x de [0,1], la fonction f par f(x)=In(x2+1)
a) Calculer pour tout x de [0,1], f '(x).
f existe & 14+ x2>0 & x2>—1 toujours vraie donc fest définie sur R

fest dérivable sur [0, 1] € R comme composée de fonctions dérivables

2x
A 0,11, f'(x)=
xe [0.1) f @)=r75
Conclusion : Vx € [0,1], f '(x)= 2
- 1+x2

b) En déduire la valeur de J,

Vne N, x — -
1+x2

dénominateur ne s'annule pas (le dénominateur x2+ 1 ne s'annule jamais) donc admet des primitives et
par suite V n € N*, J, existe.

_ (1t _x!

Jl_fo 1+x2dx

_ 1t 2x

_ZJ(; 1+x2dx

_1 (e _1 1 z}l_ln(z)
=5 [ war= g | = 5 [mneen| =100

In(2)
—

est continue sur [0, 1] comme quotient de fonctions continues dont le

Conclusion : J;=
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1
n+1

2- a) Montrerque Vne N*,0<J, <

Analyse de la question : nous sommes amenés a encadrer sur [0, 1] en reconstruisant et comme

+ x2

on veut du on ne reconstruit pas le terme x”

n+1

IA
—

. +
car x — x2 est croissante sur R

IANINIA
—_ = =
LS}
IN
N —

IA

1 1 L. ,
1 car x — — est décroissante sur R}
X

R N=— O O

e

IN
=
3

<xtcarVxe [0, 1], x»=20

1+x?

ST
N[
&
IN

fl Y dx < flx"dx d'apres la positivité de 1'intégrale et 0<1
0 0

1 1 xn 1
xndxsf 2dx£fx"dx
o 1+x o

n n 1
1y 1 Sfl S carflxndx:[xﬂ}: 1 0 __1
2 n+l J) 1+x° n+1 0 n+l], n+l n+l1 n+l

IA

S D=
S

Conclusion : Vne N50</, < 1
- n+1

b) Etudier la convergence de (J»)

deVne N,O<J, <

n+l1
il vient lim =0et lim 0=0

n—+0o N+ n— 40w
par suite en appliquant le théoréme des gendarmesona: lim J,=0
n— 4o
Conclusion : (J,) est convergente et lim J,=0
n — +ow
_In(2) 2

3- a) Enintégrant par parties, montrer que : Vne N* [, 42

n+1 n+l
x — x"In(1+ x?) est continue sur [0, 1] € R comme composée de fonctions continues donc admet des
primitives et par suite V n € N*, [, existe

On pose
o 2x
u(x)=In(1+x2?) u'(x)= 1+ 22
, B _ xn+1
vi(x)=x v(x) = nl

Les fonctions u et v sont de classe C' sur [0, 1] donc je peux utiliser la formule d’intégration par
parties :
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fx”ln(lerz)dx [—ln(1+x2)} jl Zx Xy
n+1 0

b 1+x2 n+l

1xn-2
=L _in@)-0-—2- dx
) n+1f0 41

_ln(z)_ 2 B 1 x - 1xn—2
Cn+l nJrIJn+2 carJ,,—j(; 1+x2dx doncj,ﬁz—fo x*+1 @
Conclusion : V n € N¥, I,,=-Ln_(i_21)— n-2|—1 n+2

b) Etudier la convergence de (1)

DeVne N, [ =102 2 ;
n+l n+1
. In(2) 2 _
Ona lim =0etcomme lim J,=0Oona lim J, ,=0etparsuite lim ——-J, ,=0
n—+0o n+1 n — +0o n — +0 n—+o n+1
donc lim [,=0
n — 4o

Conclusion : (1,) est convergente et lim [,=0
n — +©
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