LYCEE JEAN PERRIN

EC2

Partie 1.

CORRECTION DU DEVOIR N°13

Soit g la fonction définie sur ]0;+oo[ par :

~

1- Etudier le sens de variation de g, et vérifier que g admet un minimum sur ]0;+oo[ égal a

2(1-In(2)).

ECRICOME 2018

g(x)=x2-4In(x)

g est dérivable sur ]0;+oo[ comme somme de fonctions dérivables

V x € 10;+00[ , g'(x)=2x-

V x € ]0;40[ , x>0, 2>0 et x+\/§>0 donc g'(x) est du signe de x—\/E

signe de x—\/E :

X

D
N

X

+

»

\E

»

X

4_ 204 2(x-2) _ 2(x2)(x+\2)
X

D'oul le tableau de variations sans les limites (non demandées)

X 0 —\/E +oo
g'(x) 0 +
g(x)
g(\2)

Conclusion : g est décroissante sur ] 0;\/5 ] et g est croissante sur [\/5 e |

de plus g admet un minimum en \/5 qui vaut g(\ﬁ ) :(\/E ) 2—4ln(\/5 ) =2-4x

In(2)=2-2In(2)=2(1-In(2))

car In(A/2) =In( 2%) = %ln(Z).

2- En déduire le signe de g(x) pour tout réel x de ]0;+o0[

V x e 10+ , g(x) = g(1[2) >0 car 2(1-In(2)) = 0,6

Conclusion : V x € ]0;+0[ ,g(x) 2 0.

On considere la fonction f définie sur ]0;+oo[ par :

f=3+

1+1In(x)

1

2

2021-2022

On appelle (%)) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (unité graphique 2 cm).
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3- Déterminer la limite de fen O.
Interpréter graphiquement le résultat.

. X _
xlgn0+4 =0
i =— li 1+1 =—
)611_1)110+f(x) oo car LG Jim (1+In(x))=—o
im ——=% =—oo0car . -
¥ —0* X Iim x=0
x—0*

La droite d'équation x =0 est asymptote verticale a (%) .

4- Déterminer la limite de fen +oo.

lim £ =+

X — 400
lim f(x)=+oocar lim 1 =0
X = 40 X —> 40 X

lim In(x) =0 (croissances comparées)
X—>+0 X

L'étude des branches infinies sera faite a la question suivante.

5- Montrer que la droite (D) d'équation y = % est asymptote 2 la courbe ().
lim L =0
X —> 40 X
lim (f(x)—yp) = lim 1FIE) ¢ oo n(x)
* oo >+ X lim —== =0 (croissances comparées)
X—>40 X

Conclusion : la droite (D) d'équation y = % est asymptote 2 la courbe (%). en +

6- Etudier la position relative de (&) et de (D).
On montrera en particulier que (D) coupe (%) en un point A dont on calculera les coordonnées.

1+1In(x)

Etudier la position relative de (%)) et de (D) revient a étudier le signe de f(x)-yp=
X

Or V x €]0;400[ , x>0 donc f(x)-yp est du signe de 1+In(x)

Pour étudier le signe de f '(x), je vais résoudre une inéquation , par exemple 1+In(x) =0

1+In(x) =0

In(x)> -1
x> e~ ! car x— e~ est croissante sur R
. - m + »
d’ou le signe de 1+In(x): '(’) & >
d'ou
X 0 e 1 + o
f(xX)-yp — 0 +
174
"
posttion % est en dessous de coupe D & est au-dessus de
D enA D
1L
e de
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-1 -1 _
f(e*l):eT—i—L(e):L—l——l:L

7- Etudier le sens de variation de f. Dresser le tableau de variation de f.
f est dérivable sur Df comme somme de fonction dérivable

1
L xx-1x(1+In(x)) _l+ 1-1-In(x) _ x2-4ln(x) _ g(x)
x2 4 x2 S A 4

V x e Df, f(x)=

A=

V x € Df, 4x>>0 et g(x)>0 d'apres la question 2 donc f'(x) >0 et par suite f est strictement
croissante sur ]0;+oo[
tableau de variations de f

X 0 +o0
1(x) +
+ ©
f(x) /
—00

8- (a) Vérifier que pour tout réel x de ]0;+o[ on a: f'(x)=

2n(x)-1
x3

~x2-4In(x) 1 In(x)
vV xe Df, f(x)= PR
f est dérivable sur Df comme somme de fonctions dérivables .
(l .x2>—(2xln(x))
X _ —x+2xIn(x) _ x(—=1+2In(x)) _ 2In(x)-1

x4 x4 x4 x3

vV x e Df, f'(x)= 0-

Conclusion : pour tout réel x de J0;+o[ on a: f''(x)=

(b) Etudier la convexité de f. La courbe (%) posséde-t-elle des points d'inflexion ?
Etudier la convexité de frevient a étudier le signe de f"(x)
V x € Df, x>0 et par suite x3>0 donc f"(x) est du signe de 2In(x)-1

Pour étudier le signe de f'(x), je vais résoudre une inéquation , par exemple 2In(x)-1=0

2In(x)-1=0

In(x) =

DO | —

L
x>e? car x— e~ est croissante sur R

b

1
d’ou le signe de 2In(x)-1 : - 9 * car e?=1[e

=
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d'olt

X 0 —\/Z + oo
0

') -
poh\

convexité d'inflexion
fest concave fest convexe

B
e f(We))

1
e tilm(e) Afe M@ g
f(\/?)—4+—\/z Iy e e

9- On donne:
La04 =16 f(e)=13 F(\e) =0.1

Représenter la courbe (%) et la droite (D) dans un méme repére orthonormé.

y

N Yy w

Partie I1.

1- Déterminer la dérivée de la fonction u définie sur 10:+oo[ par : u(x)=(n(x))*

u est dérivable sur ]0;+00[ comme composée de fonctions dérivables

V x e 1040of, u'(x)=2x % xIn(x)

Conclusion : V x € 10,4+, u'(x)=2x % XIn(x)
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e 2
2- En déduire que ff(x)dx: %
1

fest continue sur ]0, +oo[ car dérivable donc admet des primitive et par suite f ef(x)dx existe
1

o= e b

:fle(%erlJr—u'(x))dx car ln(x) =2 (2>< xln(x))—%u'(x)

|1 _x
= 4><2 +Inlx|+ = ><u(x)}1

1

:[é 2+IH(X)+—1I12(X):| car |x|=x puisque xe[1, e]onax>0

%-l—ln(e)—l— 1n2(e))( —l—ln(l)—l—%lnz(l))
2

_e 11 _ _
=3 +1-|—2 3 0 carlIn(e)=1etIn(1)=0
_e?r 8+4-1
“8 773
:ez—l—ll
8
e 2
Conclusion:ff(x)dx=e ;11
1
si xe[l,e
3- Montrer que la fonction /4 définie sur R par : h(x):{ 2+11f( *) [1.e] _est
0 sinon

une densité de probabilité.

x +— 0 est définie, continue et positive comme constante sur R donc sur | —oo;1[ et sur Je;+oo[
R e2+11
8

-f(x) est définie continue sur R car dérivable (d'apres question 7) donc sur [1,e]
Deplus Vx e [le], f(x) > f(1) car fest croissante sur R} (d'apres question 7)
etf(l):% 1+4+In(1) 5

1 4+1_4>O
doncVxe [le], f(x)=f(1) =0

fl h(x)dx converge et vaut O car V x € ]—oo,1[, h(x)=0

+

och(x)dx converge et vaut 0 car V x € Je;+oo[, h(x)=0

‘ (e 8 i1l ‘ 111
flh(x)dx_fleunﬂx)dx 11ff() 2+11 8 _lcarflf(x)dx_ 8

par suite f +wh(x)dx converge

et vautf“"h(x)dx:fl h(x)dx+feh(x)dx+f+wh(x)dx:0+1+0:1
— 0 — 0 1 e

Conclusion :

h est continue sauf peut étre en 1 et e, & est positive sur R et fmh (x)dx converge et vaut 1

donc / est une densité de probabilité.
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4- Soit X une variable aléatoire admettant 7 comme densité.

eye . L . . e
(a) En utilisant une intégration par parties, montrer que : f In(x)dx=1
1

x— In(x) est continue sur R} donc sur [1,e] donc admet des primitive et par suite f eln(x)dx existe
1

On pose :
()= L
u(x)=Inx u’'(x)= P
vix)=1 v(x)=x

Les fonctions u et v sont de classe C' .
La formule d’intégration par parties donne :

fleln(x)dx :[xln(x)}j—fle %xxdx

J;eln(x)dx :[xln(x)} j — [x} el

feln(x)dx:(eln(e)—lxln(l))—(e—l)ze—e+ 1=1carIn(1)=0etIn(e)=1
1

Conclusion : feln(x)dx =1
1

(b) Montrer enfin que X admet une espérance et la déterminer.

fl xh(x)dx converge et vaut 0 car Vx e |—oo,1[, xh(x)=0

— 00

f+ocxh(x)dx converge et vaut 0 car V x € Je;+oo[, xh(x)=0

8 xe3+ 12e-1 _ 2(e3+12e-1)

e _ (e 8 8
flxh(x)dx—fl =

e dx=
fle(x) o+l 12 32 11)

car fl “Yf(x)dx = fl e("fﬂﬂn(x))dx - fl e("fﬂ)dw fl “In(x)dx

) [E S eln(x)dx:(e—3+e)—(i+l)+l
2 ) 12 12
_ e3+12e-1-12412 _ e3+12e-1
12 12

Conclusion : f +Ooxh(x)dx converge donc X admet une espérance

— 0

et E(X)=f+wxh(x)dx=fl xh(x)dx+f”xh(x)dx+f+°"xh(x)dx
— o —® 1 e

Loy AeH12e-1) o 2ed+12e-1)
3(e2+11) 3(e2+11)
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