LYCEE JEAN PERRIN 2021-2022
EC2

CORRECTION DU DEVOIR N°14

Exercice 1: ESC 2003
Les parties A , B et C sont indépendantes et dans chaque partie 1'urne considérée initialement est la suivante :
une urne contenant 4 boules indiscernables au toucher : 1 blanche et 3 rouges.

Pour les parties B et C, on pourra utiliser les événements R, : " le k-ieme tirage donne une boule rouge "
et B, : " le k-ieme tirage donne une boule blanche " , pour k entier naturel non nul.

Partie A

1- On tire simultanément deux boules dans cette urne puis on les remet dans l'urne.
Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules rouges ?

Q={ (b by ,Vie{l;2}b e {4boules}}

(4 ) _4x3
'Q'-(z)—T—G

Il y a équiprobabilité car les boules sont indiscernables au toucher .
Soit p la probabilité d’obtenir deux boules rouges

GG

Conclusion :La probabilité d’obtenir deux boules rouges est %

1
2

2- On effectue maintenant une succession de tirages simultanés de 2 boules dans cette urne (en
remettant les boules dans I'urne apreés chaque tirage) jusqu'a obtenir un tirage constitué de 2
boules rouges.

Soit N la variable aléatoire égale au rang du tirage ou l'expérience s'arréte.
a) Quelles sont les valeurs prises par N ?
N(Q)=N*

b) Reconnaitre la loi de N. On précisera P(N = k) pour tout entier k > 1.
L’épreuve consiste a tirer 2 boules simultanément de 1’urne. Elle a deux issues :

¢ le succes :"le joueur obtient deux boules rouges" de probabilité p :%

¢ Téchec : I’événement contraire de probabilité 1 — %:%
L’expérience se répete une infinité de fois de maniere identique et indépendante
N la variable aléatoire égale au rang du premier succes

Conclusion :

N suit la loi géométrique & (l)
N(Q) = N*

ererepov-n-(8) )
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¢) En déduire son espérance et sa variance.

E(N):l:
p

l\.)|»—~|>—\
|

d) Calculer la probabilité que I'expérience s'arréte au plus tard au quatrieéme tirage.

Au plus tard au quatrieme tirage signifie au maximum au quatrieme tirage d’ou
P(N<4)=P(N=1)+P(N=2)+ P(N=3)+P(N=4)

(N (LY (LY (LY
2)+3)+@)+G)
1 4
H3)
1 2 1
2) 1_(1) car > #1
2
1) 1 _15
=1-l=]=]l-—=—
(2> 16 16
Conclusion :
La probabilité pour que I'expérience s'arréte au plus tard au quatrieme tirage est i—z
Partie B

On effectue des tirages d'une boule sans remise dans 1’urne jusqu'a obtenir une boule blanche.
Soit Y la variable aléatoire égale au rang du tirage ol I'expérience s'arréte.

1- Quelles sont les valeurs prises par Y ?
Attention le tirage s’effectue sans remise donc ce n’est plus une loi géométrique
Y(Q)=[1 ;4]

2- Décrire 1'événement (Y = 2) et calculer P(Y =2) .

(Y=2)=R,NB,

P(Y = 2)=P(RiNBy)=P(R,)PxP(By) = %x

[SSEE
=

Conclusion : P(Y =2)= %

3- Déterminer la loi de Y, son espérance E(Y) et sa variance V(Y).

P(Y = 1):P(Bl):i
- ! INMRRTST4737 2 4
~ - 3.2 10, 1
P(Y = 4)_P(leRZmR3mB4)—P(RI)PR|(RZ)P(RmRz)(R3)P(R]F\Rng3)(B4) =ZX§X5X1—Z
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d’oulaloideY

Yi 1 2 3 4 total
L1 [ 1 [1 )
pi 4 4 4 4

Conclusion : On reconnait la loi uniforme donc Y suit % ([1 ;4])

. _n+1_4+41_5
Par suite E(Y)= > =5 =3
2_ 2
V(Y):n 1_4-1_15_5

12 12 12 4

4- Soit Z la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges restant dans 1’urne au moment ou
l'expérience s'arréte. Exprimer Z en fonction de Y.
En déduire la loi de Z, son espérance E(Z) et sa variance V(Z)

Z(@)=[0:3]

Si Y=k alors au k-ieme tirage, on a obtenu une boule blanche et aux précédents tirages des boules
rouges donc on a tiré (k-1) boules rouges.

Le nombre de boules rouges restantes est égale au nombre de boules rouges initiales (3) auquel on
enleve le nombre de boules rouges déja extraites (Y-1) c’est a dire Z=3-(Y-1)=4-Y.

P(Z=0)=P(4-Y=0)=P(Y=4)=
P(Z=1)=P@-Y=D)=P(Y=3)=
P(Z=2)=P4-Y=2)=P(Y=2)=
P(Z=3)=P@-Y=3)=P(Y=1)=;
Conclusion : loi de Z
Z; 0 1 2 3 total
L1 11 )
Pi 4 4 4 4
Z suit 7% ([0 ;3])
E(Z)=E@-Y)=4-E(Y)=4-3=3

V(Z)=V(@&-Y)=(—1)*V(Y)=V( Y):%

Partie C

Dans cette partie, on effectue des tirages d’une boule avec remise dans I’urne jusqu'a ce que 1’on
obtienne 2 boules consécutives de la méme couleur. On note X la variable aléatoire égale au numéro
(rang) du tirage ou I’expérience s'arréte.

Par exemple, si les tirages ont donné successivement rouge, blanc, rouge, blanc, rouge, rouge alors X = 6

1- Quelles sont les valeurs prises par X ?

Pour obtenir deux boules consécutives de méme couleur, il est nécessaire de tirer au moins deux
boules par suite X(Q)=[[2 ;+o[.
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2- Calculer PX=2)etP(X=3).

(X = 2) signifie qu’au deuxieme tirage, on a obtenu deux boules de méme couleur soit rouges soit
blanches et par suite (X = 2) = (B;NB,)U(RNR,)

= P(BiNB,)+P(R\NR,) car (B,NB,) et (R;NR,) sont incompatibles

1.1, 3.3
= P(B\)Pg,(By) + P(R)Pr(Ry) = 3 +5%5
_10_5

16 8

Remarque :Pg (R,) = P(R;) car il y a remise et par suite indépendance

Conclusion : P(X =2) = %

(X = 3) signifie qu’au troisieme tirage, on a obtenu deux boules de méme couleur :
= soit 2 rouges et au premier tirage 1 blanche
= soit 2 blanches et au premier tirage 1 rouge
et par suite (X = 3) est la réunion des événements incompatibles (B,NR,NR;) et (R;NB,NB;)

= P(BiNR,NR5)+P(R,NB,NB5)
_1.3.3 3. 1.1

Ty

_3x4 3
4x16 16
. a3
Conclusion : P(X =3) = 16

2- Décrire I’événement (X = 4) , puis I’événement (X = 2k) pour tout entier k > 1 et montrer que pour

k-1
tout entier naturel non nul k : P(X = 2k) = %(13_6)

(X = 4) signifie qu’au quatrieme tirage, on a obtenu deux boules de méme couleur :
= soit 2 rouges et au premier tirage 1 rouge et au deuxieme 1 blanche
= soit 2 blanches et au premier tirage 1 blanche et au deuxieme 1 rouge
et par suite (X = 4) est la réunion des évenements incompatibles (R,NB,NR;NR,) et (B;NR,NB;NBy)

pour tout entier k£ > 1
(X = 2k) signifie qu’au 2k-ieme tirage, on a obtenu deux boules de méme couleur :

|boules |R,|B, | | Bus | Ry | Ry

tirages 1 2 2k-2 2k-1 2k

2

Donc on a alternance de boules rouges et blanches durant 2k—2 tirages soit = k-1 boules

blanches tirée et k-1 boules rouges tirées
donc dans ce cas, on a tiré k-1 boules blanches et k-1+4+2=k+1 boules rouges
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k-1 k+1
Donc la probabilité de cet événement est plz(%) (Z) car il y a remise et par suite les

tirages sont indépendants.

‘boules |Bl‘R2‘ | Ry o | By | By

tirages 1 2 2k-2 2k-1 2k

= k-1 boules

Donc on a alternance de boules blanches et rouges durant 2k-2 tirages soit

blanches tirées et k-1 boules rouges tirées
donc dans ce cas, on a tiré k-1 boules rouges et k-1+2=k+1 boules blanches

k-1 k+1
Donc la probabilité de cet événement est pZZ(%> (%) car il y a remise et par suite les

tirages sont indépendants.

et par suite (X = 2k) est la réunion des événements précédents incompatibles.

P(X =2k)=p+p,

k-1
Conclusion : Pour tout entier naturel non nul k : P(X = 2k) = %(1%) .

3- Décrire I’événement (X = 5) , puis I’événement (X = 2k +1) pour tout entier k > 1 et montrer que

k
pour tout entier naturel non nul k : P(X =2k +1) = (lié)

(X =5) signifie qu’au cinquieme tirage, on a obtenu deux boules de méme couleur :
= soit 2 rouges et par suite, on a tiré une blanche au premier tirage puis une rouge puis une
blanche .
= soit 2 blanches et par suite, on a tiré une rouge au premier tirage puis une blanche puis une
rouge .

et par suite (X = 5) est la réunion des événements incompatibles (B,NR,NB;NR,NRs) et
(RiNB,;NR;NB,NBs)
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pour tout entier k£ > 1
(X =2k+1) signifie qu’au 2k + 1-ieme tirage, on a obtenu deux boules de méme couleur :
soit 2 rouges et par suite le tiragesera:
‘boules |Bl ‘Rz ‘ ________________________________________________________ | Ry s ‘ Byi1 ‘ Ry ‘ Rai1 |
tirages 1 2 2k-2 2k-1 2k 2k+1
Donc on a alternance de boules rouges et blanches durant 2k—1 tirages en débutant par une blanche et
par suite, on aura une boule blanche de plus c’est a dire &k boules blanches tirées et k-1 boules
rouges tirées
donc dans ce cas, on a tiré k boules blanches et k-1+2=k+1 boules rouges

k3 \k+1
Donc la probabilité de cet événement est p; = (%) (Z) car il y a remise et par suite les tirages sont

indépendants.

soit 2 blanches et par suite le tiragesera:
‘boules |R1 ‘Bz ‘ ________________________________________________________ | By ‘ Ry o ‘ By ‘ By |
tirages 1 2 2k-2 2k-1 2k 2k+1

Donc on a alternance de boules rouges et blanches durant 2k—1 tirages en débutant par une rouge et
par suite on aura une boule rouge de plus c’est a dire k boules rouges tirées et k-1 boules blanches
tirées

donc dans ce cas, on a tiré k boules rouges et k-1+2=k+1 boules blanches

k/q\k+1
Donc la probabilité de cet événement est p,= (%) (Z) car il y a remise et par suite les tirages sont

indépendants.

et par suite (X = 2k +1) est la réunion des événements précédents incompatibles.

P(X=2k+l)=p1+p2

-6 +(

k
Conclusion : Pour tout entier naturel nonnul k : P(X =2k +1) = (i) .

16
+ 0 +o
4- Calculer les sommes S;= » P(X=2k) et $,= Y P(X=2k+ 1). Vérifier que S, + $,=1.
k=1 k=1
sous réserve de convergence
T — k-1 — k-1 <
_ _ _ S(3 YV _5 3y _ 3 3y
Sl_zp(x_zk)‘ZS(m) 8 2(16) n=k-1 82(16)
k=l k=1 k=1 n=0

Z(%) est une série géométrique convergente car —1 < 13_6 <1

n=0
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5.1 10
Conclusion :S,= ZP(XZZk) (13_6) =3 X5 13"
k=1 _—
3 + k1 3 + o
3 V.3 3y - 3 3V
Sz—ZP<X 2+ 1)= Z( )= () e ie)
k=1 n=0
+ o0
et on a vu que (i)n = 16
16 13
n=0
< 3.16_ 3
3Y_ S
Conclusion : S, = ZP(X 2k+1)= (16) = 16%13"13
k=1 _—
10 3 _
etonaS;+ S, = 13+13 1
+o0
5- Calculer I’espérance de X. On rappelle que ka"’lz ! )2 si—1<x<l.
-X
k=1

+ o0
E(X)=YkP(X=k)
k=1
11 faut distinguer les pairs et les impairs ainsi on a sous réserve de convergence

E(X)= ka(X: k) = kaP(X: 2k)+ +ZDD:(2I<+1)P(X: 2k+1)

k=1 k=1 k=1
SYOkP(X =2k S o2 10+wk 3\ Smk 3\
Sakpx=20= D 2kE () =PI HFE) =3 D M)
k=1 k=1 k=1 k=1

k-1
E k(l%) est une série convergente comme dérivée de la série géométrique et —1 < 3 <1

16
k21
N e | 162
3\ - _ 167
k=1 16
+ 0
S 16 _ S5x16x4x4 _ 320
2kP(X=2k) = =
kZI: ( )= 4 132 4x132 169
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+f:(2k+1)1v(x:2k+1) - i(zm 1)(13—6)k

k=1

i k i k
_ 3 3
'2§:“A6>+ M>
k=1 k=1
+ + o0

+ o
— a3 3\
= 2X 16><Zk(16 +S;
k=1
316 3 < E116?2
_ Ay 3 167 3 3\ _16
=X 132 T 13 W Zk(m) 132
k=1
_ 616+313
169
_ 135
169
pc 135
> (2k+1)P(X=2k+1) = 169
k=1
Conclusion : E(X) existe et
+ +
a _ _ _ 320 135 _ 455 _ 35x13 _ 35
E(X) = ZZkP(X—Zk)+ Z(2k+1)P(X—2k+1)- 169+ 169~ 169 — 13x13 ~ 13

k=1 k=1

Exercice 2:ESCP 2012

Dans tout I’exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.

On note f, la fonction définie sur R par f,(¢)= { n(1-n"" S? O<r<1
" " 0 sinon

1- a) Calculer f ' (ndi
0

t —n(1-1)"" est continue sur [0 ;1] comme composée de fonctions continues donc admet des
primitives

folfn(t)dt = [—n a;l_f)n} ! :[_(1_01 (1) 0 D=1

0

1

Conclusion : f [.()dt=1
0
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b) Montrer que la fonction £, peut étre considérée comme une densité de probabilité.

t —0 est définie, continue et positive sur R comme constante donc sur |—o ;0[ et sur ]1 ;+o0[
t —n(1-1)"" est continue sur R donc sur [0 ;1] comme composée de fonctions continues
Deplus Ve [0;1],1-1>0etn>0donc n(1-1)""'>0

fo f.(t)dt converge et vautOcar Ve ]—o ;0[ , f(z)=0
1 .
f f.(t)dt = 1 d’apres la question précédente
0

fmfn(t)dt converge et vaut O car V ¢ € ]1 ;+oo[, f(£)=0
1

donc f““fn(t)dt converge etf““f,,(t)dt:fo fn(t)dt+flfn(t)dt+f+Oofn(t)dt:0+1+0:1
—® —w —w 0 1

Conclusion :
[ est continue sur R sauf peut étre en 0 et en 1
[ est positive sur R

f+mf(t)dt converge et f+oof(t)dt=1

Donc f est une densité de probabilité

On note X, une variable aléatoire admettant f, comme densité et on désigne par F, la fonction de
répartition de X, .

0 six<O
2- a) Vérifierquel’ona: F,(x)= 9y 1-(1-x)" si0<x<1
1 six>1

VxeR, F(x):P(XSx):f" f(t)dt

Six<0,F(x)=0carVte R f(¢)=0

Sio<x<1 ;F(x):fx f(z)dz:f‘) f(t)dt+fxf(t)dt:0+[—(l—t)”} 0 = 1-(1-x)"
— o — o 0

Six>0,F(x):fx f(t)dt:fo f(t)dt+flf(t)dt+fxf(t)dt:0+1+0:0
Y — o 0 1

0 six<0
Conclusion: Vx e R, F,(x)=7 1-(1-x)" si0<x<1
1 six>1

b) On considere 1’équation F,,(x):%. Montrer que cette équation admet une unique solution,

notée M, , que I’on calculera en fonction de n.

0+ % etl+# % donc I’équation Fn(x):% ne peut étre résolue que si x € [0 ;1]

de 1—(1—x)":%
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il vient (1-x)"=1-

1
2

=

Deux méthodes pour résoudre cette équation

Méthode 1 : utilisation de In et exp
1

1 n’est pas solution de 1’équation car (1-1)" # 5
In((1-x)") :1n(%) car V x e [0:1], (1-x)" >0
nin(1-x) = —In2

In(1-x)= —In2 car n #0

2
l-x=e
2

x=1-e "

beaucoup pense que la question est terminée. Cependant, on a résolu cette équation avec la
condition x € [0 ;1[. Reste a vérifier.

—In2 ~In2 )
<0donce " <1 car x — e~ est croissante sur R

VYn22,

1 _1
de pl >2alors — < =
eplus n aorsn >

.. —In2 _ —In2
par suite 2 car —-In2<0
—hn2 —hn2
e " =e ? car x+— e*estcroissante sur R

—In2 ,% t
ore > =(eM) =2 °=

1

\2

t%hh‘

=2 1
dolle " 2 —
\2
—In2

par suite — e " < —

1
\2
2 1

donc l-¢e " £ 1-—<1
\[2
donc 0<x <1
—In2
Conclusion : L’équation F,(x)= % admet une unique solution M,=1-e¢ * € [0 ;1]

ieme

Méthode 2 : utilisation de la racine n
(1-x)"=
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T

x=1- >

attention, il faut vérifier que 0 < x <1

¢) Etudier la convexité de la fonction F, sur Iintervalle [0 ;1]

Vxe [0;1], F(x)=1-(1-x)"

F, est dérivable sur [0 ;1] comme composée de fonction dérivables
Vxe [0,1], F(x)=—(n)(=D(1-x)"" = n(1-x)""

F', est dérivable sur [0 ;1] comme composée de fonction dérivables
Vxe [0,1], F" (x)=n(-1)(n-1)(1-x)"*=—n(n-1)(1-x)"*
Vxe[0:;1],Vn=2, —n(n-1)<0etVxe [0;1] >0donc F",(x)<0

Conclusion : F, est concave sur [0 ;1]

d) Tracer la courbe représentative de F, dans le plan rapporté a un repere orthonormé. Placer le
réel M, sur ce graphique.

0 six<O
VxeR, Fy(x)=1 1-(1-x)?=-x2+2x Si0<x<1 etM,=1-—
1 six>1 \/E

12 7777

3- a) Onnote E(X,) I'espérance de X,. Montrer que E(X,,) = -

n+1
® 1f(1)dr =0 car V 1 €]— 0 ;0[, f(1)=0

fo tf(t)dt converge et f

— 0 —

fﬂo tf(t)dt converge et f+w tf(t)dt =0carVre]l ;+oof, f(£)=0

1 1

fl tf(t)dr= fl nt(1-1)" 'ds

0 0
On pose

u(t) =t w(r)=1

v () =n(1-)"" v(t) = —n(l;—”nz—(l—t)"
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Les fonctions u et v sont de classe C' sur [0 :1].
La formule d’intégration par parties donne :

fol tf(£)dt = [—t(l—t)"} ;—fol ( —(l—t)”)dtzo—[(l,;t—ﬂﬂ} :):_(O_nil): nJlrl

Conclusion :

E(X) existe et E(X)= f Y if(t)de= f " tf(t)de+ f 'ef(tyde+ f Y i) =0+ —— 40=—1
—w Cw 0 1 n+1 n+1
b) Calculer la variance V(X,) de X, en fonction de n.
fo 12f(¢)dt converge et vaut O car ¥V t € ]— oo ;0[, f(£)=0
fﬂo t2f(¢)dt converge et vaut O car V £ €1 ;+ o[, f(1)=0
1
f '2f(1)di= f (-0 de
0 0
On pose
u(t) =12 u’(t) =2t
, n-l __ . a-n"_ n
v (t)=n(l-1) v(f)=—n"—====(1-1)
Les fonctions u et v sont de classe C' sur [0 ;1].
La formule d’intégration par parties donne :
1 1 1 2 2
12f(t dtz[—tz 1-t ”J +2f (1-0)")dt =0+ ——E(X,, )= ————
RIS (= | +2f (e A EXe) = o
car [ (1(1-0ydr = —— (" ((n+DiA-1ydi= ——E(x
_ = n _ - 1
fo n+1 fo nt1 D)
Conclusion :
E(X?) existe et E(X? :f”ﬁ t dt=f0 £2f(t)dt fltz t)dt f”ﬁ Hdf=—2
(X7) existe et E(X") B f(2) » f(t) +0 f(t) +1 f(2) D32
2 1 V_2(rn+1)-(rn+2) n
V(X)=E(X)~(E(X))*= _( ): _
(OSEE)(EE) (n+1)(n+2) \n+1)  (n+1)’(n+2) (n+1)*(n+2)

4- Onpose Y,=—In(1-X,) et on admet que Y, est une variable aléatoire a densité.
On note G, la fonction de répartition de ¥,
a) Exprimer pour tout x réel, G,(x) en fonction de x et de n.

Vxe R, G(x)=P(—In(1-X,)<x)
= P( ln(l—Xn)Z—x)

= P(1-X,2e™ ") car x — e* est croissante sur R
=P(X,<l-e™ ™)
=Fn(1_eix)

Sil-e*<0s e *>1 < — x>0 car x — In(x) est croissante sur R’
< x<0
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alors G,(x)= 0
Si0<l-e*<1ex20alors G (x)= 1-(1-(1-e ) "'=1-e ™

0 six <0

Conclusion :V x € R, G,,(x)={ 1—e n si x >0

Remarque: Vxe R, 1-e-*< 1

b) Reconnaitre la loi de Y,

On reconnait G, comme fonction de répartition de la loi exponentielle de paramétre A = n

Conclusion : Y, suit &(n)
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