Devoir maison : dérivations et limites - correction

Exercice 1: Un peu de musculation

1. Donner la dérivée, la tangente en 1, la limite en 0 et en +o0o de la fonction :

{105 +oo[— R
f: {x — (z + In(z))e™™

2. Donner la dérivée, la tangente en 1, la limite en 0 et en +oo de la fonction :

R\ {-1} —R
f: . re
(1+2)?

3. Donner le domaine de définition, la dérivée et les limites aux bornes du domaine de définition
de la fonction = — In(In(x)).

4. Donner la dérivée, la tangente en —1, la limite en 0 et en +o0 de la fonction :

R\{—%}—HR
[ 72
me

5. Donner le domaine de définition, la dérivée et les limites aux bornes du domaine de définition
de la fonction z — /In(x).

6. Donner le domaine de définition, la dérivée et les limites aux bornes du domaine de définition
N3

241

de la fonction z —

. [z +1 : e e L
7. Tracer la fonction z — ) (domaine de définition, dérivée, tableau de variation avec
x

calcul des limites).
8. Etudier la limite en 07 et en +oo de la fonction z +— In(z) + —
x
9. Calculer la limite en +oo de la fonction z — e** — e* — .
>4 x—2
1 —a?
itz +1
x2+2

10. Calculer la limite en 1~ et en 17 de la fonction =z —

11. Calculer la limite en 0 et en +oo de la fonction z —

Correction :



. La fonction f est dérivable sur D; =]0; +o0[ comme somme et produit de fonctions dérivables sur
Dy. Pour tout « € Dy :

;)e_x —(z+1In(x)e ™ =e"(1+ i —z —In(x))

Pour calculer la tangente en 1 on calcul f(1) et f'(1) :

1
1)=-
£1) = -
ffy=et*14+1-1-0)=~
e
donc la tangente en 1 est donnée par :
1 1 =z
=f(1)(z—-1 H=-(zz—-1)4-=-
Y= =1+ f0) = (r =1+ ="
Pour la limite en 0 on a :
lim z + In(z) = -0
0T donc lim f(z) = —o0
lim e™* =1 z—0+
z—07t

En 400 le terme entre parenthese (z + In(x)) tend vers +oo et e tend vers 0. Il y a donc
une compétition et il faut utiliser les croissances comparées. On développe : (z + In(z))e ™ =
ze* 4 In(z)e *. Ainsi :

lim ze ™ = 0 par croissance comparée

T—r+00 :
_ Y _ ) donc lim f(z)=20
hrJlrn In(x)e™ = 0 par croissance comparée @— 400

T—r1+00

. La fonction f est dérivable sur Dy = R\ {—1} comme quotient de fonctions dérivables dont le
dénominateur ne s’annule pas sur D;. Pour tout z € Dy :

(e —ze ™) (1 +2)? — xe"2(1 + )

/ —
f (.T) - (1 +.T)4
(e —ze ™) (1+x)—2ze™™
B (14 z)3
et tze T —pe T —xfe”" —2ze"
N (1+x)?
et —afe —2ze "
B (1+x)3
el —a2®—2x) —e"(2®+2x-1)
(I+z)3 (14 )3
Pour la tangente en 1 on calcul f(1) et f'(1) :
1
1) =—
)= o
—e1(14+2-1 -2 -1
py——<4t2-h -2 -l
(1+1)3 8e  4e

2



donc la tangente en 1 est donnée par :

1 1 _ 1
yzf’(l)(x—1)+f<1):—g(x—1)+ﬂz4i:+%

La fonction f est continue en 0 donc la limite en 0 est donnée par f(0) = 0. En 400 on a :

lim ze™® = 0 par croissance comparée

Toree ) donc lim f(x)=0
lim (1+x)* =400 z—00

T—+00

Pour finir si on avait voulu calculer la limite en —1 :

lim1 re U= —e
T—— . _
o 14+ 2 e 990 1 J(0) = =20
rz——1
. Soit f:a — In(Iln(x)).
c Do x>0 - x>0
x
/ In(z) >0 x > e’ = 1 par stricte croissance de la fonction exponentielle

Ainsi Dy =]1;+o00]. La fonction f est dérivable sur D; par composition. Pour calculer f’ on
introduit la fonction u(z) = In(x). Pour tout = € Dy :

1
u'(x - 1
Ploy=" = e
w(z) In(z) aln(z)
Pour la limite en 17 on a :

lim, In(z) = 0"
vl donc lim f(z) = —o0
lim In(u) = —o0 o1t
u—0+

et en 400 :
lim In(z) =400

T——+00 .
d 1 =
1_1}1}_1 ln(u) — +oo one $—1>I—Poo f(ZE) +OO

3
. La fonction f est dérivable sur Dy = R\ {—2} comme quotient de fonctions dérivables dont le

dénominateur ne s’annule pas sur Dy. Pour calculer la dérivée on pose : u(z) = 2% et v(z) =
(22 4+ 3)? et w(z) =22+ 3. On a v/(x) = 27 et

V(2) = (w(x)?) = 2w (2)w(r) = 2(2)(2z + 3) = 4(2x + 3)

Ainsi, pour tout z € Dy :

22(2z + 3)* — 2%4(2x + 3)
(22 + 3)*
22(2z + 3) — 42
(22 + 3)3
6x
(22 +3)
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Pour calculer la tangente en —1 on calcul :

=g =e !
/ _ —6 -
f(_l)_(—2+4ﬂ3_' 0

donc la tangente en —1 est donnée par :
y=f(-)@+1)+ f(-1)==6(x+1)+1=—6x—5

Pour la limite en 0 la fonction est continue en 0 donc la limite vaut f(0) = 0. En +o0 il s’agit
qu'un quotient de polynéome donc on regarde les termes de plus haut degré :

x? . x? 1

A G e e 12 T 1

. Soit f:ax— y/In(z).

{x>0 {:E>0
CL’GDf<:>

In(z) >0 r>1

Donc Dy = [1;4o00[. Attention ici la fonction @ — /z n’est pas dérivable en 0 donc on dérivera
f sur |1; +oo[. La fonction f est dérivable sur |1; +oo[ par composition. On pose u(z) = In(x) et
pour tout = €|1; +o0] :

1
1 u'(z) P 1
F(x) = (uw(@)V?) = 2 (z)u(z)/>' = oz
La fonction f est continue en 1 (par composition de fonctions continue) donc la limite vaut f(1) =
0. En +o00

lim In(z) = +o0

Tr——+00 .

donc lim r) =400
liIJP Vu = 400 xi+mf( )
U—>+00

Vv
x?+1
10; +00[ comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas. Pour tout
x €]0; 4o00] :

. Soit f i

. Le domaine de définition est D = [0; +oo]. La fonction f est dérivable sur

(a2 +1)2 T2z 1) 2ya(a? + 1)

La fonction f est continue en 0 donc la limite vaut f(0) = 0. En +oo le numérateur et le dénomi-
nateur de la fonction tendent vers +oo, il faut donc factoriser :

1 2
f() = o e TV VIR e i) s

1/2-2 —3/2
fla) = VE1 == 1::x 1
2
donc :

hl;Irl 3% =0

T—r+00
donc lim f(z)=0

lim 1+ —=1 Treo

T——+00 1’2



7. Soit f:x—
oit f:x o
:1:+1>0 :l:+1>0
reDy&s i +2 7 Sqr+2 7
r+2#0 x # =2

1
Pour étudier le signe de Tt on fait un tableau de signe :

x —00 -2 -1 +00
x+1 — - O +
T+ 2 - 0 + +
s 1 I
Ainsi Dy =| — 00; —2[U[—1; +0o0.

z+1

La fonction x +— est dérivable sur Dy comme fraction rationnelle avec un dénominateur qui

x
ne s’annule pas sur Dy. Par composition la fonction f est donc dérivable sur | — oco; —2[U] — 1; 400

(on enléve les endroits ou le terme dans la racine s’annule car la fonction racine n’est pas dérivable

1
en 0). Pour dériver f on introduit la fonction u(z) = sc_::_—2 Pour tout x €] — 00; —2[U] — 1; +0o0] :
T

2) — 1 1
vy~ @D =)
(x+2)2 (x+2)2
Ainsi pour tout = €] — oco; —2[U] — 1;400] :
1
u'(x) T+ 2)? 1
f’(x):2 - x+)1: z+1
Vul@) 2 2(x + 2)2
T+ 2 T+ 2
Puisque (z +2)% > 0 et n > 0 sur Dy on en déduit que f est croissante sur | — oo; —2[ et
x
sur | — 1;+oo] (Attention : ne pas dire que la fonction est croissante sur Dy, elle est

croissante sur chaque morceau de son domaine de définition).
Au niveau des limites on a :

1
lim 2 Rk 1 on prend les termes de plus haut degré
z+oo 1 + 2 donc lim f(z) =1
lim Vu=1 peo
u—



Le méme raisonnement en —oo donne lim, , ., f(z) =1. En —2 on a :

lim z4+1=-1
T——2"

lim 24+2=0"
T——2" .

T+ 1 donc lim f(z) =400

lim = 400 =2
z——2— T + 2

lim /u = +o0

Uu——+00

Remarque 1. Toujours vérifier que les limites ont un sens. On a vu que la fonction était croissante
donc obtenir lim, , o f(x) = —oc0 est impossible par exemple. Ici le résultat est cohérent.

La fonction f est continue en —1 donc la limite vaut f(—1) = 0. On peut maintenant donner le
tableau de variation :

signe(f’(x))
var(f(x))

4
3
2
1 | =
/
=sHHHRrHH=eHH=5H-H=4HH=sHH=eHH o 1 2 3 4 5 6 7 8
-1
-2
8. Soit f:z +— In(x) + 916 Ici en 07 il y a une compétition car lim,_,o+ In(z) = —o0 et lim, o+ ; =

+00. On doit donc factoriser par le terme dominant qui est ici — :
x

In(z) + i_ = ;_ (1+zln(z))

Ainsi :
o1
lim — = 400
z—0t ¥ donc lim f(z) = +o0
lim In(z) = 0 limite de référence 20T
z—

En 400 il n'y a pas de difficulté et lim, . f(z) = +o0.
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9.

10.

. 2 . . . s ey .
Soit f :x — ¥ —e® — x. Ici aussi, en 400, il y a une compétition. On factorise par le terme
. N o« . 2
dominant qui est ici ¢*". On a :

Le terme 2 tend vers 0 par croissance comparee en +00. Si on veut se ramener a une croissance
e

comparée standard on utilise la majoration suivante, pour tout x > 1 :

x . ,
< — — 0 par croissance comparée

2
e® > e” donc
e’ +oo

er?

CC—:E2

Ainsi par comparaison on a bien lim,_, . — = 0. Pour le terme e on met x en facteur :
e

T — ex(lfx)
Ainsi
lim z =40
T—r—+00
lim 1—-2z=-00 donc lim ¢*1=2) =0
T—+00 z—+00
lim z(1 —z)=—o00
T—>+00
Finalement : .
. 2
lim 1—-¢e""" —— =1
T—+00 et

donc lim f(z) = +o0
lim e = +o00 T—oo
T—r—+00

La difficulté ici provient du fait que le numérateur et le dénominateur s’annule lorsque x = 1. Il y
a donc une compétition. On propose deux méthodes.

Méthode 1 : On sait que si 1 est une racine d'un polynéme P alors (z — 1) divise P. On peut
donc factoriser par (z — 1) le numérateur et le dénominateur. On a :

4 r—2=(r—1)(z+2)
1—2>=(1—-2)(1+z)

Donc

On peut alors calculer la limite :

lim z +2=3

v 3
rz—1 :
d 1 =——
lim —(142) =2 done m J@) =5
r—1~
La limite en 17 est identique, ainsi lim, ,; f(z) = —5

Méthode 2 : Pour étudier une limite lorsque x tend vers un point a € R* on peut se ramener a
une limite en 0 en posant = a + h et en regardant la limite lorsque h tend vers 0.

On applique cette méthode, on pose x = 1 + h, la fonction f devient :

(1+h)2+(1+h)—2 1+4+2h+h*+1+h—2 h* + 3h
=f(1+h)= = =
@)= J(1+h) 1— (1+h)? 1—1-2h—h? (h? + 2h)




Méthode 0.1: Calculer la limite d’une fraction rationnelle en zéro

P(z)

Q(x)

polyndmes on factorise par les termes de plus bas degré. Par exemple si on veut calculer la

Pour calculer la limite d’une fonction de la forme en zéro ou P et () sont deux

limite de 3 en zéro on a :
3 + 3x
4z ze+1) 1+z
3+3r z(3+22) 3+a2
Ainsi
lIml+z=1 2 1
o=0 ) donc lim — T2
lIm3+a2°=3 =013 + 3¢ 3
x—0
On obtient donc ici :
h? + 3h h+3

—(R2+2h)  —(h+2)

On calcul alors la limite lorsque A tend vers 0 et on retrouve la limite précédente :

. : h+3 3
iy () = lim —(h+2) 2
. 2 ar+1 . . . .
11. Soit f : = — EPCE R La fonction f est continue en 0 comme fraction rationnelle dont le
x
1
dénominateur ne s’annule pas en 0. Ainsi lim,_, f(z) = f(0) = 7

En 400 on rappelle la méthode :

Méthode 0.2: Calculer la limite d’une fraction rationnelle en ’infinie

()

Pour calculer la limite d’une fonction de la forme en oo ou P et () sont deux

Q(x)

polyndmes on regarde les termes de plus haut degré. Par exemple si on veut calculer la

limite de en +oo on a :

23 + 3z

2+ . x? 1
im = lim — lim — =0
z—+oo 13 + 3z z—+oo 3 x—+oo

Ici on obtient :
. 4 ar+1 . x? . 9
Ilm ———— = lim — = lim 2=+
z—+oo 242 z—4oo 12 x—>+00



