E.C.P.1-Jean PERRIN

Fonction logarithme népérien
Exercices

Simplification d’expressions utilisant In|

% Exercice 14.1

Exprimer en fonction de In(2) les réels suivants :

1. A=In(8) 2. B=In(2¢°) 3. C=2In(4)-In(4¢?)
Correction :

Rappel : In(a”): nin(a)

1. A=In(8)=In(2°)=3In(2).

Rappels : In(axb)=In(a)+In(b) et In(ex):x

2. B:In(2e3):In(2)+|n(e3):ln(2)+3.
3 C=2In(4)-In(4¢?) =2In(2*)~(In(4)+In(e’))

& C=4In(2)-In(2*)-In(e’)=4In(2)-2In(2)-2=2In(2)-2

% Exercice 14.2

Exprimer plus simplement les réels :

1. In(ez") 2. In(ZeX)
Correction :
1. In(ezx) = 2X

2. In(2ex)=In(2)+|n(e"):ln(2)+x
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lInéguations utilisant In|

% Exercice 14.3

Résoudre les inéquations suivantes :

1. In(x+3)>In5 2. In(x)>1 3. In(x)<2
Correction :
Rappel : In(a)<In(b)

& a<b

Le symbole « < » peut étre remplacé par « <» ou « > » ou « > ».

1. In(x+3)>In5
& X+3>5
= X>5-3
& X>2

2. In(x)>1
= In(x)>In(e)
= X>e

3. In(x)<2

= In(x)sln(ez)

o x<e?

% Exercice 14.4

Résoudre les inéquations suivantes :
1. 3">10° 2. 0,7"<10™*

Correction :

1. 3" >10°
& In(3")2In(10°)
< nin(3)=6In(10)

6In(10)

In(3)

& nz=

car In(3)>0 (In3~11)
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0,7"<10™
& In (o, 7”)s In(lO"‘)
o nin(0,7)<—-4In(10)

. —41n(10)

*Tn(0.7) car In(0,7)<0

A * Exercice 14.5

1.

Calculer les limites suivantes :

Opérations classiques (somme, produit, ...) :

a) lim (x2+|nx) b) lim x’Inx ¢ |im(x2—|nx)

X—>+0 X—>+00 x—0

Composition : lim In(l+1j

X—>+00 X

3. Formes indéterminées :
. . Inx
a) lim (x-Inx) b) lim —
X—>+00 X—>40 X
Correction :
1. a)
« lim x? =+o0 | par somme de limites,
X—>+00
e lim Inx =400 lim (X2+|nX):+oo
X—>+00 X—>+00
b)
« lim x® =+c0 | par produit de limites,
X—>+00
e lim Inx=+4c0| lim x?INx=+o0
X—>+00 X—>+0
c)
« limx?=0 par somme de limites,
x—0
. Iim(—lnx):—oo |im<X2—|nX):+oo
x—0 x—0
d)
« limIn x = —oo] par quotient de limites,
x—0 |
. . Inx
o limx=0" lim—= =—o0

x—0" x—=0 X

dy limnX

x—0 X



E.C.P.1-Jean PERRIN

2.
.1 . -
e lim =41=1 |Parcomposee de limites,
X—>+00 X ) 1
o limIn(X)=0 lim In(—+1]:0
X =1 ( ) X—>+00 X
3. a)
» lim x=+o0 par croissances comparees,
X—>+0
e lim—-Inx=-w lim (X—lnX):+oo

X—>+00 X—>+0

. Inx - . i )
b) lim — est une limite du cours a connaitre directement :
X—>+0 X

. Inx . ,
lim —— =0 par croissances comparées.

X400 X
On peut la « retrouver » ainsi :

« lim In x = +o0] par quotient de limites,

X Inx (explication : le « +c » du bas I’emporte)
o lim X=+w0 lim —=0
X—>+a0 X—>+0 X

Dérivées et études des variations

% Exercice 14.6

Pour chacune des fonctions suivantes :
a) Déterminer la dérivée
b) Etudier les variations

1 f(x)=In(x)+x 2. f(x)=In(x)-x 3. f(x)=In(x)-2x 4. f(x):ln(x)—%x2
5 f(x)=In(3x) 6. f(x)=In(-x) 7. f(x)=In(x-2) 8. f(x)=xIn(x)

9. f(x)=2 10, f(x)=x +1-2In(x)
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Correction :

1. Etude compléte de la fonction f définie sur ]0 ;+oo[ par: f(x)=In(x)+x.

Y¢ Limites :

« limIn(x) = —0 | par somme de limites, « lim In(x)=+o0| par somme de limites,
x—0 X—>+00

T _ lim(In(x)+x)=-o0 T _ lim (In(Xx)+X) =+
im0 [ B (in(<)+x) fim x=se [ (0GO+)

Rappel : il_r)rg)ln(x):—oo et lim In(x)=-0.

X—>+00

2 Remarque : la technique du « point, point, accolade » est LA technique la plus importante des limites.

% Dérivée :
1

f'(x)==—+1
(x) X+

Rappel : In'(x)=1 et 1>O car X & |0 ;o]
X X

¥ Signe de la dérivée et tableau des variations :
Etudions le signe de f'(X) :

f'(x)>0 comme somme de deux termes positifs sur |0 ;+o] .

On en déduit le signe de f'(X) puis le tableau des variations de f sur ]0 ;+oo[ :

x |0 +o
fl(x) +
+00
f 7
—00
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2. Etude compléte de la fonction f définie sur 0 ;+oo[ par: f(x)=In(x)-x.

Y Limites :

. !(ILT[} In(x)=—c0| par somme de limites, . X'LTPOO In(x) =+ | par croissances comparées,
o lim_ x — lim(In(x)—x)=—o o lim —y— _ lim (In(x)—Xx)=—o0
)I(ILT(]J x=0 x—>0( ( ) ) XILT)O X= -0 x—>+oo( ( ) )

Rappel : « +o0—o0 » est la seule forme indéterminée relative a 1’addition ou a la soustraction.

Y Dérivée :
1

f'(x)==—-1
(x)=>

\ 7 Remarque : ici, le signe de f'(X) n’est plus « évident ». Il faut alors factoriser, c’est-a- dire

réduire au méme dénominateur.

Remarque : on peut maintenant étudier le signe des deux facteurs.
¥ Signe de la dérivée et tableau des variations :
Etudions le signe de f'(X) :
e x>0 car Xxe0 ;0.

« () estdonc du signe de 1—x.

ij;;jzRemarque : ici, 1l est possible de poser I’inéquation

1-x>0= —x>2-1<x<1

On en déduit le signe de f'(X) puis le tableau des variations de f sur ]0 ;+oo[ :

a0 1 +00
fla)) + 0 -
-1
f 7 T
—00 —)




E.C.P.1-Jean PERRIN

3. Etude compléte de la fonction f définie sur ]0 ;+o0] par: f ()

In(x)—2x.

Y Limites :

» limIn(x) = —o0| par somme de limites,

x—0

Xx—0 x—0

Y Dérivée :
1 1-2x

f'(x)==—=2= .

(x)=7 "

« lim In(x)=-+o| par croissances comparées,

X—>+00

lim —2x=-w

X—>+00

¥¢ Signe de la dérivée et tableau des variations :

Etudions le signe de f'(X) :

e x>0 car xe0 ;o0

« () estdonc du signe de 1—2x.

1—2x20<:>—2x2—1<:>x£%

lim f (x)=—oo

X—>+00

On en déduit le signe de f'(X) puis le tableau des variations de f sur ]0 ;+oo[ :

I

0

+00

ED

-

f

.

Pl =

f(L)
T
—0

f(%): |n(%}-2x%= |n(%)-1=—|n(2)—1z—1,7.
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4. Etude compléte de la fonction f définie sur |0 ;+oo[ par: f(x):ln(x)—%xz.
¥ Limites :
. |in‘(l)|n(x)=—oo par somme de limites, ~ + lim In(x) =+ | par croissances comparées,

X—> X—>+0

S i L) 1 i e
.LIL]?)_EX =0 Llﬂ?)(ln(x) ZXJ 0 .JEPOO_EX - XILrIlw(In(x) 2x 0
¥ Dérivee :

-x* (1-x)(1+x
f/(x)zl_le X =( )( )
X X X

| Remarque : ici, on a factorisé grice a I'identit¢ remarquable @’ —b? =(a—b)(a+b). Il aurait

été possible de passer par A mais ¢a aurait été maladroit.

¥ Signe de la dérivée et tableau des variations :
Etudions le signe de f'(x) :

« x>0 car Xe 0 ;0.
e 1+x>0car xe|0;+o0].

« () estdonc du signe de 1—x.
1-x20—Xx=2-1x<1

On en déduit le signe de f'(X) puis le tableau des variations de f sur ]0 ;+oo[ :

ro (0 1 +o0
flz) + ¢ —
—1
f — 2\\
—00 —00
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5. Etude compléte de la fonction f définie par : f(x)=1In(3x).

¥ Ensemble de définition :

Remarque : il s’agit d’une fonction composée de la forme In (U) . Elle est définie pour u>0.

3x >0« x>0. fest donc définie sur ]0 ;+00[ .

Y Limites :
»lim3x =0 par composée de limites, * lim 3x=+0 | par composée de limites,
.)I(iinoln(X):—oo )I(l_r)Tg)f(X):—oo .X|i_)rr+]oo|n()():+oo XI_I)TOOf(X):_'_OO
% Dérivée :
[; u’
Inu) =—.
(Inuy =
1
Donc f’( )=i=—.
33X X

¥ Signe de la dérivée et tableau des variations :
Etudions le signe de f'(x) :

f'(x)>0 car xe]0;+o0].

On en déduit le signe de f'(X) puis le tableau des variations de f sur ]0 ;+oo[ :

x o0 +o0
f(x) +
+00
f 7
— 0
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6. Etude compléte de la fonction f définie par :  (x)=1In(-x).

¥ Ensemble de définition :

Remarque : il s’agit d’une fonction composée de la forme In (U) . Elle est définie pour u>0.

—X>0<> x<0. fest donc définie sur ]—00 ; 0[ .

Y Limites :

e lim —x=+o0 par composée de limites, ° )I(|_r)r(1)— x=0 par composée de limites,

X—>—0
'leTwln(x):+°° X'Lf[\wf(x)=+oo .)|(iin0|n(x):_oo !(I_r)T(l)f(X):—oo
Y Dérivée :
u!

(Inu) =—.

u
_i.1

Donc f'(x) b

¥ Signe de la dérivée et tableau des variations :
Etudions le signe de f'(x) :

f'(x)<0 car xe ] ; 0[.

On en déduit le signe de f'(X) puis le tableau des variations de f sur |- ; 0 :

r |—oo 0
fi(x) -
+00
f ~
—00




D)

c

©))

E.C.P.1-Jean PERRIN

7. Etude compléte de la fonction f définie par : f(x)=In(x-2).

¥ Ensemble de définition :

Remarque : il s’agit d’une fonction composée de la forme In (U) . Elle est définie pour u>0.

X—2>0<«<> x> 2.festdonc définie sur ]2 ;+00[.

Y¢ Limites :

'!(L”;X—ZZO par composée de limites, 'X|_iH‘wX—2:+°° par composee de limites,
T _ limf (x)=— T _ lim f(x)=+
fimin(X)=—of ~ JBIC)="0 e fim In(x) =] N T () =0

Y Dérivée :

' U, 1
Inu) =< Donc f'(x)=——.
(Inu) ' onc (x) 5

¥ Signe de la dérivée et tableau des variations :
Etudions le signe de f'(X) :

f'(x)>0 car x>2.

On en déduit le signe de f'(X) puis le tableau des variations de f sur ]2 ;+o] :

T |2 +o0
f'(x) +
+00
f 7
— a2
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8. Etude compléte de la fonction f définie sur 0 ;+oo[ par: f(x)=xIn(x).

Y Limites :
Par croissances comparées, lim xInx =0 (c’est une limite du cours).
x—0

« lim x=+c0 | par produit de limites,

X—>+00

e lim In X = +o0 lim xInx=+w

X—>+00 X—>+o0

Rappel : « Ox oo » est la seule forme indéterminée relative a la multiplication.

% Dérivée :

(u xv)' =u'v+V'u, donc :

f'(x):(l)x(unx)+(1jx(x):|nx+1.

X

Remarque : attention & bien reconnaitre le produit « uv ». Ici, u(x) =X et v(x)=In(x).

¥ Signe de la dérivée et tableau des variations :
Etudions le signe de f'(X) :

Remarque : ici, on pose directement 1’inéquation.

Inx+1>0
= Inx>-1

4 1 . : : :
= x>e == car la fonction exponentielle est strictement croissante sur R .
e

On en déduit le signe de f'(X) puis le tableau des variations de f sur ]0 ;+oo[ :

(0 rl +oo
flo)) - 0+
. )] — + o
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9. Etude compléte de la fonction f définie sur |0 ;+oo[ par: f(x)= Inx,
X

Y Limites :
In x
X
o limIn x = —o0| par quotient de limites,
x—0 |
. . Inx
o limx=0" lim—= =—0
x—0" x=0 X

00 0 o _
Rappel : « 0 =00 » et « — =0 » ne sont pas des formes indéterminées.
o0

Remarque : lorsqu’une limite comporte une « division par 0 », on doit faire attention au signe du
dénominateur.

. Inx . , , .
lim — =0 par croissances comparées (c’est une limite du cours).

X—>+0 X
£
(£DON ¢ © 0 o e
) Rappel : « — » et « — » sont les deux formes indéterminées relatives a la division.
¢ Dérivée :
1
' = Ix(x)—=(1)x(Inx
u u'v-v'u , (x) () =(2)(Inx) 1-Inx
—| =———,donc: f'(x)= > =—.
Vv Vv (x) X
A2
V60 Y. 4 C L . . u .
|~/ (. Remarque : attention a bien reconnaitre le produit « = ». Ici, u(x)=In(x) et v(x)=x.

¥ Signe de la dérivée et tableau des variations :
Etudions le signe de f'(X) :
e x?°>0car x>0.

« () estdonc du signe de 1-Inx.

1-Inx>0.
= —Inx>-1
= Inx<1
& x < e car la fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

On en déduit le signe de f’(X) puis le tableau des variations de f sur ]0 ;+oo[ :
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x| 0 (& +o
flo) + 0 -
1
f _(xlx'“” \"D
ot

10. Etude compléte de la fonction f définie sur ]0 ;+oo[ par: f(x)=x*+1-2In(x).

¥ Limites :

. leg(]) x?+1=1 par somme de limites,
; _ lim f (x) =+

-ilgg)—Zln(x)_+w am (x) = +o0

. 2 . .
o lim x“+1=+00 par croissances comparees,

X—>+0

. X|_i)r1100—2|n(x):—oo X'_')Tw f (X)=+°O
% Dérivée :

2_o 2(x%-1 _
fx)-2x 22072 (-1 _2(x-1)(x+1)

X X X X

¥ Signe de la dérivée et tableau des variations :
Etudions le signe de f'(x) :

e x>0 car xe0 ;o]
e X+1>0 car xe 0 ;4o .
« f'(x) estdonc du signe de x—1. x—1>0<>x>1.

On en déduit le signe de f'(X) puis le tableau des variations de f sur 0 ;+oo[ :

xr |0 1 +0o0
fof - 0 +
+00 +00
f \2,«""’,

f(1)=1°+1-2In(1)=1+1-0=2
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% Exercice 14.7

Soit g la fonction définie sur ]0;+oc[ par g(X)=Inx—x+1.

1. Etudier le sens de variation, puis le signe de g.
2. En déduire la position relative de C,, par rapport a la droite D d’équation y = x—1.

Correction :

Remarque : pour les limites, il est plus simple d’écrire (X) =Inx+ (—X +1) .

Y¢ Limites :

« limIn(x)= 00} par somme de limites,

x—0
e lim—x+1=1 lim g (x) = —0

x—0

. lim g(x)=-o0

X—>+00

e lim—-x+1=-w

X—>+00

« lim In(x) —+°0}par croissances comparées,

Y Dérivée :
1 1-x
! :——1:—
g(x) X X

¥ Signe de la dérivée et tableau des variations :
Etudions le signe de g'(X) :

e x>0 car Xe |0 ;o
« 9'(x) est donc du signe de 1-x. 1- x>0 —x> -1 x<1

On en déduit le signe de g'(X) puis le tableau des variations de g sur |0 ;o] :

v |0 1 +ox
g'lz)| + l]ll -
0
g T T
—00 —0)

g(1)=In1-1+1=0.

¥ Signe de la fonction g :
D’apres le tableau des variations de g, § (X) <0.
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2. On souhaite déterminer la position relative de la fonction f(x)=In(x) et de la droite

d’équation y =x-1.

Pour déterminer la position relative de la courbe d’une fonction f(X) et de la droite

d’équation y=ax+b :

® Oncalcule f(x)—(ax+b).

@ On détermine le signe de f (x)—(ax+b).

> Si f(x)—(ax+b)>0 alors C (la courbe de f) est au-dessus de D (la droite).

Si f(x)—(ax+b)<0 alors C est au-dessous de D.

f(x)=(x-1)=In(x)-x+1=g(x).
Or, d’apres la question précédente, g (X) <0.

On en déduit que C,, est au-dessous de la droite D.

* Exercice 14.8
Soit la fonction f définie sur ]0 ;+oof par : f (x)= L .
X

On désigne par C, sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O i, ])

1. Déterminer la limite de f en O, puis en+oo.
. Etudier le sens de variation de f.

2
3. Démontrer que I’équation f (X)=0admet une solution unique x, dans ]0 ;+o[ .
4. Testlatangente a C, au point d’abscisse 1.

a) Déterminer une équation réduite de T.
b) Etudier le sens de variation de la fonction g définie sur 0 ;-+oof par :

g(x)=%—lnx+2x—3.

c) En deduire la position relative de C, par rapportaT.
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Correction :
1.
1 __ .1 .
o lim ==+ | par somme de limites, o lim==0 par somme de limites,
x—0" X A X—+00 X .
. lim f (x) =+o0 . lim f(x)=—o0
e lim—Inx =+ X—0 e lim—Inx=-co| 5w
x—0 X—>+00
1 1 1+x
2 (X)=p =
X° X X

« x?>0 car un carré est toujours positif.
e 1+x>0car x>0.

« Onen déduit que f'(x)<0.

On dresse le tableau des variations de f sur |0 ;0] :

x |0 +oo
fl(z) =
-+
f ~
=00

Pour montrer que 1’équation f (x) = ¢ admet une unique solution sur un intervalle I :

® On précise que f est continue sur 1.
@ On précise que f est strictement monotone sur 1.

® On précise que ce f(I).

D’aprés le théoréme de la bijection, 1’équation f (x)=c admet une unique solution sur I.

@ fest continue sur |0 ;o[ car dérivable sur |0 ;o]

@ fest strictement décroissante sur 0 ;+o0] .

Q f (]O ;+oo[) = |00, +o0[ et 0 J—oo,+o0[ .

D’aprés le théoréme de la bijection, I’équation f (X)=0 possede une solution unique x,

sur [0 ;0]
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4. a) Pour déterminer une équation de la tangente a la courbe d’une fonction f en un point

b)

c)

d’abscisse @, on procede en trois étapes :
® Oncalcule f(a).

@ Oncalcule f'(a).

® Une équation de la tangente a la courbe de f en un point d’abscisse a est :

y="f'(a)(x—a)+f(a).

o f(1)=%—|n1=1.

i

@ f(h)=--"r=-2.

® Une équation réduite de T est :
y=f'(1)(x-1)+ f (1)=-2(x-1)+1=-2x+2+1=-2x+3.

g'(x)——i—1+2— —1-x+2x*  2x*-x-1
x> X X’ x>
o x?=0 car un carré est toujours positif.

« g'(x) estdonc du signe de 2x? —x—1, polyndme du second degré dont le
discriminant est égal a (—1)2 —4x2x(—1)=1+8=9 et qui admet donc deux

-(-D)-v9 1-3 2 1 o ~(-D+@ 143 _4_,
2x2 4 4 2 2x2 4 4
g'(x) est finalement du signe de 2 a I’extérieur des racines.

racines :

On en déduit le tableau des variations de g :

x| 1 4o
fll@) =0+

1N

g(1)=%—ln1+2—3=0.

Il s’agit d’étudier le signe de f (X)—(—2X+3) :%— Inx+2x-3=g (X) .

Or, d’apres le tableau des variations de g de la question précédente, g (X) >0,

On en déduit que C, est au-dessus de T.
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% Exercice 14.9

In x
x—Inx "

On considere la fonction f définie sur |0 ;+oo[ par: f(x)=

1. Résoudre dans ]0 ;+oo[ I'inéquation : 1~Inx>0.

2. Calculer la limite de f en 0 puis calculer la limite de f en +oo.
3. Etudier les variations de f et donner son tableau de variations.

Correction :

1. 1-Inx>0
o —Inx>-1
o Inx<1
Rt x<e

Dans |0 ;+oo[ I'inéquation : 1~Inx>0 a pour solution: |0 ; €[ .

2. Les limites de cette fonction sont trés difficiles a calculer.

Remarque : la forme actuelle de f ne permet pas de calculer les limites. Il faut la modifier.

: . . o In x 1
On va factoriser le dénominateur par Inx. Ainsi: f(x)= =

» .
Inx| X —1] % -1
In x In x

Dés lors, en 0 :

e limx=0 par quotient de limites,
x—0 X

e limlnx=—w lim—=0
x—0 x—0 |n X

On en déduit : lim———1=-1, puis lim f (x)=—1 par inverse de limites.
x—0 In X x—0

En +oo :
« lim x=+00 ) par croissances comparées,
X—>+0
. . X
e lim InXx=+o00 lim — =+o0
X—>+00 x—+o N X

Onen déduit: lim ———1=-+o0, puis lim f(x)=0 par inverse de limites.
x—+0 [N X X—>+00
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v 2

!
u u'v—vu
3. (—) =———— donc:
v

1 3 B 1 1 1
jx(x Inx) (Inx)x(l X)_l—lnx—lnx+lnx 1o Inx

f’(x):(x X X -

(x—Inx)2 B (x—lnx)2 (x—lnx)2 '

e (x=In x)2 >0 car un carré est toujours positif.
« f'(x) est donc du signe de 1-Inx.
Ce signe a été étudie a la question précédente.
On en déduit le signe de f'(X) puis le tableau des variations de f sur ]0 ;+oo[ :

a0 € +oo

fof + 0 -
1

f 1/’#{._1\0




