
ECG 1 - mathématiques appliquées Chapitre 1 - Fontions usuelles Septembre 20241 Généralités sur les fontions1.1 Domaine de dé�nitionDé�nition : le domaine de dé�nition, noté généralement Df , d'une fontion f est l'ensembledes réels x tels que l'on puisse dé�nir le nombre f(x). On dit que f est dé�nie sur Dfla fontion f , de domaine de dé�nition Df , est notée ainsi : f :
Df → R

x 7→ f(x)Les trois fontions � à problème � à onnaître :� la fontion x 7→ 1

x
est dé�nie sur R∗� la fontion x 7→

√
x est dé�nie sur R+� la fontion x 7→ ln(x) est dé�nie sur R∗

+Exemples :Fontion ontrainte Df

f(x) =
x+ 1

x2 − 4
x2 − 4 6= 0 ⇔ x2 6= 4 ⇔ x 6= −2 et x 6= 2 R \ {−2; 2}

f(x) =
√
x− 3 x− 3 > 0 ⇔ x > 3 [3,+∞[

f(x) = ln(2− x) 2− x > 0 ⇔ 2 > x ]−∞, 2[

f(x) =
√
x2 + 3x+ 2 x2+3x+2 > 0 ⇔ (x+1)(x+2) > 0 ⇔ x /∈]−2;−1[ ]−∞,−2]∪[−1,+∞[

f(x) = ln(x2−6x+9) x2 − 6x+ 9 > 0 ⇔ (x− 3)2 > 0 ⇔ x 6= 0 R
∗1.2 ParitéDé�nition : Une partie D de R est symétrique par rapport à zéro lorsque :

∀x ∈ D , −x ∈ DPar exemple les ensembles R∗, ]− 5, 5[, [−4,−2] ∪ [2, 4] sont symétriques par rapport à zéro.Par ontre, ]− 1, 1] et ]−∞,−4] ∪ [4, 9] ne sont pas symétriques par rapport à zéro.Dé�nition : soit f une fontion, dé�nie sur Df , ave Df symétrique par rapport à zéro. Ondit que f est� paire lorsque : ∀x ∈ Df , f(−x) = f(x)� impaire lorsque : ∀x ∈ Df , f(−x) = −f(x)Remarque : pour démontrer que f est paire (adapter pour f impaire).Par exemple ave f(x) = ln(1 + x2) :
⊲ Véri�er la symétrie du domaine de dé�nition :ii f est dé�nie sur R ar ∀x ∈ R, 1 + x2 > 0 et don ln(1 + x2) est bien dé�nidon Df = R qui est symétrique par rapport à 0 ;
⊲ Erire : � soit x ∈ Df �, puis démontrer que f(−x) = f(x)ii f(−x) = ln(1 + (−x)2) = ln(1 + x2) = f(x)

⊲ Conlure : on a démontré que ∀x ∈ Df , f(−x) = f(x)(et Df symétrique), don f est paire.1



Exemples :Fontion Df
f(−x) =? parité

f(x) = x2
R f(−x) = (−x)2 = x2 = f(x) paire

f(x) =
1

x
R

∗ f(−x) =
1

−x
= −1

x
= −f(x) impaire

f(x) = ex − e−x
R

∗ f(−x) = e−x − e−(−x) = e−x − ex = −f(x) impaire
f(x) =

x5

x4 + 3x2 + 1 R f(−x) =
(−x)5

(−x)4 + 3(−x)2 + 1
= −f(x) impaire

f(x) = x3 + x2
R f(−1) = 0 6= 2 = f(1) et f(−1) 6= −f(1) auunePropriété : la ourbe représentative� d'une fontion paire est symétrique par rapport à l'axe des ordonnées.� d'une fontion impaire est symétrique par rapport à l'origine du repère.1.3 MonotonieDé�nition : soit f une fontion dé�nie sur un ensemble Df et E une partie de Df , on dit que� f est roissante sur E (respetivement déroissante sur E) si :

∀a1 ∈ E, ∀a2 ∈ E, (a1 6 a2 ⇒ f(a1) 6 f(a2)) resp.(a1 6 a2 ⇒ f(a1) > f(a2))� f est stritement roissante sur E (resp. stritement déroissante sur E) si :
∀a1 ∈ E, ∀a2 ∈ E, (a1 < a2 ⇒ f(a1) < f(a2)) resp.(a1 < a2 ⇒ f(a1) > f(a2))� f est (stritement) monotone sur E si elle est (stritement) roissante sur E, ou bien(stritement) déroissante sur EExemples :Fontion Df

roissane ou déroissane monotone
f(x) = x3

R roissante : x 6 y ⇒ x3
6 y3 monotone

f(x) = x2
R déroissante sur R− et roissante sur R+ non monotone

f(x) =
1

x
R

∗ déroissante sur ]−∞, 0[ et déroissante sur ]0,+∞[ non monotone
B Attention x 7→ 1

x
n'est pas déroissante sur R∗ ar −1 < 1 et f(−1) < f(1)Elle l'est sur ]−∞, 0[ et sur ]0; +∞[Remarques :� les fontions qui sont à la fois roissantes et déroissantes sur E sont onstantes sur E ;� la somme de deux fontions roissantes sur E est roissante sur E ;� l'outil privilégié pour démontrer la monotonie sera la dérivée (voir plus bas).Par ontre on utilisera la monotonie pour justi�er des transformations d'inégalités :

0 6 x 6 12 ⇒ x2
6 144 ar la fontion arré est roissante sur R+2



1.4 Majorants, minorants, extremumsDé�nition : soit f une fontion dé�nie sur E et soit M et m des réels� on dit que f est majorée par M sur E ou on dit que M est un majorant de f sur Elorsque : pour tout x ∈ E, on a f(x) 6 M� on dit que f est minorée par m sur E ou on dit que m est un minorant de f sur Elorsque : pour tout x ∈ E, on a f(x) > m� si f admet un majorant (respetivement un minorant), on dit que f est majorée (resp.minorée)� on dit que f est bornée sur E lorsqu'elle est à la fois minorée et majorée.Dé�nition : soit f une fontion dé�nie sur un ensemble E et a ∈ E, on dit que� f admet un maximum en a si : ∀x ∈ E, f(x) 6 f(a)la valeur f(a) est le maximum de f� f admet un minimum en a si : ∀x ∈ E, f(x) > f(a)la valeur f(a) est le minimum de f� f admet un extremum lorsque f admet soit un maximum, soit un minimum en aRemarques : on parle aussi deminimum ou maximum loal (et don d'extremum loal), lorsqu'unefontion admet un minimum ou un maximum sur une partie de l'ensemble de dé�nition.Pour lever une éventuelle ambiguïté, on préise parfois � maximum global � (� ou minimum global �)pour parler du maximum (ou du minimum).Exemples :Fontion minorant minimum majorant maximum
f(x) = x2 −10,−1, 0 . . . 0 non non
f(x) = x3 non non non non
f(x) =

1

x
non non non non

f(x) = ln x non non non non
f(x) = ex −1 000,−6, 0 non non non
f(x) = sin(x) −150,−12,−1 . . . −1 1, 15, 72 . . . 1Exemples et méthode : on s'appuie sur les tableaux de variations1. La fontion f dé�nie sur R par f(x) = 1

1 + x2
est bornée, elle possède un maximum en 0, quivaut 1, mais elle ne possède pas de minimum.En e�et, f ′(x) = − 2x

(1 + x2)2
don f ′ est positive sur R− et négative sur R+de fait f est roissante sur R− et déroissante sur R+, don elle admet un maximum pour x = 0qui vaut f(0) = 1de plus f est stritement positive (0 est la limite en −∞ et +∞ mais n'est jamais atteint).2. Soit f la fontion dé�nie sur R par f(x) = 4x5

5
+ x4 − 2x2 − 4x+ 1alors f ′(x) = 4x4 + 4x3 − 4x− 4 = 4(x4 + x3 − x− 1) = 4(x− 1)(x+ 1)(x2 + x+ 1)de plus lim

x→−∞
f(x) = −∞ et lim

x→+∞
f(x) = +∞don f admet un maximum loal en −1, un minimum loal en 1, pas d'extremum global.3



2 Fontions usuelles2.1 Fontions trin�mes du seond degréDé�nition : Soit a, b, et c trois réels, tels que a 6= 0 et f la fontion dé�nie sur R par :
f(x) = ax2 + bx+ c� on dit que f est une fontion trin�me du seond degré, ou bien que f est une fontionpolyn�me de degré 2.� le réel b2 − 4ac est noté ∆, et appelé le disriminant du trin�me f(x) = ax2 + bx+ c.Cf. les rappels pour les propriétés sur les raines et la fatorisation.La ourbe représentative d'une fontion polynome de degré 2 est une parabole, orientée vers le hautlorsque a > 0, et orientée vers le bas lorsque a < 0.

12-1-2-3
1 2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8 0 x

y

a > 0,∆ > 0

2.2 Le logarithme népérienDé�nition et propriété : on appelle fontion logarithme (népérien), et on note ln l'uniqueprimitive de x 7→ 1

x
sur R∗

+ qui s'annule en 1. Autrement dit :� ln est dé�nie uniquement sur R∗
+� ∀x ∈ R

∗
+, ln(x) =

∫ x

1

dt

t
⇐⇒ ∀x ∈ R

∗
+, ln

′(x) =
1

x
et ln(1) = 0Propriété : ln est stritement roissante sur R∗

+Propriétés de alul : ave a ∈ R
∗
+, b ∈ R

∗
+ et n ∈ Z,1) ln(ab) = ln(a) + ln(b)2) ln

(
1

a

)

= − ln(a)3) ln
(a

b

)

= ln(a)− ln(b)4) ∀a ∈ R
∗
+, ∀n ∈ Z, ln(an) = n ln(a)5) ∀a ∈ R
∗
+, ln(

√
a) =

1

2
ln(a)Propriété : quel que soit x ∈ R, il existe un unique t ∈ R

∗
+ tel que ln(t) = x4



2.3 La fontion exponentielleDé�nition :� pour x ∈ R, on note ex, ou enore exp(x), l'unique t ∈ R
∗
+ tel que ln(t) = x. Alors,� on peut dé�nir la fontion exponentielle, notée exp, dé�nie sur R, qui à x ∈ R assoie ex.Remarque : par dé�nition, ∀x ∈ R, ex > 0Propriété : ave t ∈ R

∗
+, et x ∈ R1) ln(t) = x ⇐⇒ t = exp(x)2) en partiulier ln(t) = 1 ⇐⇒ t = exp(1), le réel exp(1) est noté e, et on a e ≃ 2, 718.3) e0 = 14) ln(ex) = x et eln(t) = tPropriétés de alul :1) ∀a ∈ R, ∀b ∈ R, ea+b = eaeb2) ∀x ∈ R, e−x =
1

exPropriété : exp est dérivable sur R et
exp′ = expdon exp est stritement roissante sur RPropriété : les ourbes représentatives desfontions exp et ln sont symétriques par rap-port à la droite d'équation y = x

123
4
-1-2-3-4-5

1 2 3 4-1-2-3-4-5 0 x

y

exp

y = x

ln2.4 Fontion valeur absolueDé�nition : la fontion valeur absolue est la fontion dé�nie sur R par x 7→ |x|, où
|x| =







x si x > 0

−x sinonExemples : |1| = 1 | − 7| = 7 |0| = 0Propriétés :1) ∀x ∈ R, |x| > 02) ∀x ∈ R, | − x| = |x|3) Soit a et b deux réels. Alors |ab| = |a| × |b|4) Pour a ∈ R et tout n ∈ N : |an| = |a|n5) Soit a et b deux réels, ave b 6= 0, alors ∣∣∣a
b

∣
∣
∣ =

|a|
|b|

B Attention |a+ b| 6= |a|+ |b|Un ontre-exemple pour s'en onvainre : |−1+2| = |1| = 1 qui est di�érent de |−1|+ |2| = 1+2 = 35



Propriétés :1) la fontion valeur absolue est paire.2) la fontion valeur absolue est strite-ment déroissante sur R−, et strite-ment roissante sur R+Remarque : la fontion valeur absolue n'est pasdérivable sur R, on verra qu'elle n'est pas dé-rivable en 0

123
4
0 1 2 3 4-1-2-3-4-5 x

y

y = |x|

Propriété : pour x réel et α > 0, on a : |x| = α ⇐⇒ (x = α ou x = −α)Propriété : ave α un réel positif ou nul et x un réel1) |x| 6 α ⇐⇒ −α 6 x 6 α2) |x| < α ⇐⇒ −α < x < α3) |x| > α ⇐⇒ (x > α ou x 6 −α)4) pour a et b des réels, |a+b| 6 |a|+ |b| ette inégalité est appelée l'inégalité triangulaire.2.5 Fontions puissanes entièresPour n ∈ Z, on dé�nit la fontion puissane n par pn(x) = xnPropriété : soit n ∈ Z,� pour n > 0, la fontion pn est dé�nie et dérivable sur R� pour n < 0, la fontion pn est dé�nie et dérivable sur R∗� si n 6= 0, on a p′n(x) = nxn−1 et ette expression est valable :
⊲ pour tout x si n > 0
⊲ pour x 6= 0 si n < 0Exemple : pour x 6= 0, on pose h(x) = x−2 =

1

x2alors h est dérivable sur R∗, et pour x 6= 0, h′(x) = −2x−3 = − 2

x3Remarque : attention les formules de dérivation i-dessus ne sont pas valables pour n = 0La fontion p0 est onstante égale à 1, elle est don dérivable sur R, et : ∀x ∈ R, p′0(x) = 0Propriété : soit n ∈ Z,� Parité : si n est pair, la fontion pn est paire. Si n est impair, la fontion pn est impaire.� Monotonie :
⊲ pour n > 0 :si n est pair, pn est stritement déroissante sur R− et stritement roissante sur R+si n est impair, pn est stritement roissante sur R
⊲ pour n < 0 :si n est pair, pn est stritement roissante sur R∗

− et stritement déroissante sur R∗
+si n est impair, pn est stritement déroissante sur R∗

− et stritement déroissante sur R∗
+Exemples : x 7→ x6, x 7→ 1

x4
sont des fontions paires et x 7→ x11, x 7→ 1

x7
des fontions impaires.

x 7→ x6, x 7→ x11, x 7→ 1

x7
suivent respetivement les mêmes variations que x 7→ x2, x 7→ x3, x 7→ 1

x6



Représentation graphique :
n pair et n > 2 n impair et n > 1 n pair et n 6 −2 n impair et n 6 −1exemples x 7→ x2 à x6 exemples x 7→ x à x5 exemples x 7→ 1

x2
à 1

x6
exemples x 7→ 1

x
à 1

x52.6 Fontions puissanes quelonquesLa propriété du logarithme : ln(an) = n ln(a) entraine, en omposant par l'exponentielle, que pourtout réel a et pour tout entier n :
an = en ln(a)Cela nous permet de donner une nouvelle dé�nition de la notion de puissane pour des valeurs nonentières (et pour x > 0) :Dé�nition : soit α ∈ R \ Z (α 6∈ Z)1. pour tout x ∈ R

∗
+, on appelle x puissane α et on note xα le réel eα ln(x)2. on dé�nit alors la fontion puissane α, par ϕα :

R
∗
+ → R

∗
+

x 7→ xα = eα ln(x)

B Attention, ette dé�nition n'est valable que pour x > 0Propriétés : pour tous x, y ∈ R
∗
+, et pour tous α, β ∈ R,1. pour tout n ∈ N : x× x× . . .× x

︸ ︷︷ ︸

n fois

= en ln(x)2. ln(xα) = α ln(x)3. x(α+β) = xαxβ (xα)β = xαβ x−α =
1

xα
(xy)α = xαyα

(
x

y

)α

=
xα

yα

1α = 1 et x0 = 1Remarques :1. signi�e que la dé�nition générale des puissanes peut être étendue aux puissanes entières (pourun nombre positif) ;3. signi�e que, ave ette dé�nition, on retrouve toutes les propriétés de alul des puissanesentières.Ave ette dé�nition, on trouve aussi x 1

2 =
√
x puisque (

x
1

2

)2

= x1 = x = (
√
x)2Propriétés : soit α ∈ R1) la fontion puissane α est dérivable sur R∗

+ et : ∀x ∈ R
∗
+, ϕ′

α(x) = αxα−12) si α > 0, la fontion puissane α est stritement roissante sur R∗
+3) si α < 0, la fontion puissane α est stritement déroissante sur R∗

+7



Remarques :� ϕ0, la fontion � puissane 0 � est onstante égaleà 1 sur R∗
+ ;� on retrouve la formule de dérivation pour les puis-sanes entières (valable sur R), mais attention, ellen'est valable ii que sur R∗

+ ;� graphiquement, on distingue 3 familles de ourbe :
α > 1 ; 0 < α < 1 ; α < 0

Représentation graphique :

0 1 x

1

y

α < 0

0 < α < 1

α = 1
α > 1

2.7 Fontions x 7→ u(x)v(x)On peut extrapoler enore un peu plus ette dé�nition de puissane :Dé�nition : ave u et v deux fontions et pour tout réel x tel que u(x) > 0, on dé�nit l'expression
u(x)v(x) par u(x)v(x) = ev(x) ln(u(x))Exemple : soit f dé�nie sur son domaine de dé�nition Df par f(x) = xxDéterminer Df et étudier les variations de f sur DfPar dé�nition f est bien dé�nie dès lors que x > 0 et vaut f(x) = xx = ex ln(x)'est-à-dire f(x) = eu(x) ave u(x) = x ln(x), de plus pour tout x > 0, u′(x) = ln(x)+x× 1

x
= ln(x)+1de fait pour tout x > 0, f ′(x) = u′(x)eu(x) = (ln(x) + 1)eu(x) = (ln(x) + 1)xxdon f ′(x) > 0 ⇐⇒ ln(x) + 1 > 0 ⇐⇒ ln(x) > −1 ⇐⇒ x > e−1don f est roissante sur [1

e
,+∞

[ et de manière analogue f est déroissante sur ]0, 1
e

]2.8 Fontion raine arréeDé�nition :� pour y ∈ R+,
√
y est l'unique x > 0 tel que x2 = y� la fontion raine arrée est la fontion dé�nie sur R+ par : x 7→

√
xPropriétés :1) ∀x ∈ R+,

(√
x
)2

= x 2) ∀x ∈ R,
√
x2 = |x|Remarque : le point 2) permet d'illustrer la perte d'équivalene quand on élève une égalité au arrépar exemple, pour x > 0, x =

√
x+ 2 ⇐⇒ x− 2 =

√
x ⇒ (x− 2)2 = xon ne peut érire l'équivalene ar (x− 2)2 = x ⇒ x− 2 =

√
x est fauxpar ontre (x− 2)2 = x ⇒ |x− 2| =

√
x est vraiePropriétés :

• la fontion raine arrée est ontinue sur R+

• la fontion raine arrée est dérivable sur R∗
+, et sa dérivée est, pour x ∈ R

∗
+, x 7→ 1

2
√
x

• la fontion raine arrée est stritement roissante sur R+Propriété : pour x > 0, on a √
x = x

1

2Remarque : ave notre dé�nition 0
1

2 n'a pas de sens, alors que √
0 = 08



Représentation graphique :
123 1 2 3 4 5 6 7 8 90 (1, 1)

(4, 2)

(9, 3)

x

y

b

b

b

√
2 ≈ 1, 4142

√
.

2.9 Fontion partie entièreDé�nition : on appelle fontion partie entière la fontion :
⌊.⌋ : R → Z

x 7→ ⌊x⌋ = n ave n 6 x < n+ 1On dit aussi que la partie entière de x est le plus grand entier relatif inférieur ou égal à xRemarque : ette dé�nition sous-entend que l'en-tier n est unique, e qui est le as.Exemples : ⌊2, 5⌋ = 2 ⌊π⌋ = 3 ⌊
√
2⌋ = 1

⌊1⌋ = 1 ⌊e⌋ = 2 ⌊−1, 5⌋ = −2 ⌊n⌋ = nPropriétés : pour n ∈ Z, x ∈ R et y ∈ Ra) ⌊n⌋ = nb) x 6 y ⇒ ⌊x⌋ 6 ⌊y⌋
) x− 1 < ⌊x⌋ 6 xd) n 6 x ⇒ n 6 ⌊x⌋Remarques :� la propriété b) ne dit rien d'autre que � la fon-tion partie entière est roissante �, mais elle nel'est pas stritement et même pas du tout (f.représentation graphique) ;� 'est LE exemple de fontion disontinue.

Représentation graphique :
123-1-2-3-4

1 2 3-1-2-3-4 0 x

y

b

y = x

y = x− 1

⌊x⌋

3 DérivationEnsemble de dé�nition de f f(x) Ensemble de dérivabilite de f f ′(x)

R ax+ b R a

R xn (n ∈ N
∗) R nxn−1

R
∗ 1

x
R

∗ − 1

x2

R
∗ xn (n ∈ Z, n < 0) R

∗ nxn−1

R+

√
x R

∗
+

1

2
√
x

R
∗
+ ln(x) R

∗
+

1

x

R ex R ex

R
∗
+ xα (α 6∈ Z) R

∗
+ αxα−19



Fontions dérivables : opérations et ompositionsPour x tel que f(x) f ′(x)

λu(x) λu′(x)

u(x) + v(x) u′(x) + v′(x)

u(x)v(x) u′(x)v(x) + u(x)v′(x)

u(x) 6= 0
1

u(x)
− u′(x)

u(x)2

v(x) 6= 0
u(x)

v(x)

u′(x)v(x)− u(x)v′(x)

v(x)2

u(x) > 0
√

u(x)
u′(x)

2
√

u(x)

u(x) > 0 ln(u(x))
u′(x)

u(x)

exp(u(x)) u′(x) exp(u(x))

(u(x))n ave n ∈ N, n > 2 nu′(x)(u(x))n−1

u(x) 6= 0 (u(x))−p ave p ∈ N
∗ −pu′(x)(u(x))−p−1

u(x) > 0 (u(x))α ave α 6∈ Z αu′(x)(u(x))α−1Exemples : déterminer le domaine de dérivabilité et la dérivée des fontions suivantesa) f(x) = (3x+ 1)
√
x f est dérivable sur ]0,+∞[ (du fait de la raine arrée) et

∀x ∈]0,+∞[, f ′(x) = 3
√
x+ (3x+ 1)

1

2
√
x
=

6x

2
√
x
+

3x+ 1

2
√
x

=
9x+ 1

2
√
xb) g(x) = ln(x2 − 3x + 2) est dé�nie et dérivable sur Dg =] − ∞, 1[∪]2,+∞[ (domaine sur lequel

x2 − 3x+ 2 > 0) et ∀x ∈ Dg, g
′(x) =

2x− 3

x2 − 3x+ 2
(= u′(x)

u(x)
ave u(x) = x2 − 3x+ 2)) h(x) = 2x7 − 3x4 + 5− 1

x3
est dé�nie et dérivable sur R∗ et

∀x ∈ R
∗, h′(x) = 2× 7x6 − 3× 4x3 − (−3)x−4 = 14x6 − 12x3 +

3

x4
(en érivant 1

x3
= x−3)d) k(x) = e

√
x+1 k peut s'érire k(x) = eu(x) ave u(x) =

√
x+ 1 don k est dérivable sur ]− 1,+∞[et ∀x ∈]− 1,+∞[, k′(x) = u′(x)eu(x) =

1

2
√
x+ 1

e
√
x+1e) l(x) =

ex

ln(x)
est dé�nie et dérivable sur Dl =]0; 1[∪]1; +∞[ et

∀x ∈ Dl, l
′(x) =

ex ln(x)− ex × 1
x

(ln(x))2
=

ex(x ln(x)− 1)

x(ln(x))2Propriété : soit f une fontion dérivable sur un intervalle I, et soit a ∈ I, alors Cf admet unetangente au point A d'absisse a, il s'agit de la droite d'équation
y = f(a) + f ′(a)(x− a)Exemple : la tangente à Cexp au point A de oordonnées (0, 1) est la droite d'équation :

y = f ′(0)(x− 0) + f(0)or f(0) = 1 et f ′(0) = 1 (ar f ′ = f)don la tangente au point d'absisse 0 a pour équation y = x+ 110
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