ECG 1 - mathématiques appliquées

1 Ensembles de nombres

Chapitre 0 - Rappels Septembre 2024

Définitions, notations et propriétés

Exemples

Notations :

e N désigne I’ensemble des entiers natu-
rels : N={0,1,2,3,...}

e 7 désigne ’ensemble des entiers relatifs :
Z=A..,-2,-1,0,1,2,...}

e (Q désigne I’ensemble des nombres ra-
tionnels : les nombres pouvant s’écrire

a . .
sous la forme 7 oll a est un entier relatif,

et b un entier naturel non nul.
e R désigne I’ensemble des nombres réels.

e —1 est un entier relatif mais pas un entier naturel.

) 3 est un nombre rationnel, mais il n’est pas un

entier.
e V2 n’est pas un nombre rationnel.

Remarques : ’écriture n’est pas unique. En effet, le

2 1
nombre 30 est un nombre rationnel, égal & — (qui

15
est aussi un nombre rationnel).

N*,R*(...) désignent les ensembles N, R privés de 0

Lorsque un élément x fait partie d’'un en-
semble E, on note x € F et on dit que =
appartient & £ (ou que x est élément de F).
Si ce n’est pas le cas, on note © &€ F.

—1€Z, mais -1 ¢ N
1 1
éeQ,maiségz’Z
V2 & Q mais V2 € R

2 Calculs algébriques

2.1 Fractions

Définitions :

1
e lorsque b est un réel non nul, 1’inverse de b est le réel = tel que x x b = 1, on le note 5

a 1
e lorsque a est un réel, et b un réel non nul, le réel 7 est le produit a X 5

Propriétés :
1. soient a et b deux nombres réels
avec b # 0, alors
—-a _a
b —b b
. soient a et b deux nombres réels
avec b # 0 et soit ¢ un réel tel que

C#O a_axc

b bxc
. soient a, b et ¢ trois réels avec
a-+c a c

b # 0, alors : =

; Z 4

a

, alors :

b0
. soient a, b et ¢ trois réels avec b #
aXxc c a
;= X ;=¢ X 2
. soit a, b, ¢, d des réels avec b # 0 et
d # 0, alors
aXxc

; —

0, alors :
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. pour x un réel,
. pour = # 0,

. pour z > 0,

. soit  un réel non nul, 3
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. pour x > 0,
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/\ Attention, il n’y a pas de transformation pour

2.2 Puissances entiéres

a

b+c

Définitions :
e par définition, a® = 1, quel que soit a € R
e pourn € N et a € R,

a"=axXaXxX...Xa

J/

TV
n  fois

Remarque :
quel que soit z € R, 2t =z

> (=3)0=1,7"=1¢et0"=1
>21=2x2x2x2=16
> (=5)3 = (=5) x (=5) x (=5) = —125

1 si n pair

> (=1)" =

-1 s1 n
> (=2)% = (=2) x (=2) x (=2) x (=2) x (—2) = —32
> attention aux parenthéses : (—3) = (=3) x

impair

(—3) = 9 alors que —3* = —(3 x 3) = —9
PP . ) 5 1 1
Définitions : soit a un réel tel que | a #0 |, | 377 = 2%
* , . —n 1 1
pour n € N*, on définit ™" comme an Remarque : quel que soit z € R*, 27! = =
— x

Propriétés : soient m,n € Z et a,b € R, alors
quand les expressions sont bien définies :

) o= (2)71 (pour a € R*)

2) a"xa"=a""
an
3 »_  n—-m
) —a=a
5)  a"b" = (ab)"
a” a\"
O 5= (3)

Soient x et y des réels.
>rixat=@x2)x(@zxrxrxr) =2
> siz#0alors 22 x 27° =1~

> (2?)* = 2® x 22 x 2® x 2? = 2®

6

> six#0alors (2°) P =27 = —

(-3

> 2yt = 2%(y*)* = (ay?)

2.3 Racine carrée

Définition :

soit a un réel tel que| a >0

La racine carrée de a est 'unique réel po-
sitif = tel que 2* = q, elle est notée v/a

Remarques :
> v/a n'existe que si a € Ry
> Pour tout a > 0, par définition /a > 0

1. V0=0

2. Le seul réel = tel que 2> = 1 et z > 0 vaut
1, donc V1 = 1. Il y a un autre réel z tel que
z? =1, il s’agit de —1, mais —1 n’est pas positif.

3. Vi=2car22=4¢et2>0

Propriétés : poura e R, et be R, on a:

1) Vab= av
2) sib;éO,\/gz

3) siaeR,Va?=

Ja

Vb
si a=0

—a sinon

) VI = VIS — VIVE = 3v3
de méme V8 = 2v/2
21 \/_ \/_
25
\/7 s
Attention vVa + b # a+ Vb




3 Factorisations et développements

3.1 Identités remarquables
Forme développée | Forme factorisée | Exemples

a’® 4 2ab + b? (a+b)? 2?4+ 102 + 25 = (z +5)?
42 + 120 + 9 = (22 + 3)?

a® — 2ab + b (a —b)? 2?22+ 1=(z—1)>
222 — 6v2x + 9 = (2V2 — 3)?

a® — b (a+b)(a—Db) 2 —49=(x —T)(z+7)

2% — 81 = (2% — 9)(2® +9)

3.2 Fonctions polynomiales du second degré

Soit a, b, ¢ trois réels avec a # 0
on s’intéresse a I'équation (E) : az® + bz + ¢ = 0 et on pose A = b? — 4ac (le discriminant).

a pas de factorisation pour az® + bz + ¢
quelle que soit la valeur du réel z, az® + bz + ¢
garde le méme signe, celui de a.

Cas Résultats Exemples
A >0 | Péquation (E) admet deux solutions (racines) : | avec f(x) = 22* —z — 3 alors A = 25
b+ VA —b— VA donc 'équation f(x) = 0 admet deux
T =, Tyg=
2a i 2a solutions : x; = = et 29 = —1.
de plus, pour tout réel x, 2
az? +bx + ¢ = a(z — 1) (z — @) et de plus, pour tout :1;)6 R,
flz)=2(x+1) <:c - 5)
1
A =0 | I'équation (F) admet une unique solution avec f(z) = 32° + 21 + 3 alors A =0
To = ;_b donc léquation f(xr) = 0 admet une
a
de plus, pour tout réel z, seule solution : xyg = —=
az® + br + ¢ = a(z — x)? et de plus, pour tout z € R,
1\ 2
flz)=3 <:c + —>
3
A < 0 | Péquation (E) n’admet aucune solution et il n’y | avec f(x) = —a* +4x — 5 alors A = —4

donc I'équation f(z) = 0 n’a pas de so-
lution.
de plus, pour tout z € R, f(z) <0

4 Inégalités

Dans cette section, a, b, c,d et z désignent des nombres réels.

Propriétés de base :

® si

e on a toujours a < a

e transitivité, sia <betb<c alors a<c
a<hb
D alors a=2»
b<a

Définition de I'inégalité stricte : a < b signifie : a < b et

a#b

Remarque :

ainsi, si on a a < b, on peut dire que a < b. Par contre, si on a a < b, on ne peut pas

dire que a < b. Par exemple, on a bien 3 < 3, mais il est faux de dire que 3 < 3.




4.1 Inégalités et opérations

4.1.1 Somme et produit

Propriétés Exemples
si < b alors r<b+ux
si a < b alors r<b—

sil<a<?2 et —5<b< —3 alors
1-5<a+b<2—3,cest-a-dire -4 <a+b< —1

S|
/N

si alors a+c<b+d

par ailleurs,onal<a<2et 3 < —-b<5
donc 1+3<a—b<2+5, cest-a-dired <a—b<7

(9)
N\
IS

S

8
A\YARRV/AN
o o)

alors ax < bx

IS
N
S¥

si alors ax > bx

|
1
|

&
N
o

onal<a<2et3<—-b<5
tous les nombres sont positifs donc 1 x3 < a(—b) < 2x5

0<a<d
si alors 0 < ac <bd | cest-a-dire 3 < —ab < 10
0<c<d dou —10 < ab < —3

Remarque : des propriétés analogues existent avec des inégalités strictes.

4.2 Inverse

. 1 1 ) 1 1 1
si 0<a<b alors — > - sil<a<?2,et —-b<b< —3alors - >—->—
a b 5 1 a 2 b 5
deplus3<—b<5donc—<_—<5donc—5<—<——
2 a a 2
) 1 1 1 1 1 ..
si a<b<0 alors —25 —5<b<—3d0nc—§<g<—get1<a<2(t0usp0s1t1fs)
a
- ) 2 a 1
donc en multipliant, on obtient : —3 < 7 < —
. . 1 1
Remarque : attention, si a < 0 < b, alors—<0<5
—_— a
4.3 Carré et racine carrée
si 0<a<b alors a®<b? sil<a<2alorsl<a?<4det0<a®—1<3
1 1 1
si a<b<0 alors a®> b si—-b<b< 3a10rs9<62<25etd0nc—5<b—2<§
si 0<a<b alors va<Vb si0<a?—1<3alors0<Va2—1<+3

En combinant les inégalités des exemples ci-dessus, on trouve alors :

\/ V3 a2 —1 1

<— t-a-dire 0 < <
62 9 cesa 1re 62 3\/§
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