ECG 1 - mathématiques appliquées

Chapitre 3 - Sommes et produits Octobre 2024

Objectifs d’apprentissage
A la fin de ce chapitre, je sais :
utiliser les notations Z et H

O

e al’aide de leurs propriétés (respectives), transformer les sommes : linéarité, relation de Chasles ;
ou les produits : produit de produits ou de quotients, relation de Chasles 0

e reconnaitre et simplifier les sommes remarquables : 5 k, E k%, sommes géométriques et

sommes télescopiques. O]

e expliciter et manipuler le symbole n! (factorielle de n) O]
n p

e manipuler des sommes doubles sur des cas simples : Z Z O]

i=0 j=0

Ce chapitre repose sur la volonté de simplifier I’écriture d’opérations comme : 1 +2+3+---+ 50 ou
uo + Uy + ug + ug + + -+ + u, (cumul des termes d’une suite).

1 Sommes

1.1 Premiers pas

Définitions et propriétés

Remarques et exemples

Définitions - notation : si n est
un entier positif et ag, aq, ..., a,
des nombres réels quelconques,
on pose :

Zak:ao+a1+~-~+an
k=0

Et plus généralement si p est un
entier tel que 0 <p < n:

n

Zakzap+ap+1+“'+an

k=p

Entre 0 et n, il y a entiers,
n

on dira que E ag contient

k=0
termes

Remarques :
n

e l'indice de sommation est une lettre muette : Z ak
k=0

n
=2
1=0

n
° § ai contient termes
k=p

p
° Z ap = a, (il n’y a qu’un seul terme);

k=p
n
et g a =
k=p

n
e pour tout réel a, g a =
k=0
Avec la notation E , on écrit :

1+2+434- - +n=

1+1+1+ +1—
2 3 n

l+qg+¢+-+q" =

De Z a 'expression développée :
4

>k

k=1

n

1
215"

1=0
.2 -
= T+




1.2 Premiéres propriétés

Propriétés Exemples
15 5 15
Linéarité : N+ k) =Y k+d K
CLk + bk Qg —|— bk 15
P en effet Z(l{: + k) =
ce (;ui est la méme chose que

et pour A réel Z Aay = )\Z ag
k=p k=p

i?)k = 3ik en effet
k=1 k=1

Relation de Chasles :
avec p < j <n

Zak—ZakJr Z ag

k=j+1

La somme des entiers de 1 & 50 vaut la méme chose que la somme
des entiers de 1 a 27 plus la somme des entiers de 28 a 50

Inegahte tr1angu1a1re :

Zak <o

k=p

Exemple :

Remarque : attention <Z ak> <Z bk> + Z(akbk) en général.
k=p k=p

k=p

Pour s’en convaincre, on peut tester avec p=0,n=1et ag=a; =by=0b; =1

1.3 Sommes usuelles

DICDUEELS

n+ 1)(2n+1)

oZkz 6

° sommes géométriques de raison

n n+1
qavecq#l:qu:

l—q
— l—gq
Plus généralement avec p < n
n+1

=Tl

e sommes télescopiques :
n

> (trs1 — ax) = any1 — ag

k=0

k=10

99

> lk+1)7 =k =

k=1

n

Pour la somme télescopique : Z(akﬂ —ag) =

k=0

(CL1 _CL(]> -+ (CLQ —0,1)—|—(CL3 _CL2> + e+ (anﬂ —an)

Ce que I'on démontre avec la linéarité, un changement d’indice (cf. 1.4) et la relation de Chasles :

n

Z(akJrl — ak)

k=0

n n
= E Qg1 — E Qr =
k=0 k=0

n+1

n n
5 ap — 5 a = 5 a + app1 — (ao + E a) = Gpg1 — Qg
k=1 k=1




1.4 Changement d’indice

Il existe plusieurs facons d’écrire une méme somme, par exemple :
n

1 1 1 , L
%m:1+?+...+mqu1peutauss1secr1re

Propriété - changement d’indice : | Exemple :

n n+1 n
Z ay = Z ;1 avec r € R et n € N*, Zxk’1 = a 'aide du changement
k=0 i=1 k=1
plus généralement d’indice

n n+p .
pour p € N¥, Z ay, = Z a;_, Remarque : dans la pratique on change la lettre dans la nouvelle
k=0 Jj=p

somme pour marquer le changement d’indice.

2 Produits

Définitions et propriétés Remarques et exemples

n
Définition - notation : avec n € N | Un exemple bien connu : H 2=

et ap, ai, ..., a, des nombres réels k=1
n
(ou complexes) quelconques, on .
et plus généralement H 2=
pose :
n k=p
Hak:aoxalx---xan 5
k=0 H ak =
et plus généralement avec p € N | k=2

tel que 0 <p<n:

5
n H bio—; =
Hak:apxap+1><~-><an =2
k=p

Définition - exemple : pour tout | Remarque : on peut aussi définir n! de maniére récurrente par
entier n € N*, on définit l'entier | 0l =1et (n+ 1) = (n+1) x nl.

factorielle de n (ou n facto- | Exemples : 3! =

rielle) par : .

" 4! =

n!:Hk:1><2><~-~><n 5l =
k=1 6!

Par convention on pose 0! =1 ETh

Propriétés : avec A € R, H A = \", plus généralement H A= A"PTL e H Aap = A" H ay
k=1 k=1

k=1 k:p

n n n ‘ n ar HZZO a
ag X by) = ag | x b siVk € [0;n] b 0, alors — ===
H( ' g (}!_[0 k) (lH) k) sl b7 ,!_[0 b [Ti—o bx

k=0

J n
Relation de Chasles : avec 0 < j < n, Hak = (H ak> X ( H ak>
k=0

k=0 k=j+1

3

Produit télescopique :

si ag, . .., a, sont non nuls,

" 11
H Ap+1  Qn4l Pl
ak agp

k=0

o
+
—_

=




Fonctions exponentielle et logarithme : de la somme au produit ou du produit a la
somme

Pour tous réels a,, ..., a,,
n n
Va € R,Vb € R, e’ = % x e’ se généralise en exp (Z ak> = H exp(ax)

k=0 k=0

Si Vk, ay, > 0, alors Va,b > 0,1n(a) +In(b) = In(a x b) se généralise en Zln (ar) =In (H ak>
k=0 k=0

Démonstration et méthode pour la rédaction d’une récurrence avec une somme :

n n
On va démontrer la deuxiéme propriété, pour n € N, on pose P(n) : Z In(ag) = In <H ak>
k=0 k=0
Initialisation :
Hérédité :

on va faire le lien en utilisant la relation de Chasles :

3 Sommes doubles

Il est possible de définir une somme de somme, on parle alors de somme double. On peut le voir
comme la somme des éléments d’un tableau et dés lors que les indices sont indépendants, on vérifie :

n p p n
Propriété : Z ay; = Z (Z aij) = Z (Z aij) voir 'exemple ci-dessous
i=1 7j=1 1 =1

1<i<n 3 ] j:
1<j<p

INJ 1 2 Jo p
p
1 1 1 1 1 d ay=px1
j=1
2 2 2 2 2
p
io io io io io Zaioj :pXio
j=1
p
n n n n n Z Anj =p XN
j=1
= n(n+ 1) = z & z (L n(n+1)
i=1 i=1 i=1 j=1 \i=1 i=1 \j=1
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