
ECG 1 - mathématiques appliquées Pour le 7 o
tobre 2024Devoir en temps libre n°2Corrigé total sur 33,5 pointsExer
i
e 1 - Questions diverses et indépendantes 9 points1. En français, puis ave
 des quanti�
ateurs, donner la négation de l'assertion : � f est positive �.La négation en français est � f n'est pas positive �, 
e qui s'é
rit mathématiquement : ∃x ∈
Df , f(x) < 0 1 point2. Ave
 des quanti�
ateurs, é
rire l'assertion � f n'est pas impaire � puis donner sa négation enfrançais (où f est dé�nie sur R). 1 point
f est impaire s'é
rit ∀x ∈ R, f(−x) = −f(x), don
 sa négation, i.e. � f n'est pas impaire �s'é
rit ∃x ∈ R, f(−x) 6= −f(x)3. Pour tout réel x, on dé�nit f(x) = |2x− 1| − 3|1 + x|+ 2|1 + 2x|a. Suivant les valeurs de x, déterminer l'expression de f(x) sans valeur absolue. 2 pointsOn va résumer les di�érentes situations dans un tableau. Au préalable, on pré
ise que

|2x− 1| = 2x− 1 ⇔ 2x− 1 > 0 ⇔ x >
1

2et de même |2x− 1| = −(2x− 1) = −2x+ 1 si x 6
1

2de même |1 + x| = 1 + x ⇔ x > −1 et |1 + x| = −1 − x si x 6 −1et |1 + 2x| = 1 + 2x ⇔ x > −1

2
et |1 + 2x| = −1− 2x si x 6 −1

2
, d'où le tableau

x

|2x−1|
|1 + x|
|1+2x|
f(x)

f(x)

−∞ −1 −1

2

1

2
+∞

−2x+ 1 −2x+ 1 −2x+ 1 0 2x− 1

−x− 1 0 x+ 1 x+ 1 x+ 1

−2x− 1 −2x− 1 0 2x+ 1 2x+ 1

−2x+ 1− 3(−x− 1) + . . .−2x+ 1− . . . −2x+ 1− . . . 0 2x− 1− . . .

−3x+ 2 −9x− 4 −x 3x− 2b. En déduire les solutions de l'inéquation I suivante, 2 points
I : |2x− 1| − 3|1 + x| 6 x− 2|1 + 2x|

I ⇔ |2x− 1| − 3|1 + x| + 2|1 + 2x| 6 x ⇔ f(x) 6 xgrâ
e au travail préparatoire, on va dé
liner 
ette inéquation selon les di�érents domainestrouvés :
x

I ⇔
I ⇔
I ⇔

S

−∞ −1 −1

2

1

2
+∞

−3x+ 2 6 x −9x− 4 6 x −x 6 x 3x− 2 6 x

2 6 4x −4 6 10x 0 6 2x 2x 6 2

1

2
6 x −2

5
6 x 0 6 x x 6 1

∅ ∅
[

0;
1

2

] [

1

2
; 1

]d'où en regroupant les solutions, S = [0; 1]1



4. Résoudre l'équation suivante d'in
onnue x et de paramètre m,m ∈ R : 1,5 points
3x−m

x− 1
= mOn remarque dans un premier temps que l'équation n'est pas dé�nie pour x = 1soit m ∈ R, alors pour x ∈ R \ {1},

3x−m

x− 1
= m ⇔ 3x−m = m(x− 1) ⇔ 3x−mx = m−m ⇔ (3−m)x = 0 ⇔ x = 0 ou m = 3
on
lusion, si m = 3, l'équation est toujours véri�ée (i.e. pour tout x ∈ R \ {1}) et sinon elle estvéri�ée uniquement pour x = 05. Démontrer que pour tout réel x, ⌊x⌋ + ⌊

x+
1

2

⌋

= ⌊2x⌋ 1,5 pointsEn tâtonnant, on observe que la situation n'est pas la même pour x = 1, 3 ou x = 1, 6 : dans un
as ⌊2x⌋ = 2⌊x⌋ et dans l'autre ⌊2x⌋ = 2⌊x⌋ + 1, on va don
 distinguer deux 
asSoit x ∈ R, on pose n = ⌊x⌋

1er 
as : x < n+
1

2
, alors n 6 x+

1

2
< n+ 1 et don
 ⌊

x+
1

2

⌋

= nde plus dans 
e 
as 2n 6 2x < 2

(

n+
1

2

) i.e. 2n 6 x < 2n+ 1 don
 ⌊2x⌋ = 2n�nalement ⌊x⌋ + ⌊

x+
1

2

⌋

= n+ n = 2n = ⌊2x⌋

2ème 
as : n+
1

2
6 x alors d'une part n + 1 6 x+

1

2
< n+ 2 don
 ⌊

x+
1

2

⌋

= n+ 1et d'autre part 2(n+
1

2

)

6 2x < 2n+ 2 i.e. 2n+ 1 6 2x < 2n+ 2 et don
 ⌊2x⌋ = 2n+ 1don
 là en
ore ⌊x⌋ +
⌊

x+
1

2

⌋

= n+ n+ 1 = 2n+ 1 = ⌊2x⌋

2



Exer
i
e 2 7,5 pointsPour 
ha
une des fon
tions suivantes, dire sur quel ensemble elle est dérivable, puis déterminerl'expression de sa fon
tion dérivée.Parmi les fon
tions de référen
e, à part la fon
tion ra
ine 
arrée (et la fon
tion valeur absolue maisqui ne fait pas partie de la liste 
i-dessous), toutes les fon
tions sont dérivables là où elles sont dé�nies,don
 l'ensemble de dérivabilité est le même que l'ensemble de dé�nition.a) f : x 7−→ −4 0,5 point
f est dé�nie et dérivable sur R, de plus ∀x ∈ R, f ′(x) = 0b) g : x 7−→ 4x5 0,5 point
g est dé�nie et dérivable sur R, de plus ∀x ∈ R, g′(x) = 4× 5x4 = 20x4
) h : x 7−→ 1

2
x4 +

1

4x8
1 point

h est dé�nie et dérivable sur R∗ (x ne peut être égal à 0 du fait du 1

x8
, de plus pour tout x nonnul, on peut é
rire h(x) =

1

2
x4 +

1

4
x−8don
 ∀x ∈ R, h′(x) =

1

2
× 4x3 +

1

4
× (−8)× x−9don
 h′(x) = 2x3 − 2× x−9 = 2x3 − 2

x9d) i : x 7−→
√
2x− 10 1 point

i est dé�nie dès que 2x− 10 > 0 soit 2x > 10 i.e. x > 5don
 i est dé�nie sur [5,+∞[mais la fon
tion ra
ine 
arrée n'étant pas dérivable en 0, la fon
tion i n'est pas dérivable quand
2x− 10 = 0 i.e. pour x = 5don
 i est dérivable sur ]5,+∞[alors 
omme i(x) =

√

u(x) ave
 u(x) = 2x − 10 et don
 u′(x) = 2, on en déduit que pour
x ∈]5,+∞[, i′(x) =

u′(x)

2
√

u(x)
=

2

2
√
2x− 10

=
1√

2x− 10e) j : x 7−→ ex
2 0,75 point

j est dé�nie et dérivable sur R de plus j est de la forme eu ave
 u(x) = x2 et don
 u′(x) = 2x,on en déduit que ∀x ∈ R, j′(x) = u′(x)eu(x) = 2xex
2f) k : x 7−→ ln

(√
3x+ 6

) 1,5 points
k ne sera dé�nie que quand √

3x+ 6 > 0 i.e. pour 3x > −6 et don
 x > −2don
 k est dé�nie sur ]− 2,+∞[
omme le 
ontenu de la ra
ine ne s'annule jamais sur 
et intervalle, on évite le problème dedérivabilité de la fon
tion ra
ine 
arrée en 0 et don
 k est dérivable sur ]− 2,+∞[on peut remarquer que ∀x ∈]−2,+∞[,
√
3x+ 6 = (3x+6)

1

2 (attention 
ette é
riture n'est valableque si le 
ontenu de la parenthèse est stri
tement positif)don
 ∀x ∈]− 2,+∞[, ln
(√

3x+ 6
)

= ln
(

(3x+ 6)
1

2

)

=
1

2
ln(3x+ 6) =

1

2
ln(u(x))ave
 u(x) = 3x+ 6 et don
 u′(x) = 3on aurait pu d'ailleurs déterminer le domaine de dérivabilité ave
 
ette formedon
 ∀x ∈]− 2,+∞[, k′(x) =

1

2
× u′(x)

u(x)
=

1

2
× 3

3x+ 6
=

1

2
× 1

x+ 2
=

1

2x+ 4g) l : x 7−→ (−13x+ 4)7 0,75 point
l est de la forme (u(x))n ave
 n > 0 et u(x) = −13x+ 4 (don
 u′(x) = −13)3



don
 l est dé�nie et dérivable sur Rde plus ∀x ∈ R, l′(x) = 7u′(x)(u(x))6 = 7× (−13)× (−13x+ 4)6 = −91(−13x+ 4)6h) m : x 7−→ xx2 1,5 pointsPour une puissan
e quel
onque, on est généralement obligé de se ramener à la dé�nition :
xx2

= exp(x2 ln(x)) qui est valable pour x > 0don
 l est dé�nie et dérivable sur ]0,+∞[, de plus l est de la forme eu ave
 u(x) = x2 ln(x)il faut utiliser la formule du produit pour dériver u, on peut poser v(x) = x2 et w(x) = ln(x) don

v′(x) = 2x et w′(x) =

1

xde fait pour ∀x ∈]0,+∞[, u′(x) = 2x ln(x) + x2 × 1

x
= 2x ln(x) + xet don
 ∀x ∈]0,+∞[, l′(x) = u′(x)eu(x) = (2x ln(x) + x)ex

2 ln(x) = (2x ln(x) + x)xx2Exer
i
e 3 - ré
urren
e 2,5 pointsOn 
onsidère la suite (un)n∈N dé�nie par u0 = 0 et par la relation : ∀n ∈ N, un+1 =
√

n2 + unMontrer par ré
urren
e que pour tout n ∈ N, un 6 nPour n ∈ N, on dé�nit la proposition P (n) : un 6 nInitialisation : P (0) est vraie ⇔ u0 6 0 
e qui est vrai 
ar u0 = 0 don
 P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N tel que P (n) soit vraie,par dé�nition, un+1 =
√

n2 + unor, par hypothèse de ré
urren
e, un 6 n, don
 n2 + un 6 n2 + ndon
 √

n2 + un 6
√
n2 + n 
ar la fon
tion ra
ine 
arrée est 
roissante sur R+soit un+1 6

√
n2 + nor n > 0 don
 n2 + n 6 n2 + 2n+ 1 et don
 (
roissan
e de √

. en
ore) √n2 + n 6
√
n2 + 2n+ 1et don
 un+1 6

√
n2 + 2n + 1 
'est-à-dire un+1 6

√

(n+ 1)2 = n+ 1 (
ar n > 0)don
 P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, P (n) est vraie pour tout n ∈ N i.e. un 6 nExer
i
e 4 - logique britannique 0,5 point par question - total : 2,5 pointsOn s'intéresse à la proposition P � tous les anglais sont des artistes et des physi
iens �.1. On 
onsidère que P est vraie. En déduire, si possible, si les propositions suivantes sont vraiesou fausses.a) Isaa
 est anglais don
 il est artiste.Vraie (Isaa
 est anglais et don
 artiste). Cela ne 
ontredit pas � artiste et physi
ien �. Onpeut voir Isaa
 artiste 
omme x ∈ A (Isaa
 appartient au groupe des artistes, 
e qui est vrai).b) Juan est un physi
ien don
 il est anglais.Faux (rien ne nous dit que tous les physi
iens sont anglais).
) Paul n'est pas un physi
ien don
 il n'est pas anglais.Vraie (s'il était anglais, il serait physi
ien).d) Il existe des physi
iens qui ne sont pas anglais.Vraie (par exemple � il existe un physi
ien italien � ne 
ontredit pas P ). Mais en
ore faudrait-il savoir qu'il en existe, don
 la réponse � on ne sait � était aussi appropriée.2. Donner la négation de la proposition PLa négation de P est � il existe un anglais (au moins) qui n'est pas artiste ou pas physi
ien �.4



Exer
i
e 5 - étude de fon
tion 12 pointsSoit f la fon
tion dé�nie par f(x) = (x+ 1) lnx

x− 11. Déterminer l'ensemble de dé�nition de f que l'on notera Df et l'ensemble de dérivabilité de f

f est dé�nie dès lors que ln(x) est dé�nie, i.e. pour x > 0 et que le dénominateur est non nul,soit x− 1 6= 0, i.e. x 6= 1, don
 Df =]0, 1[∪]1,+∞[ et 
'est également l'ensemble de dérivabilitépuisqu'il n'y a pas de 
ontrainte supplémentaire pour la dérivation. 0,5 point2. Déterminer le signe de f 1 pointOn e�e
tue dire
tement un tableau de signe sa
hant que x+1 est toujours positif i
i, par ailleurs
ln(x) > 0 ⇔ x > 1 et x− 1 > 0 ⇔ x > 1, don
 :

x

ln(x)

x− 1

f(x)

0 1 +∞- 0 +- 0 ++ +�nalement f est toujours positive3. Déterminer f ′ la dérivée de f sur Df 1,5 points
f est de la forme u

v
ave
 u(x) = (x+ 1) lnx et v(x) = x− 1On trouve fa
ilement v′(x) = 1, et pour dériver u on peut 
ette fois utiliser la formule du produitave
 s(x) = x+ 1 et t(x) = ln(x)don
 s′(x) = 1 et t′(x) = 1

x
, 
e qui entraine u′(x) = ln(x) +

x+ 1

xFinalement en appliquant f ′ =
u′v − uv′

v2
, on obtient :

f ′(x) =

(

ln(x) + x+1
x

)

(x− 1)− (x+ 1) ln(x)

(x− 1)2don
 f ′(x) =
x ln(x)− ln(x) + (x+1)(x−1)

x
− x ln(x)− ln(x)

(x− 1)2don
 f ′(x) =
x2

−1
x

− 2 ln(x)

(x− 1)2
=

x− 1
x
− 2 ln(x)

(x− 1)24. Etudier la fon
tion g dé�nie sur ]0; +∞[ par g(x) = x− 1

x
− 2 ln(x), en déduire son signe.

g est dérivable sur ]0; +∞[ et g′(x) = 1 +
1

x2
− 2

x
=

x2 − 2x+ 1

x2
=

(x− 1)2

x2
=

(

x− 1

x

)2de fait ∀x ∈]0; +∞[, g′(x) > 0 on en déduit que g est 
roissante sur ]0; +∞[or g(1) = 0, don
 ∀x ∈]0; 1], g(x) 6 0 et ∀x ∈ [1; +∞[, g(x) > 0 1,5 points
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5. En déduire les variations de f sur Df 1 pointEn exploitant g, on é
rit que ∀x ∈ Df , f
′(x) =

g(x)

(x− 1)2et on en déduit le signe de f ′ qui est le même que 
elui de g

x

g(x)

f ′(x)

f

0 0 +∞- 0 +- +? ?6. Expliquer pourquoi lim
x→+∞

f(x) = +∞ (on ne 
her
hera pas à faire une démonstration rigou-reuse). 1 pointNous n'avons pas en
ore les outils pour le démontrer, mais on peut pressentir que le 
oe�
ient
x+ 1

x− 1
tendra vers 1 quand x tend vers +∞ (le numérateur et le dénominateur devenant de plusen plus pro
he de manière relative)de fait la limite sera 1× 
elle du logarithme,or le logarithme tend vers +∞ quand x tend vers +∞d'où lim

x→+∞

f(x) = +∞7. Représenter graphiquement f 2,5 pointsOn pourra utiliser la 
al
ulatri
e pour 
al
uler des valeurs appro
hées.On peut 
al
uler quelques images :
f(0.1) ≈ 2, 81
f(0.25) ≈ 2, 31
f(0.5) ≈ 2, 08
f(0.75) ≈ 2, 01
f(0.9) ≈ 2, 00

f(1.1) ≈ 2, 00
f(2) ≈ 2.08
f(3) ≈ 2, 20
f(4) ≈ 2, 31
f(5) ≈ 2.41

f(6) ≈ 2, 51
f(7) ≈ 2, 59
f(8) ≈ 2.67
f(9) ≈ 2, 75
f(10) ≈ 2, 81

012
34
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 x

y

Cf

b
b b b b b b b b b b b b b b

bc

8. Ave
 Python :a. é
rire un programme qui dé�nit la fon
tion f 1 pointEn ayant préalablement importé numpy pour le loga-rithme, on utilise la syntaxe propre à la dé�nition defon
tion : import numpy as np

def f(x):

return (x+1) *np.log (x)/(x -1)b. é
rire un programme qui 
al
ule 100 images distin
tes de la fon
tion f (abs
isses au 
hoix),puis qui représente f 1,5 points
6



Ave
 np.linspace on fait le 
hoix de prendre 100 abs-
isses linéairement réparties entre 0, 1 et 10 (
e 
hoixévite la valeur 1), puis on 
al
ule les images et on repré-sente ave
 les 
ommandes 
lassiques (ave
 la fon
tion fdé�nie pré
édemment). import matplotlib . pyplot as plt

x=np. linspace (0.1 , 10, 100)

y=f(x)

plt .plot(x,y)

plt .show ()9. A l'aide du graphique obtenu à la question 8.b., proposer une valeur pour f(1) qui rendrait lafon
tion 
ontinue (au moins en apparen
e). 0,5 pointGraphiquement on voit que f(x) se rappro
he indé�niment de 2 quand x tend vers 1− (i.e.quand x se rappro
he de 1 en restant inférieur à 1).De même, on voit que f(x) se rappro
he indé�niment de 2 quand x tend vers 1+Cela provient du fait que ln x

x− 1
est une forme indéterminée quand x tend vers 1 ( � 0

0
�), maisi
i numérateur et dénominateur se 
ompensent et le quotient tend vers 1 (et x+1 vaut 2 en 1).On pourrait don
 proposer f(1) = 2 
e qu'on appelle un prolongement par 
ontinuité.
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