ECG 1 - mathématiques appliquées TD 3 - sommes et produits Octobre 2024

Quelques corrigés

Sommes

Exercice 2

Calculer, ou simplifier en fonction de n, les sommes suivantes.
n+1 n+1 n+1
2k 1 2k 1 2k

. ) I ) N ) M )
1)ZW:ZFX37:FZ¥:3X?:3X—
k=4

e St () (- ()7) -2 (-())

Exerc1ce 6

Wl

Soit n € N*. Démontrer I’égalité suivante (en faisant d’abord un changement d’indice) :
2n 1
O
k=n+1 ] 11 + =
Souvent dans ce genre de situation, il vaut mieux partlr de I’ expression la plus compliquée :

Il 1 I 1 1 &
n 4= 1+i:ﬁ E:ﬁzn+j_ﬁ nZnJrj_jz:nJr]

A ce stade, le changement d’ 1ndlce est naturel, on pose £k = n+j,donc j =1 =k =n-+1et

n 2n
1 1
| =n=k= =2nd = —
J=n n-+mn n donc Z T 2
j=1 k=n+1
Exercice 7
Calculer
9 9
I9x10x (2x9+1 3xX3Ix2x5Hx19
) Z k? = (6 +1) d’aprés le cours, donc Z k= 5 =15 x 19 =285
k=0 k=0
200
b) > (~1)*
k=1
On ne peut évidemment pas utiliser d’emblée la somme des entiers, mais on va s’y ramener en
200 200 200 200
introduisant Z k - Z Wk + Z k= Z FrDk
k=1 k=1 k=1

or si k est pair (—1)¥ =1 alors (( 1) +1)=2
et si n est impair (—1)¥ = —1 alors ((—=1)* +1) =0
200 200 200 100 100

100 101
cmnc§: k%ki:k—-§:2k——2§:2p—-4§:p——4 X200 95100 x 101 = 20200
k pmr
200 200
200 x 201
orjE:k:—-———%;———-—-100><201 —-20100(knu:j£: )*k = 20200 — 20100 = 100
— k=1

On peut aussi remarquer (en écrivant la somme avec des . ..), que :

200 100 100
S =Dk = [2k — (2k — 1)] }:1__um
k=1 k=1



Exercice 9 - sommes géométrique et télescopique, et changement de variable

Soit ¢ un nombre réel (ou complexe) différent de 1 et n un entier positif ou nul.

a) Calculer (1 — q) Z ¢" et en déduire la formule de la somme géométrique.

k=0
On commence par distribuer (1 — q) Z ¢ = Z @ —q Z q"
k=0 k=0 -0
or par linéarité ¢ Z ¢ = Z qq" = Z gttt
k=0
donc (1 — q) Z ¢ = Z q Z ¢t = Z — ¢**1) par linéarité a nouveau
k=0 k=0 k=0
on se retrouve alors avec une somme télescopique, en posant a, = ¢*, on a alors a1 = ¢!
et donc Z ¢ Z(ak —py1) =ag — py1 = ¢ — " =1—¢"*!
k=0
. k +1 . - po 11— gt
Finalement (1—q)kz_0q =1—gq etdoncs1q7é1,zoq :fq

b) A l'aide d’un changement de variable approprié, en déduire la formule généralisée.

On cherche a se ramener & une somme qui commence a 0. Pour cela, on pose j = k — p, alors
k=p=j=0etk=n=j=n—p:
n—p n—

donc iqk = qu+j = quqj = quqj
= =0 =0 =0

on se retrouve alors dans la situation de la formule démontrée au a),

n—p _ n—p _ _ —

) 1 — gnrtl ] 1 — gnrtl (1 — gn—ptl p _ on—p+l+p p _ 4+l
Y=t et done 3¢ = 11 " (A—=q" ") ¢"—q ¢ —q
= l—gq = l—gq l—gq l—q l—gq

qp_qn—H

oqu =q Zq etdonch 4

Produits

Exercice 12

Simplifier en fonction de n les produits suivants. (n € N*, et € R*).

n
a) H 5= 5"T! d’aprés le cours
k=0

H (2k)=2" H k = 2"n! d’aprés le cours

k=1 k=1

n n n
On peut le redémontrer en écrivant (autre propriété du cours) H(Qk) = (H 2) (H k) = 2"n/
k=1 k=1 k=1
n+1
) [T+
k=0
n+1
Les propriétés sur les puissances (z%z” = 2°%) entraine H:ck — 02t SRk e que
k=0



n+1

n+1
I'on va démontrer par récurrence : pour n € N, on définit la propriété P(n H =
n+1 0+1
Initialisation : pour n = 0, d’une part H zt = ka = xr=ux
k=0 k=0
n+1 0+1
d’autre part, z2k=0F = plkzok = 20+ =

donc P(0) est vérifiée

Hérédité : soit n € N, on suppose que P(n) est vraie

n—+2 n+1
[T+ = (I1+) =
k=0 k=0

n+1
n+1
or par hypothése de récurrence : H = k
k=0
n+2 n+1 n+2
k St kont2 _ (Z"“ k)+n+2 Sn2
doncHx = pék=0"71 = x2k=0 car Ek +n+2:5k
k=0

donc P(n + 1) est vérifiée, d’ou 'hérédité
donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie.
Puis on conclut en utilisant la somme des entiers :

n+1 n+1

n—+1)(n-+2 n+1 (n41) (n+2) (nt1)(n+2)
E k—( )2( >donc:v R — 2 etdoncH:ck:x 2
k=0 k=0

Exercice 13

1
1. Pour k£ un entier supérieur ou égal a 2, mettre 1 — e au méme dénominateur puis factoriser le
numérateur de la fraction obtenue.
1 -1 (k—=1)(k+1)
TR R k2
2. Pour n € N*, en déduire I’expression du produit P, en fonction de n :
- 1
f%/ZZI]:(l'— EE)
k=2
Sk —1)(k+1 w (k=1 (k+1 w (b —1 b (k+1
Draprts 1. 7y = [ &0+ D Tk =0k +1) _ (Tialk = D) (To(k + 1)
S Hk % (T k) (I F
—1 1
dODCP—Hk 2( )Hk2k+ H k_'_
IIk 2 Ilk 2 _ k=9

Soit k € N, k > 2,1

-1 1 k+1 n+1
il it de d duits tél ” = et
il s’agit de deux produits télescopiques : =~ k”Z ; ;
1
donc finalement P, = ntl
2n

Exercice 14 - factorielle - 1

Simplifier les expressions suivantes : d)(2n + 1)! — (2n)!
Comme au a), (2n+ 1) — (2n)! = (2n+1)(2n)! — (2n)! = (2n+ 1 — 1)(2n)! = 2n(2n)!

Exercice 15 - factorielle - 2

n
al
Montrer que Y(n,p) € N? avec p < n, H k= ol oll a et b sont deux entier a préciser.
k=p

3



Soit (n,p) € N? avec p < n, alors 'objectif étant de se ramener a des factorielles, on va compléter le
produit par les termes manquants :

I wﬁk:nﬂknzpk:nzﬂk
-1 -1
k=p H Hi:l k Hi:l

- !
oer:n!etHk:(p—l)!donch: 1
k=1 k=1 k=p (p—-

Exercice 16 - factorielle - 3

d’aprés la relation de Chasles

Ecrire les nombres suivants & 1'aide de factorielle :
n

a) [](25)

J=3

D’aprés la propriété du cours H(Qj) — gn—2 Hj

, j=3 j=3
or ﬁ] - Hj:le?:?,j - H?:1j o Q’
— — — —
o I,/ 1x2 2
- n!
final t 2j) = 2" 2 x — =277 3pl
nalemen H( 7) o n
7j=3
i 2
b) H <n+ k‘)

k=0

= 2 ITr,2 2nt1
Par propriété < ) = k=0 = —5
,!_[0 n+k [Tico(n+ k) Ilico(n+k)

n

2n
or H(n+k) :Hj avec le changement d’'indice j =n+k (k=0=j=net k=n=j=2n)
k=0 j=n
n - 2n -
i 2n)!
donc H(n+k) H nl}. n) Hf;llj_ — (2n) :
k=0 Hj:l J Hj:l j o (n=1)
92 2n+1 2n+1 —1)!
finalement H < ) = = (n—1)

n+k (;22’)! (2n)!

Exercice 17 - factorielle - 4

Onpose C=1x3x5x..x(2n—1)x (2n+1)et D =2x4 X6 X --- X (2n—2) x 2n (cf. exercice 1).

a) Ecrire D sous la forme d’une factorielle et d’une puissance.

D est le produit des entiers de 2 a 2n, D = H 2k
k=1
or H 2k =2" H k = 2"n! de maniére analogue a l'exercice 12.a)

k=1 k=1

a!
b) En déduire que C'= —— ot a et b sont deux entier & préciser.

2np!
2n+1
On remarque CD = H k= (2n+1)!
k=1
2 !
or D = 2"n! donc C2"n! = (2n + 1)! et donc C' = (Z%)
"n!



Exercice 18 - produit télescopique

S k41
Calculer %

k=1
Il s’agit d’un produit télescopique, on peut donc utiliser la propriété du cours.

k+1 n 1
En posant a, = k, onaalorsak+1—k+1etdoncH + Hak+1:a+1:n+ —n+1
P k el ay 1
P (k41 Pk 1) x (n41
On peut aussi le démontrer sans la propriété : Hk:ln( +1) = (ITica ) < )
[l k n!
n—1 n n
or par changement d’indice H k+1= Hz = Hz =
k=1 =2 =1
k41 ! 1
donc o kel _ntx(n+1) =n+1

[ % n n!

Sommes doubles

Exercice 19
Calculer les sommes suivantes :

ZZ i+ ) Z(ZHZ]) Z(pxz#@) :ipxwi@

21]1 7 =1

n(n+1) plp+1) npn+p+2)
doncZZer 5 +n 5 = 5

i=1 j=1



