
ECG 1 - mathématiques appliquées TD 3 - sommes et produits Otobre 2024Quelques orrigésSommesExerie 2Caluler, ou simpli�er en fontion de n, les sommes suivantes.i) n+1
∑

k=4

2k
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∑
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∑
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∑
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(
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)Exerie 6Soit n ∈ N

∗. Démontrer l'égalité suivante (en faisant d'abord un hangement d'indie) :
2n
∑

k=n+1

1

k
=

1

n

n
∑

j=1

1

1 +
j

nSouvent dans e genre de situation, il vaut mieux partir de l'expression la plus ompliquée :
1

n

n
∑

j=1

1

1 + j

n

=
1

n

n
∑

j=1

1
n+j

n

=
1

n

n
∑

j=1

n

n+ j
=

1

n
× n

n
∑

j=1

1

n+ j
=

n
∑

j=1

1

n+ jA e stade, le hangement d'indie est naturel, on pose k = n + j, don j = 1 ⇒ k = n + 1 et
j = n ⇒ k = n+ n = 2n don n

∑

j=1

1

n+ j
=

2n
∑

k=n+1

1

kExerie 7Calulera) 9
∑

k=0

k2 = 9× 10× (2× 9 + 1)

6
d'après le ours, don 9

∑

k=0

k2 =
3× 3× 2× 5× 19

6
= 15× 19 = 285b) 200

∑

k=1

(−1)kkOn ne peut évidemment pas utiliser d'emblée la somme des entiers, mais on va s'y ramener enintroduisant 200
∑

k=1

k : 200
∑

k=1

(−1)kk +

200
∑

k=1

k =

200
∑

k=1

((−1)k + 1)kor si k est pair (−1)k = 1 alors ((−1)k + 1) = 2et si n est impair (−1)k = −1 alors ((−1)k + 1) = 0don 200
∑

k=1

(−1)kk +

200
∑

k=1

k =

200
∑

k=1
k pair 2k = 2

100
∑

p=1

2p = 4

100
∑

p=1

p = 4×
100× 101

2
= 2× 100× 101 = 20 200or 200

∑

k=1

k =
200× 201

2
= 100× 201 = 20 100 don 200

∑

k=1

(−1)kk = 20 200− 20 100 = 100On peut aussi remarquer (en érivant la somme ave des . . . ), que :
200
∑

k=1

(−1)kk =

100
∑

k=1

[2k − (2k − 1)] =

100
∑

k=1

1 = 100

1



Exerie 9 - sommes géométrique et télesopique, et hangement de variableSoit q un nombre réel (ou omplexe) di�érent de 1 et n un entier positif ou nul.a) Caluler (1− q)
n
∑

k=0

qk et en déduire la formule de la somme géométrique.On ommene par distribuer (1− q)
n
∑

k=0

qk =
n
∑

k=0

qk − q

n
∑

k=0

qkor par linéarité q n
∑

k=0

qk =
n
∑

k=0

qqk =
n
∑

k=0

qk+1don (1− q)
n
∑

k=0

qk =
n
∑

k=0

qk −

n
∑

k=0

qk+1 =
n
∑

k=0

(qk − qk+1) par linéarité à nouveauon se retrouve alors ave une somme télesopique, en posant ak = qk, on a alors ak+1 = qk+1et don n
∑

k=0

(qk − qk+1) =
n
∑

k=0

(ak − ak+1) = a0 − an+1 = q0 − qn+1 = 1− qn+1Finalement (1− q)
n
∑

k=0

qk = 1− qn+1 et don si q 6= 1,
n
∑

k=0

qk =
1− qn+1

1− qb) A l'aide d'un hangement de variable approprié, en déduire la formule généralisée.On herhe à se ramener à une somme qui ommene à 0. Pour ela, on pose j = k − p, alors
k = p ⇒ j = 0 et k = n ⇒ j = n− p :don n

∑

k=p

qk =

n−p
∑

j=0

qp+j =

n−p
∑

j=0

qpqj = qp
n−p
∑

j=0

qjon se retrouve alors dans la situation de la formule démontrée au a),
n−p
∑

j=0

qj =
1− qn−p+1

1− q
et don qp n−p

∑

j=0

qj = qp
1− qn−p+1

1− q
=

qp(1− qn−p+1)

1− q
=

qp − qn−p+1+p

1− q
=

qp − qn+1

1− qor n
∑

k=p

qk = qp
n−p
∑

j=0

qj et don n
∑

k=p

qk =
qp − qn+1

1− q

ProduitsExerie 12Simpli�er en fontion de n les produits suivants. (n ∈ N
∗, et x ∈ R

∗).a) n
∏

k=0

5= 5n+1 d'après le oursb) n
∏

k=1

(2k)= 2n
n
∏

k=1

k = 2nn! d'après le oursOn peut le redémontrer en érivant (autre propriété du ours) n
∏

k=1

(2k) =

(

n
∏

k=1

2

)(

n
∏

k=1

k

)

= 2nn!) n+1
∏

k=0

xkLes propriétés sur les puissanes (xaxb = xa+b) entraine n+1
∏

k=0

xk = x0+1+2+···+n+1 = x
∑

n+1
k=0 k, e que2



l'on va démontrer par réurrene : pour n ∈ N, on dé�nit la propriété P (n) :

n+1
∏

k=0

xk = x
∑

n+1
k=0 kInitialisation : pour n = 0, d'une part n+1

∏

k=0

xk =

0+1
∏

k=0

xk = x0 × x = xd'autre part, x∑
n+1
k=0 k = x

∑0+1
k=0 k = x0+1 = xdon P (0) est véri�éeHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraie

n+2
∏

k=0

xk =

(

n+1
∏

k=0

xk

)

xn+2or par hypothèse de réurrene : n+1
∏

k=0

xk = x
∑

n+1
k=0 kdon n+2

∏

k=0

xk = x
∑

n+1
k=0 kxn+2 = x(

∑
n+1
k=0 k)+n+2 = x

∑
n+2
k=0 ar (n+1

∑

k=0

k

)

+ n+ 2 =
n+2
∑

k=0

kdon P (n+ 1) est véri�ée, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.Puis on onlut en utilisant la somme des entiers :
n+1
∑

k=0

k =
(n + 1)(n+ 2)

2
don x

∑
n+1
k=0 k = x

(n+1)(n+2)
2 et don n+1

∏

k=0

xk = x
(n+1)(n+2)

2Exerie 131. Pour k un entier supérieur ou égal à 2, mettre 1 −
1

k2
au même dénominateur puis fatoriser lenumérateur de la fration obtenue.Soit k ∈ N, k > 2, 1−

1

k2
=

k2 − 1

k2
=

(k − 1)(k + 1)

k22. Pour n ∈ N
∗, en déduire l'expression du produit Pn en fontion de n :

Pn =
n
∏

k=2

(

1−
1

k2

)D'après 1. Pn =

n
∏

k=2

(k − 1)(k + 1)

k2
=

∏n

k=2(k − 1)(k + 1)
∏n

k=2 k
2

=
(
∏n

k=2(k − 1)) (
∏n

k=2(k + 1))

(
∏n

k=2 k) (
∏n

k=2 k)don Pn =

∏n

k=2(k − 1)
∏n

k=2 k

∏n

k=2(k + 1)
∏n

k=2 k
=

n
∏

k=2

k − 1

k

n
∏

k=2

k + 1

kil s'agit de deux produits télesopiques n
∏

k=2

k − 1

k
=

1

n
et n
∏

k=2

k + 1

k
=

n + 1

2don �nalement Pn =
n+ 1

2nExerie 14 - fatorielle - 1Simpli�er les expressions suivantes : d)(2n+ 1)!− (2n)!Comme au a), (2n+ 1)!− (2n)! = (2n + 1)(2n)!− (2n)! = (2n+ 1− 1)(2n)! = 2n(2n)!Exerie 15 - fatorielle - 2Montrer que ∀(n, p) ∈ N
2 ave p 6 n, n

∏

k=p

k =
a!

b!
où a et b sont deux entier à préiser.3



Soit (n, p) ∈ N
2 ave p 6 n, alors l'objetif étant de se ramener à des fatorielles, on va ompléter leproduit par les termes manquants :

n
∏

k=p

k =

∏p−1
k=1 k

∏p−1
k=1 k

n
∏

k=p

k =

∏p−1
k=1 k

∏n

k=p k
∏p−1

k=1 k
=

∏n

k=1 k
∏p−1

k=1 k
d'après la relation de Chaslesor n

∏

k=1

k = n! et p−1
∏

k=1

k = (p− 1)! don n
∏

k=p

k =
n!

(p− 1)!Exerie 16 - fatorielle - 3Erire les nombres suivants à l'aide de fatorielle :a) n
∏

j=3

(2j)D'après la propriété du ours n
∏

j=3

(2j) = 2n−2

n
∏

j=3

jor n
∏

j=3

j =

∏2
j=1 j

∏n

j=3 j
∏2

j=1 j
=

∏n

j=1 j

1× 2
=

n!

2�nalement n
∏

j=3

(2j) = 2n−2 ×
n!

2
= 2n−3n!b) n

∏

k=0

(

2

n+ k

)Par propriété n
∏

k=0

(

2

n+ k

)

=

∏n

k=0 2
∏n

k=0(n+ k)
=

2n+1

∏n

k=0(n + k)or n
∏

k=0

(n + k) =
2n
∏

j=n

j ave le hangement d'indie j = n+ k (k = 0 ⇒ j = n et k = n ⇒ j = 2n)don n
∏

k=0

(n+ k) =

∏n−1
j=1 j

∏2n
j=n j

∏n−1
j=1 j

=

∏2n
j=1 j

∏n−1
j=1 j

=
(2n)!

(n− 1)!�nalement n
∏

k=0

(

2

n + k

)

=
2n+1

(2n)!
(n−1)!

=
2n+1(n− 1)!

(2n)!Exerie 17 - fatorielle - 4On pose C = 1× 3× 5× ...× (2n− 1)× (2n+1) et D = 2× 4× 6× · · ·× (2n− 2)× 2n (f. exerie 1).a) Erire D sous la forme d'une fatorielle et d'une puissane.
D est le produit des entiers de 2 à 2n,D =

n
∏

k=1

2kor n
∏

k=1

2k = 2n
n
∏

k=1

k = 2nn! de manière analogue à l'exerie 12.a)b) En déduire que C =
a!

2nb!
où a et b sont deux entier à préiser.On remarque CD =

2n+1
∏

k=1

k = (2n+ 1)!or D = 2nn! don C2nn! = (2n+ 1)! et don C =
(2n+ 1)!

2nn!4



Exerie 18 - produit télesopiqueCaluler n
∏

k=1

k + 1

kIl s'agit d'un produit télesopique, on peut don utiliser la propriété du ours.En posant ak = k, on a alors ak+1 = k + 1 et don n
∏

k=1

k + 1

k
=

n
∏

k=1

ak+1

ak
=

an+1

a1
=

n+ 1

1
= n + 1On peut aussi le démontrer sans la propriété : ∏n

k=1(k + 1)
∏n

k=1 k
=

(
∏n−1

k=1(k + 1)
)

× (n + 1)

n!or par hangement d'indie n−1
∏

k=1

k + 1 =
n
∏

i=2

i =
n
∏

i=1

i = n!don ∏n

k=1 k + 1
∏n

k=1 k
=

n!× (n+ 1)

n!
= n + 1

Sommes doublesExerie 19Caluler les sommes suivantes :b) n
∑

i=1

p
∑

j=1

(i+ j)= n
∑

i=1

(

p
∑

j=1

i+

p
∑

j=1

j

)

=
n
∑

i=1

(

p× i+
p(p+ 1)

2

)

=
n
∑

i=1

p× i+
n
∑

i=1

p(p+ 1)

2don n
∑

i=1

p
∑

j=1

(i+ j) = p
n(n + 1)

2
+ n

p(p + 1)

2
=

np(n + p+ 2)

2

5


