Fiche de calcul n°1

Fractions

Prérequis
Regles de calcul sur les fractions.

Calculs dans ’ensemble des rationnels

001A

Calcul 1.1 — Simplification de fractions. 00
Simplifier les fractions suivantes (la lettre & désigne un entier naturel non nul).
2) g o) 2771 x 42
7T ERRARARRRIXEREIRERRE Fryor vl CURTTLRRRSRERRRR
1 (_2)2k+1 X 32k71
3
b) 8 Xqm e d) AP GRFT e
Calcul 1.2 — Sommes, produits, quotients, puissances. 00
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
2 1 36 15
a) 1 — g ...................... C) % X E X 5 ................
2 2 6
b) = =02 ... d) —— (=) o
) 2 )~ (-5)
Calcul 1.3 000
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
1 1 1 1
2 o o o b )
a) ( ><3><5><7)(2+3+5+7)
p (1628 62y 2
15 E 10 G TCTTTTTTeTeTeeeeeeeseeseiiiiiii
) 510 x 73 — 25% x 492
¢ (125 % T)F p 50w TAF 7777 or T T
a) 1978 x 1979 + 1 980 x 21 4 1958
T 080 X 1970 — L 978 X 1 070~~~ 7  ttitietieemeeeeeeesee
Calcul 1.4 — Un petit calcul. (]
) S-—2+2 05-1+1-02
Ecrire — 517 - 537 = 73 +74 sous forme d’une fraction irréductible. ..........
s =+ 3 r—3+5—35
6 17 ' 37 5 4713 )
Calcul 1.5 — Le calcul littéral a la rescousse. 00
En utilisant les identités remarquables et le calcul littéral, calculer les nombres suivants.
2 022 1235 x 2469 — 1 234
a) ) —————————————
(—2022)2 + (—2 021)(2 023) 1234 x 2 469 + 1 235
b 2 0212 a) 4 002
) 20202420222 -9 1000 x 1002—-999 x 1001 "
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Calcul 1.6 — Les fractions et le calcul littéral. 00
Mettre sous la forme d’une seule fraction, qu’on écrira sous la forme la plus simple possible.
1 1 1
- = €N
a) CESIE + il Powrn
3 _ b3 b 2
b) &_ D (C;t b) pour (a,b,c) € Z3, distincts deux & deux. ........................
6(n+1)
c) %&n_m pour n € N \{1,2}. .. oo
n2(n—1)2
Calcul 1.7 — Le quotient de deux sommes de Gauss. o
’I’L2
Sk
e F=0 . s _plp+1)
Simplifier —— pour tout n € N¥, en utilisant la formule 1 +2+---+p = e
Sk
k=0
Calcul 1.8 — Décomposition en somme d’une partie entiére et d’une partie décimale. [ )
. b
Soit k € R\{1} et x € R\{2}. Ecrire les fractions suivantes sous la forme a + — avec b < c.
c
29 k 3r—1
— . b) —— ... .
9 % U R
Calcul 1.9 — Un produit de fractions. o
. 1 1 2 2
Soit t € R\{—1}. On donne A = il ey et B=(1+¢*)(1+1)%
Simplifier AB autant que possible. ........ ...
Comparaison
Calcul 1.10 — Regles de comparaison. [ )
Comparer les fractions suivantes avec le signe « > », « < » ou « = ».
3 5 12 10 125 105
— i b) —...— ...... —_— = ...
9 5og TR 9 %5
Calcul 1.11 — Produit en croix. o
33 215 104 348
Les nombres A = 66317 et B = 508 311 sont-ils égaux? Oui ounon? ....... ... ...
Calcul 1.12 — Produit en croix. o
100 001 1 000 001
0O A= — =————atonA>B A=BouA<B? ...........
" POse A= 17000 001 € 10 000 001 = oA =B onas
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Fiche de calcul n°2 002A

Puissances

Prérequis

Opérations sur les puissances (produits, quotients), décompostion en facteurs
premiers, sommes d’expressions fractionnaires (méme dénominateur), identités
remarquables, factorisations et développements simples.

Calcul 2.1 o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme d’une puissance de 10.
. 10° (105 - 1073)°
10°-10% .......... T —_—
8) ©) 108 ©) {05109
105 3\—5 5
b) (10 oo QO y 0)7108
10 103 -10-5
Calcul 2.2 (]
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme sous la forme a™ avec a et n deux entiers relatifs.
25 6°
4 =4
a) 3% 5% C) F ............... e) 275 ................
_ B (304)7
b) (5%)7% ... d) (=73 (=17° ... f) 528 g e
Calcul 2.3 00
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme 2" - 37, ou n et p sont deux entiers relatifs.
23 . 32 322 + 321
A) e C) oo o e
34.28.671 322 _ 321
8
b) 22 492 a) M .......................
((_3)5 . 23)_
Calcul 2.4 000
Dans chaque cas, simplifier au maximum.
817. 676 1272154
A) s e C) oo
9—3 . 9042 252 . 184
b) 552 - 12172 . 1252 Q) 363 - 705 - 102
975 G052 54 e 148 9gE 56
Calcul 2.5 000
Dans chaque cas, simplifier au maximum [’expression en fonction du réel x.
T 2 2 22 23 222

a) —— — o e c)

mQ—x+x3+x2_x3—x
1 r+2 2
r 12-4 x

r—1 z+1 22-1

.............. d)
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Fiche de calcul n°3 003A
Calcul littéral

Prérequis
Les identités remarquables !

Développer, réduire et ordonner

Dans cette section, on tachera de mener les calculs avec le minimum d’étapes. Idéalement, on écrira directement
le résultat. La variable x représente un nombre réel (ou complexe).

Calcul 3.1 o
Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes selon les puissances décroissantes de x.
3
1
a) (2x—2> .................... d) (x—i—l)Q(x—l)(xQ—f—x—l—l)
2

b) (-1 +a+1) o) (-1 (z+1)("+a+1) ...

o) r+1)*(@—D@2—z+1) ... f) @P+az+1)(@®—2z+1).......

Calcul 3.2 o

Développer, réduire et ordonner les expressions polynomiales suivantes selon les puissances croissantes de .

a) (2—2°(-2?+32—1) = (2x —1)(@> +2) eriiiiii

b) (22 43)(52 — 8) — (2 — 4) (5T — 1) +v et

c) ((x+1)2(m—1)(x2—x+1)+1>x—x6—x5—|—2 .......................

A) @H+1D)(@ =17 =282 F 2 1) oo

Factoriser

Calcul 3.3 — Petite mise en jambe. ()

Factoriser les expressions polynomiales de la variable réelle x suivantes.

a) —(62 +T7)(62 — 1) 43622 —49 ..

b) 25 — (102 4 3) 2 o

€) (62 —8)(4x —5) +362% — 64 ..ot

d) (=97 — 8) (8% 4+ 8) 4 6427 — 64 ...
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Calcul 3.4 — A D’aide de la forme canonique. o

Factoriser les polyndémes de degré deux suivants en utilisant leur forme canonique. On rapelle que la forme

<x+b)2b24‘w] (ot a # 0).

canonique de az? + bz + ¢ est a

2a 4a?
a) w2 —2x+1 ... d) 3247z +1 oo,
b) 2 +dx+4 .. e) 22432 —28 ..............
c) w43 +2 . f) 5z 4+6x—1..............
Calcul 3.5 — Avec plusieurs variables. 00
Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.
a) (+y)2—2% d) zy—z—y+1 ..o
b) 2?4 6y + 9y* —1692% ........ e) 24+ axiy 22 +2xy+arty ..
c) zyt+ar+y+1l ..o f) yz(a2+bz)+16x4(fa27b2) .
Calcul 3.6 — On passe au niveau supérieur. 000

Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

c) R

d) (ac+bd)? 4 (ad — DC)? oo

e) (ap+bq+cr+ds)* + (ag—bp — cs +dr)* + (ar + bs — cp — dq)? + (as — br +cq — dp)? .
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Prérequis

Fiche de calcul n°4

Racines carrées

Racines carrées. Méthode de la quantité conjuguée.

Premiers calculs

Calcul 4.1 — Définition de la racine carrée. [
Exprimer sans racine carrée les expressions suivantes.
a) VI(=5)2 o d) \VJ2=VT)2 .
b) V(V3—=1)2 ... e) VB=m)2
c) (V3—=2)2 ... f) (B=a)?
Calcul 4.2 — Transformation d’écriture. 00
Ecrire aussi simplement que possible les expressions suivantes.
a) (2v5)2 ) B+VDE-(B-V7T)? . ...
4
b) 24V . f) (\/2\/§> ....................
2

¢) \VA+2V3 g) (5_‘/§> ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

V3
d) V1146V2 .o h) (V2+V3)2+ (V2—V3)2 ...
Avec la méthode de la quantité conjuguée
Calcul 4.3 00

Rendre rationnels les dénominateurs des expressions suivantes.

004A

2) 23 0 1
Y, ARG g5 e
V21 V2+ V3

B) g e f) TR

) V2+V3+V5 ) 5+2V6  5-2V6

C N R g NG RV, Y I
V5 -2 5v2 \°

d) m ...................... h) (\/§+1> ...................
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Calcul 4.4 0000

Exprimer la quantité suivante sans racine carrée au dénominateur.
1
1+vV2+3

Calculs variés

Calcul 4.5 — Avec une variable. 00

On considére la fonction f qui & & > 1 associe f(z) = vo — 1. Pour tout & > 1, calculer et simplifier les
expressions suivantes.

L f'(z)
a) f(x)+ Ty e d) Flay e
f(l‘—l—?)—f(l‘) "
b) Fa2) T f@) e) flo)+4f"(x) oo
flz
c) TA2f(T) oo f) f”((x)) ............................
Calcul 4.6 — Mettre au carré. o

Elever les quantités suivantes au carré pour en donner une expression simplifiée.

a) \/3+\/5—\/3—\/5 ................. b) \/3f2ﬁ+\/3+2\6 ..............

Calcul 4.7 — Méli-mélo. 000

Donner une écriture simplifiée des réels suivants.

Calcul 4.8 0000

/ 125 3 125
aplifier 125 5 120
Simpli er\/3+ 9+ 57 \/ 3+14/9+ 27

On commencera par exprimer A3 en fonction de A. .......... ... ... . ...

Fiche n°® 4. Racines carrées 7



Fiche de calcul n°5

Expressions algébriques

Prérequis
Identités remarquables.

Equations polynomiales

Calcul 5.1 — Cubique.

Soit a un nombre réel tel que a® —a® +1 = 0.

005A

Exprimer les quantités suivantes sous la forme za? 4+ ya + z ol x, y, z sont trois nombres rationnels.

a) (a+2)° ....... c) a'? ...
1 1

b) a®—ab ........ d —+—= ........
) a’—a ) ; + e

Calcul 5.2 — Introduction aux nombres complexes.

Soit i un nombre tel que iZ = —1.

Exprimer les quantités suivantes sous la forme = + iy ou x, y sont deux réels.

a) (3+i)% ... c) 3—i) .........

b) 3—i)* ... d) (3-2i)° ........

Calcul 5.3

Méme exercice.

a) (4—5)(6+30) .......

b) (243032 -3 .....

Calcul 5.4 — Puissance cinquiéme.

Soit @ un nombre distinct de 1 tel que a® = 1. Calculer les nombres suivants :

a) a’ —3a%+4a® —a®>+3a—1

b) a3 x a3 x @32 x aMB
1234

c) H A
k=0

Fiche n° 5. Expressions algébriques



Expressions symétriques

Calcul 5.5 — Inverse.

. 1 . . . . .
Soient x un réel non nul. On pose a = x — —. Exprimer les quantités suivantes en fonction de a uniquement.
x

1 1 1
a) $2+ﬁ b) I‘B—E C) :(:4+ﬁ
Calcul 5.6 — Trois variables. 000
Soient x,y, z trois nombres deux a deux distincts. On pose
a=x+y+z, b=xy+yz+ z2x et Cc=xYz.
Exprimer les quantités suivantes en fonction de a, b, ¢ uniquement.
a) Ay 2
b) 22y +2)+ 12 +2) + 22 (@ HY) e
c) w
A) (Y)Y 2)(ZFT) oo
e) wlyz4ytrr 2Ty o
£) w4 R
Calcul 5.7 0000
Méme exercice.
a) y+2)+ 2+ n) 2@ y)
b) a2
) x Y z
) —————F+ ——————
(@—y)zr—2) (y—2)y-2) (-2)(z-y)
2 2 2
x z
d) + Y
(@—y)zr—2) (Y-2)y-2) (=-v)(z-y)
23 3 53
e) + Y o
(-—y)lz—2) @W-2)—-—2) (-2)(z-y)
Fiche n° 5. Expressions algébriques 9



Fiche de calcul n°6 0005bis

Equations du second degré

Prérequis
Relations entre coefficients et racines.

Dans cette fiche :
e tous les trindbmes considérés sont réels;
e on ne s’intéresse qu’a leurs éventuelles racines réelles;;
e tous les parametres sont choisis de telle sorte que 1’équation considérée soit bien de degré 2.

Les formules donnant explicitement les racines d’une équation du second degré en fonction du le discriminant
ne servent nulle part dans cette fiche d’exercices!

Recherche de racines

Calcul 6.1 — Des racines vraiment évidentes. ()

Résoudre mentalement les équations suivantes. Les racines évidentes sont a chercher parmi 0,1, —1,2, —2 ainsi
éventuellement que 3 et —3.

a) 22 =62 +9=0 .o f) 207432 =0 ...

b) 922 +62+1=0 .....ccccviin.n. g) 202 4+3=0 ...

¢) 22 4+4r—12=0 ..., h) 2440 —-5=0 .....cccoiiiin..

d) 22 =52+6=0 ......cccciiiin. i) 322 —1lz+8=0........cceve...

e) 22 —Br=0 ..o j) 524242 +19=0 ...,

Calcul 6.2 — Somme et produit. 00
Résoudre mentalement les équations suivantes.

a) 22 —1324+42=0 ................. d) 22 -8 —33=0..................

b) 22 4+8x+15=0 ..o, e) 2> —(a+bx+ab=0 ............

¢) 2+ 182 +TT=0 ....ooviinn. .. f) 22 —2ax+a®—0*=0............

Calcul 6.3 — L’une grace a l’autre. o

Calculer la seconde racine des équations suivantes.

a) 32° — 14z +8 =0 sachant que & =4 est TACINE .........'uuennnnneeeees.

b) 722 +232x+6=0 sachant que z = —3 est racine ..............cccoiiiiiiiiiiii..

c) ma+(2m+1)x+2=0 sachant que x = —2 est racine ...................oooiiii..

d) (m+3)2% - (m?>+5m)x+2m? =0 sachant que z = m est racine .....................
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Calcul 6.4 — Racine évidente.

Trouver une racine des équations suivantes et calculer 'autre en utilisant les relations entre les coefficients du

trinome et ses racines.

Seuls les deux derniers calculs ne se font pas de téte.

(b—c)z* +(c—a)r+(a—b)=0

a(b—c)x? + b(c—a)r +c(a—b) =0

b m

4 - ==

T a

1 1
+

r—a x—0b

Recherche d’équations

Calcul 6.5 — A la recherche de 1’équation.

En utilisant la somme et le produit des racines d’une équation du second degré, former I’équation du second
degré admettant comme racines les nombres suivants.

)

B

9 et 13
—11 et 17
2+ \/3 et

mE+VmZ2—3 et m— VM2 =3

m+3 et
1

L—'— et
m

Calcul 6.6 — Avec le discriminant.

Déterminer la valeur & donner a m pour que les équations suivantes admettent une racine double, et préciser la
valeur de la racine dans ce cas.

a) 22— (2m 3T+ mZ =0
b) (m+2)2% —=2(m — 1T +4 =0 .0
c) (M+3)22+2Bm+Daz4+ (M +3) =0 oo

Fiche n° 6. Equations du second degré
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Factorisations et signe

Calcul 6.7 — Factorisation a vue. 00

Déterminer de téte les valeurs des parametres a et b pour que les égalités suivantes soient vraies pour tout x.

a) 227+ T2+ 6= (+2)(aZ FD) «ooriii
b) —da® 44 — 1= (20 — 1)(AZ 4 D) oo
€) =322+ 14z — 15 = (2 —3)(@T +B) «eii

1 11
d) 51“2 + 5T 40 = (2 = 5)(AT D) oo
@) 224 2VTr =21 = (= VT)(@T D) oo
Calcul 6.8 — Signe d’un trinéme. ()
Déterminer ’ensemble des valeurs de x pour lesquelles les expressions suivantes sont positives ou nulles.
a) 22— (V24 1)+ V2 o
b) =% 20 15
C) (T 1)(BT = 2) e

—4

Q)

20+ 1

12 Fiche n° 6. Equations du second degré



Fiche de calcul n°7

Exponentielle et Logarithme

Prérequis
Exponentielle, logarithme.

006A

Logarithmes
Calcul 7.1 o
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In3 et In 5.
1 1
a) Inl6 ... d) flnf—zlnf ................
b) Inb12 ... e) In72—-2In3 ...
c) In0,125 ...l f) In36 oo
Calcul 7.2 (]
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In3 et In 5.
1

In— .. In500 ..o

a) In B d) In500
16

In(2,25) oo In— ...
b) Il( ’ 5) 6) n o5
¢) In21+2In14 —3In(0,875) ..... f) In(6,25) .oovviii
Calcul 7.3 00
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In3 et In 5.
lnlJrlnng qurl%Jrlnﬂ

5 3 99 TOO 0
Calcul 7.4 — Logarithme et radicaux. 00
7
a) On pose a = 6 In(3 + 2v/2) — 41n(v/2 + 1). Calculer (14 v/2)% et 1
En déduire une écriture simplifiée de o en fonction de In(v/2 — 1). ...
b) Calculer 3 sachant que In 8 =1n(7 +5v2) + 8In(vV2+ 1) +7In(vV2 —1) ..ooooiiiiiiain...
¢) Simplifier v = ln((2 + \/§)20) + ln((2 - \/3)20) ............................................
1 —1

d) Simplifier § = ln(\/52+ ) + ln<\/g2 ) ................................................
Fiche n° 7. Exponentielle et Logarithme 13



Exponentielles

Calcul 7.5

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

Calcul 7.6

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

Etudes de fonctions

Calcul 7.7 — Parité.

Etudier la parité des fonctions suivantes.

2021 + =z

: In -t T
a) friwe— Ingo

b) fo i x = In(@ 4 V@2 4 1)

2x
et —1
T
C) fa:w 2 11

et —e™ ¥

Q) s

et 4 e~ 7%

Calcul 7.8 — Etude d’une fonction.

e’ —e™ ¥

Soit f:x— ——.
et +e™*

a) Préciser ’ensemble de définition de cette fonction. ......... .. ...

b) Montrer que pour tous réels a et b on a f(a+b) =

fla) + £(b)
1+ f(a)f(b)

¢) Déterminer la limite de f en 400, ... .o.i i

d) Déterminer la limite de f en —00. ... .oui i

14
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Calcul 7.9

On considere I'application

Rt — >R
x——1In(1+x)

Calculer et simplifier les expressions suivantes pour tout x € R pour lequel elles sont définies.

a) f(2e" —1) oo
b) et l @) .
¢) —f(x®>—2x) ...

Equations, inéquations

d) af(x) -1

f(x)

e) efe=1 .

Calcul 7.10 000
Résoudre les équations ou inéquations suivantes.
a) 3T T > 1
b) 1< e T
c) I R
d) e 0% e
e) In(—x—=5)=In(z—61) —In(z+7) ..cooeiiii
r — 61
f) In(—x—5)=In—— .
) ( ) x4+ 7
Fiche n° 7. Exponentielle et Logarithme 15



Fiche de calcul n°9
Dérivation
Prérequis

Dérivées des fonctions usuelles. Formules de dérivation.

Application des formules usuelles

Calcul 9.1 — Avec des produits.

Déterminer I'expression de f’(z) pour f définie par :

a) zE€Ret f(@) = (2 +32+2)(20 —5). vttt

b) z€Ret fo) = (2> +32+2)(2% —=5). it

c) zERet f(@) = (22 =22 +6)exp (22). oeeeeiiii

d) z€]2,4oofet f(z) =B —x)In(x —2) ..o,

Calcul 9.2 — Avec des puissances.

Déterminer I'expression de f’(z) pour f définie par :

a) TERet f(@) = (2% = 52) . ..

b) zeRet flx)= (2203 +4x —1)% ...

c) z€Ret f(x) = (sin(x) +2cos(x)) oo

d) z€Ret f(x) = (3cos(x) —sin(x))> ...

Calcul 9.3 — Avec des fonctions composées.

Déterminer I’expression de f'(x) pour f définie par :

a) TERet f(@)=In(@® +1). oo

b) z€ll,+ooet f(a) =In(In(x)). «.ooveriiii

c) TERet f(@)=(2—2)exp(@® +2). «oviiiiii

d) zeRet f(2) =exp(3sin(22)). vriiniiii

008A
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Calcul 9.4 — Avec des fonctions composées — bis.

Déterminer I'expression de f'(z) pour f définie par :

202 — 1

a) z€Ret f(z)=sin (13274—1)

21'+1)
SR )

b) xz€Ret f(z)=cos(

c) ze]0,mlet f(x)=/sIn(x). ..o

d) z€]0,4o0[et flz)=sin(Va). ...

Calcul 9.5 — Avec des quotients.

Déterminer I'expression de f’(z) pour f définie par :

- 2% + 3w
~ 2sin(x) +3°

a) z€Ret f(z)

b) x €]0,+00f et f(x) = e

2 1
c) xeRetf(x):%. .....................................

x? + 3z
d) ze]l,4o0fet f(z) = % ..................................

Opérations et fonctions composées

Calcul 9.6

Déterminer I'expression de f’(z) pour f définie par :

a) z€R* et f(x) =a2’sin (%) ......................................

b) z€]—3,3et f(x):ﬁ ..................................

c) xzell,+oofet f(x)= ln(

d) ze]o,n[et f(z) =In (Sm). ...................................

T

Fiche n®9. Dérivation
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Dériver pour étudier une fonction
e

Calcul 9.7 00

Calculer f'(z) et écrire le résultat sous forme factorisée.

1 1
a) zeR\3,—-2et f(x)= 3—x+2—|—x' ...........................

b) z€]—1,4ooet f(z)=a? —In(z+1) ...,

c) x€]|l,+oofet f(x)zln(x2+x—2)—x B

d) z€]-1,+o0 et f(x):xim_zm(xﬂ). .................

+1
¢) x€]0,e[U]e,+o0[ et f(z) = % ..........................

20 Fiche n®9. Dérivation



Fiche de calcul n°10 009A

Primitives

Prérequis
Intégration de Terminale. Dérivée d'une fonction composée.
Trigonométrie directe et réciproque. Trigonométrie hyperbolique.

Pour chaque fonction a intégrer on pourra commencer par chercher les domaines ou elle admet des primitives.

Calculs directs

Calcul 10.1 o
Déterminer directement une primitive des expressions suivantes.
1 3
a) m ........................ ) (t + 2)3 ......................
b 5 i
) (t + 2)2 """""""""""" d) s1n(4t) .......................
Calcul 10.2 [
Méme exercice.
1
a) VIHt =Vt e
) ) V1 —4¢2
b) e ) !
Trg@
Utilisation des formulaires
Calcul 10.3 — Dérivée d’une fonction composée. 00

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’'une fonction composée.

Calcul 10.4 — Dérivée d’une fonction composée — bis. 00

Méme exercice.

It 1
A) d) ——=
) ) 2Vt
1 ot + ot
b) ———
) t\/m e) l—e_t—f—et .................
8e2t et
c) Boamys f) oL RRCLIREEPREERTERPRERY
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Calcul 10.5 — Trigonométrie. 00
Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.
2, . 9 cost
t to.o..... t [P ) —m— ...
a) cos” tsin g) tan ) A —smi)
b) cos(t)es™t .. ..... h) tant........... m) r
1+4¢2
tan3 ¢
c) tant ............ i) an2 ........... n) £
cos“t 1+ e2t
)t 1 | Arcsin(
1 —sint cos?(t)y/tan ¢ o e
sin v/t 1 2
e) N RREEIEEE k) + ta;n L D) 1
tan®t V1 — t?Arcsin(t)
pooosmnd)
t
Calcul 10.6 — Trigonométrie — bis. 000
Déterminer une primitive des expressions suivantes en utilisant d’abord le formulaire de trigonométrie.
9 sin(2t) 1
a) CoS“t. ... d) ——— ....... f) ———+—...
) ) 1 +sin?t ) sin?(t) cos?(t)
b) cos(t)sin(3t) .. .. e) o g) !
JER— Sn(a)
c) sin®t............
Calcul 10.7 — Fractions rationnelles. 00
Déterminer une primitive des expressions suivantes apres quelques manipulations algébriques simples.
2+t+1 3 +1 t—1
a) 72 ....... d) ........... g) 27 ...........
t t+1 t° 41
2 +1 t—1 t
b) Tt TTTRRR €) —— h) ———.........
t t+1 (t+1)2
1—16 3
) T 0 g
Dériver puis intégrer, intégrer puis dériver
Calcul 10.8 000

Pour chacune des expressions suivantes :

e dériver puis factoriser I’expression ;

e intégrer l'expression.

—3t

3 —1

a) t2—2t+5 .....
1 1
b) =4+—- .........
)ﬁ+t
1
C) t—tfg ........
1 1
d) —4+— .......
)t4 Wt

3t—1
t2+1

22
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in 2t
i) sin(t)cos®(t) ... o % ......
j) sinh(¢) cosh(t) p) te™ L
1 .1 1—1Int
k) @Sy q) reKTPREES
e 1
) ——— ) ——
) 5 a Y it
m) _sint s) sin(lnt)
2+ 3cost t
t e’
n) —— .o ) S e
/1 — ¢2 1+e
Calcul 10.9 — Bis repetita. 000

Reprendre 'exercice précédent en commencant par intégrer puis en dérivant et factorisant.
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Fiche de calcul n°11 010A

Calcul d’intégrales

Prérequis
Primitives usuelles, composées simples.

Intégrales et aires algébriques

b
On rappelle que / f(z)dx est laire algébrique entre la courbe représentative de f et 'axe des abscisses du
a
repére lorsque les bornes sont « dans le bon sens ».

Calcul 11.1 ()

Sans chercher a calculer les intégrales suivantes, donner leur signe.

3 -3 -1
a) / ? +e"dr . b) / | sin 7z | da c) / sinzdz ...
—92 5 0

Calcul 11.2 00

En se ramenant a des aires, calculer de téte les intégrales suivantes.

3 7 2

a) / Tde ... c) / 3rxdr ...... e) / sinzdz ....
1 0 -2
-3 8 1

b) / —5dz ..... d) / 1—2zdx .. f) / |x|dz ......
7 2 -2

Calcul d’intégrales

b b
On rappelle que si F' est une primitive de f alors / f(z)dx = F(b) — F(a), que l'on note [F(x)} .

Calcul 11.3 — Polynoémes. 00

Calculer les intégrales suivantes.

Calcul 11.4 — Fonctions usuelles. 00

Calculer.

us 2 2
d
a) /6 sinzdz ... c) S e) / edx ......

2
T
= 1 -3

© “tdx
. d —dx ... —
b) [ coszdx ... ) /1 N r f) /_3 .

us
6
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Calcul 11.5 — De la forme f(az +b). 00

Calculer les intégrales suivantes.

Calcul 11.6 — Fonctions composées. 00

Calculer les intégrales suivantes.

Calcul 11.7 — Divers. 000
Calculer les intégrales suivantes.
1 e
r —21
a) / S S— VR d) / Seo2lnw g
0 €2 +2e* 41 1 x
3 3
b) / e +1)de ..o e) / cos(2z)sin(z)dz .......
2 0
2 i
c) max(1,e)dz ........... f) / |coszsinz|dr .........
—1 _ %
Calcul 11.8 — Avec les nouvelles fonctions de référence. 00
s 1
4
a) Arcsin xdx ...l d) / chade ...l
_ 0
4
1 1
b) / de e) Vedr oo
0 1 + I‘Q 0
2 V3
) 10" dx f) / ’ 2
c L0 | o AT
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Fiche de calcul n°12 011A

Intégration par parties

Prérequis
Primitives, dérivées, intégration par parties.

On rappelle le théoréme d’intégration par parties. Si (a,b) € R?, si u € C*([a,b],R) et si v € C*([a, ], R), alors

b b b
/ o (Do(t) dt = {u(t)v(t)} - / w(t)v' (t) dt
Intégrales
Calcul 12.1 000
Calculer :
z 1
a) / teostdt ... g) / In(1 4¢3 dt oo
0 0
1 1
b) / (2t + 3)sh(2t)dt ............ h) / tarctantdt ................
0 0
2, 3
c) / te2dt oo i) / aresintdt ......... ...
0 0
In2 1 t
d / 120t j / dt oo
" L AV
e 1
e) / Intdt ... . k) / Vi+tln(l+6)de ...
1 0
2 I
f) / tntdt oo 1) / ttan®tdt ...
1 0
Primitives
Calcul 12.2 00
Pour chaque fonction suivante, préciser sur quel ensemble elle est définie, puis en déterminer une primitive.
a) zr—— (—z+1)e” ... ¢) x> arctan(z) ......
Inx
b) z+— T e d) z+—— xzch(z) .........
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Intégrations par parties successives

Pour ces calculs de primitives et d’intégrales, on pourra réaliser plusieurs intégrations par parties successives.

Calcul 12.3 — Calcul d’intégrales. 000
! B
a) / (2 +3t—4)e®dt .............. b) / etsintdt ...
0 0
Calcul 12.4 — Calcul de primitives. 000
Calculer des primitives des fonctions suivantes.
a) x+— sin(z)sh(z) .... ¢) z+— (xlnz)® .......
b) z—In®z ........... d) x s edecos@)
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Fiche de calcul n°13

Changements de variable

Prérequis
Primitives, dérivées. Changements de variables. Intégration par parties.

Changements de variable

Calcul 13.1

Effectuer le changement de variable indiqué et en déduire la valeur de l'intégrale.

a) /11 V1—edt

3 1
b’/lm‘“

1
1

2
d) / sin®t cost dt
0

2
e) / sin® t cos® t dt
0

S|
f / dt
) 1 t+VE

Calcul 13.2

Méme exercice.

T sint
——dt
2) /0 3+ cos?t
1
1
b —dt
) /0 24e7t

4
c —,
) /2 Vit — 2

L |
d) /07(1“2)2(1:5

o) /Zldt
VItV —1

 Int
0 [
e t4+tn“t

avec t = sin 6

avec u = \/Z ................................................

t
AVEC U == € i ittt tenteossteesscesosossososossseassossncssscccsss

012A

28

Fiche n°®13. Changements de variable



Changements de variable et intégrations par parties

Calcul 13.3 000

Effectuer le changement de variable indiqué, continuer avec une intégration par parties et en déduire la valeur
de l'intégrale.

4
a) /e\/{dt AVEC U = VE ettt
1

Un(yi-1) )
b) /3 Tdt AVEC U = Vb ettt

Calculs de primitives par changement de variable

Calcul 13.4 00

Déterminer une primitive de f en utilisant le changement de variable donné.

T cosx + sinx
a) xze€ |0, = —_ avec U = tan T ...
2 sin x cos? x

1
b) :CGR'—)il—Fth(x) avec U =€" ...
c) veR} — —— =Ver —1 .o
) 3 1 avec u e
. 1
d) zeRL+— ——+= AVEC U= /T oot

x+ Jx

1
e) T>1r— ——— avecu =+\/a2—1 ............. .. ...
zvr? —1
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Fiche de calcul n° 14 013A

Intégration des fractions rationnelles

Prérequis

Fonctions In et arctan. Division euclidienne entre polynomes.
Petites décompositions en éléments simples.

Forme canonique d’un trinéme du second degré.
Changements de variable affines dans les intégrales.

Premier cas

Calcul 14.1 o

Calculer les intégrales suivantes.

Calcul 14.2 00

Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

Deuxiéme cas

Calcul 14.3 00

Calculer les intégrales suivantes, en effectuant d’abord une division euclidienne entre le numérateur et le déno-
minateur des fractions en jeu.

1
2 2 5 2
1+t+1t¢ 21+ 2t t
2) /Ldt ............ b) / LH2H3 g
L 1+t 1 4t+5

Troisiéme cas

’
Dans ce troisiéme cas, il s’agit de reconnaitre un expression du type *-.

Calcul 14.4 o
Calculer les intégrales suivantes.
2 241 3¢
a) / P KL RSRRSRIES b) A ETd
! 3 2 73
Calcul 14.5 00

Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

Vit L !
a)/ g b)/ L a
1 242 %at +1
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Prérequis

Résolution par substitution d’une variable, par combinaisons linéaires de lignes.

Fiche de calcul n°15

Systémes linéaires

Systemes de 2 équations a 2 inconnues

0014A

Calcul 15.1 (]
Résoudre dans R?.
r—2y =1 Jz—6y=-3
a) {3a:+4y=13 ......... c) Sptoy=2
2c 4y = 16 3z —4dy=—V2
b) T d) o Jm e
r—y = 62 +2y=3V2
Calcul 15.2 — Systémes avec parameétre. o
Résoudre dans R? en fonction des valeurs du paramétre a € R.
) 3z +2y=2 0) 3xr+by=a
2x+4y:a ............ 2‘/1:7y7a2 ............
b) r—ay =3a+2 d) T+ 2y =3a
ax+y:2a73 ........ 2x+3y:5aia2 ......
Systemes de 2 équations a 3 inconnues
Calcul 15.3 o
Résoudre dans R3.
a) r+2y+z=1 o) r—y+32=75/2
Spdy—2:=3 U Tt —z=3/2
b) 3x—2y+2=6 a) Sr+y+2z=-5/2
r+2y—z=-2 T 20 —y+22=-5/3
Systemes de 3 équations a 3 inconnues
Calcul 15.4 00
Résoudre dans R3.
r+2y—2z=-3 r+3y+z=1
a) 20 —y+2z2=8  ....... c) 20 —y+2z2=-1 ......
3r+y+2z=11 x4+ 10y+2=0
a—b—c=-T7 3r4+2y+32=0
b) 3a+2b—c=3 ........ d) e —y+2z=-1 ......
da+b+2c=4 dr+5y+4z=1
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Calcul 15.5 00
On considere le systéme d’inconnues (x,7, z) € R? et de parameétre a € R :

r+y—z=1

r+2y+az =2

2¢ 4+ ay + 2z = 3.

Résoudre ce systeme pour les valeurs de a proposées.

a) a=0 ...l C) =3 i
b) a=—-2.................. d) aeR\{-2;3} .........
Calcul 15.6 000

On consideére le systéme d’inconnues (z, %, z) € R? et de paramétres (a,c) € R? :

T—az=c
ar—y=c
ay—z=-=c.

Résoudre ce systeme pour les valeurs de a et ¢ proposées.

a) a=2,¢c=T ............. ¢) aeR\{-1} ............
b) a=1l,c=2 .............
Calcul 15.7 00

On propose le systéme d’inconnues (%, z) € R? et de parametre A € R :

dr+y+z=X\x
r+4dy+z= Ny
r+y+4z= Az

Résoudre ce systeme pour les valeurs de A proposées.
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Prérequis

Fiche de calcul n°18

Sommes et produits

Factorielle. Identités remarquables. Décomposition en éléments simples.
Fonctions usuelles (racine carré, logarithme népérien).

Si ¢ est un nombre réel et si (m,n) € N** et m < n, on a

man)

6

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul.

Calculs de sommes simples

Calcul 18.1

Calculer les sommes suivantes.

Calcul 18.2

Méme exe
a) > k(
k=1

rcice.

Calcul 18.3 — Produits.

n
L) Z q
k=m

2
; () n*(n +1)2
= k’ =
4
k=1

1_qn—m+l
mi : 1
ko) T, si g #
n—m-+1 sinon.

22’@5”* .....................
k=0

S (TFak—n+2)
k=1

1 2 n
ﬁ“!‘ﬁ‘f’"'—f—ﬁ ............

Calculer les produits suivants, ou p et ¢ sont des entiers naturels non nuls tel que p > q.

0017A
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Changements d’indice

Calcul 18.4

Calculer les sommes suivantes en effectuant le changement d’indice demandé.

Zn+1—k avec J=n+ 1 — k. oo

—_

b) ];Ein—i—l—kz avec j=n4+ 1 —k. oo

c) Zk?k AVEC J =k — L oo
k=1

n+2

d) Z(k’ —2)AVEC =k 2
k=3

Sommes télescopiques, produits télescopiques

Calcul 18.5 — Sommes télescopiques.

Calculer les sommes suivantes.
n+2

- k
a) k;(kﬂ) e ¢) ;(Hl), ................
f:m(u;) ............. d) zn:kxk! ..................
k=1

Calcul 18.6 — Produits télescopiques.

Calculer les produits suivants.

a) % ................... o) H(1_;> ................

k=1 k=

mook+1 n 1
]};[12k_1 .................. d) H(lkp) ...........

Décomposition en éléments simples

Calcul 18.7

Calculer les sommes suivantes.

n
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Sommation par paquets
)

Calcul 18.8

Calculer les sommes suivantes.

Sommes doubles
(G

Calcul 18.9

Calculer les sommes doubles suivantes.

D )

1<i,5<n

Z AKX (T, J) oot e e

1<i,j<n

40
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Fiche de calcul n°19 018A

Coefficients binomiaux

Prérequis
Factorielles. Coefficients binomiaux. Formule du bindéme de Newton.

La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Manipulations de factorielles et coefficients binomiaux

Calcul 19.1 — Pour s’échauffer. o
Donner la valeur des expressions suivantes :

101! 6

S d) )
9 901 ) (2>

10! 8
b) T e e) (3> ..............................

1 1
€) g TR e B 4x <7> ..........................

4

Calcul 19.2 — Pour s’échauffer — bis. o

Ecrire les expressions suivantes a l’aide de factorielles, coefficients binomiaux et le cas échéant a 'aide de
puissances.

a) 6XTX8X9 ...o.o.o.... ) 2x4x---x(2n) .......
6x7x8x9
b) m ........... d) 3X5X><(2n+1)
Calcul 19.3 — Avec des parameétres. (]
Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre k désigne un entier naturel tel que k < n.
2)!
a) (Z) (pourn >2) ....... d) (n :L_! R
n 1 n
b () (ourn=3) oo ) Ry e
(x) (n+1)!
C) ( n ) ................... f) 22(n+1) 22n """""
k41
Calcul 19.4 — Avec des parametres - bis. 00
Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre a désigne un nombre non nul.
a) e + !
o X 1) S ()l
) (3(n+ 1)) N (3n)!
D % (0 + 1)) G (nIJ8
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Autour du bindme de Newton

Calcul 19.5 — Le bindme de Newton. (]

Calculer les sommes ci-dessous a 1’aide de la formule du bindme de Newton.

a) En: ok (:) ............. ) En: 22"—’f(z> ..........

k=0

B> (1) Q Z peen (1) e gnn

Calcul 19.6 00

a) Développer a l'aide de la formule du binéme de Newton (1 +1)" + (1 —1)" ..........

L)

b) Caleuler Y (”) ..................................................................

p=0

Calcul 19.7 00

En utilisant la fonction 2 — (1 + )", ses dérivées d’ordre 1 et 2 et sa primitive s’annulant en 0, calculer

k=0
- n - n 1
b)Z(k)xk ............ d)Z(k>><k+1 .......
k=0 k=0
Calcul 19.8 00

a) Donner le coefficient de 2" dans le développement de (1+2)** ......................

b) Donner-en une autre expression en développant le produit (1 + )" (1 +z)" ..........

n 2
c) Calculerz (Z) ..................................................................

k=0
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Fiche de calcul n°21

Suites numériques

Prérequis
Suites récurrentes. Suites arithmétiques. Suites géométriques.

Calcul de termes

Calcul 21.1 — Suite explicite.

Soit la suite (up)nen définie par : Vn € N, wu,, = 2"5—” x 2"2 Calculer :

A) WY e C) U] weeeenen e
b) 7 7 T Y d) U3y vvvee vt
Calcul 21.2 — Suite récurrente.

On définit la suite (uy)pen par ug =1 et Vn € N, w1 = 2u, + 3. Calculer :

a) son troisiéme terme ............... b) ug ..o

Calcul 21.3 — Suite récurrente.

On définit la suite (vy,)n>1 par vy = V2 et Vn > 1, Up+1 = /Uy Calculer :

Calcul 21.4 — Suite récurrente.

1
On définit la suite (wy,)nen par wo =2 et Vn € N, w,11 = Ewi Calculer :

Calcul 21.5 — Suite explicite.

n

Soit la suite (¢,),>1 définie par Vn € N, ¢, = ln<n

2n

>. Calculer, pour n € N* :

Suites arithmétiques et géométriques

Calcul 21.6 — Suite arithmétique.

La suite (a,)nen est la suite arithmétique de premier terme 1 et de raison 2. Calculer :

b) son sixiéme terme ........

b) son centiéme terme ......

020A
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Calcul 21.7 — Suite arithmétique. o

2 3
La suite (b, )nen est une suite arithmétique de raison r vérifiant que big1 = = et bigs = 1 Calculer :

3

a) b102 ............................... b) e e e

Calcul 21.8 — Suite géométrique. 00

1

La suite (gn)nen est la suite géométrique de premier terme gy = 3 et de raison 3 Calculer :

a) Son dixiéme terme est @ ........... C)  G10 e

b) 010:90+91+---+99 ........... d) 011:90+gl+~~~+910 ..........

Calcul 21.9 — Suite géométrique. o
5 11

La suite (hy,)nen est une suite géométrique de raison ¢ vérifiant que hi; = 1—7{ et hiz = 2—; Calculer :

a) hlg ............................... b) G e e e

Suites récurrentes sur deux rangs

Calcul 21.10 o

Soit la suite (uy)nen définie par que ug =2, uy = 1 et ¥n € N, up49 = up41 + 6u,,. Calculer :

A) Uy e D) U5

Calcul 21.11 (]

Soit la suite (v, )nen définie par que vy = 0, vy = V2 et Vn € N, Upt2 = 2Up41 + vp. Calculer :

A) Uy e b) V2

Calcul 21.12 — Suite de Fermat. 000

Soit la suite (F),),>0 définie par Vn € N, F, = 22" 4+ 1. Calculer :

a) I3 oo d) Fo X (Fp—2) oo

D) Fh e) FZ

¢) (Foor =141 oo, f) F2., —2(F,—1)% ...
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Fiche de calcul n°26

Calcul matriciel

Prérequis
Calculs algébriques (sommes), coefficients binomiaux.

Calcul matriciel

025A

Calcul 26.1 — Calculs de produits matriciels. o
Dans cet exercice, on note A, B, C', D, E les cinq matrices suivantes :
1 -1 0
A=10 2 1|, B= (1 7 —2),
3 -1 2
21 -1 0 2 1 !
C:<1 11 1>’ D:<1 2)’ E=12
-1
Calculer les produits matriciels suivants.
a) A% ... d) ExB g) D* ...
b) A% ... e) AxE h) DxC
¢) BxE f) BxA i) B'xB
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Calcul 26.2 — Calcul de puissances. 00

On note
1 ...
) ) e (e ey o[ )

la matrice D étant de taille n x n (ot n € N¥), et o1 § € R.

Calculer le carré, le cube de chacune de ces matrices et utiliser ces calculs pour conjecturer leur puissance
k-ieme, pour k£ € N.

a) A% ... e) B3 ... iy CcF ...

b) A3 f) BF j) D?

c) AF .. g) C? ... k) D3 ...

d) B? h) C3 ) D*

Calcul 26.3 — Calculs avec des sommes. 000

Soit n € N*. On note A = (a;j)1<i j<n, B = (bij)i<ij<n €6 C = (¢ij)1<i,j<n les matrices de termes généraux
suivants :
i—1 o
7 —1
aij = (j _ 1>, bij =237, Cij = 041+ 0ij-1.
Donner le coefficient d’indice (,j) des matrices suivantes. On simplifiera au maximum le résultat obtenu et,
notamment, on trouvera une expression sans le symbole > .

58 Fiche n° 26. Calcul matriciel



Calcul 26.4 — Deux calculs plus difficiles!. 0000
Soient n € N* et (i,4) € [1,n]>.
En utilisant les matrices de I'exercice précédent, calculer les termes généraux suivants.

a) [A%] b) [C?]

2%

Inversion de matrices

Calcul 26.5 — Détermination d’inversibilité, calcul d’inverses. 00

Dans cet exercice, on note les matrices suivantes :

. . 1 -1 0
A— (T ¢ . B= 1—.|—1 2—'1 Co=lo 2 1],
2 2 i —i

3 -1 2
™ s 2 1 0 2 0 2 1
D=|=n 0 0oy, E=(2 1 =3, F={(2 0 1],

-1 =27 0 4 2 2 1 2 0
1 0 1 -1 1 0 2 3 1 1 -1 -1
2 1 3 -1 2 2 1 4 -1 1 1 1
G= 1 11 1 = 7T 2 2 9 |’ J= -1 -1 -1 1
0 2 3 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Déterminer, si elle existe, I'inverse de chacune des matrices. Si elle n’est pas inversible, indiquer dans la case
« non inversible » .

a) A d) D .. g) G
b) B e) E .. h) H
c) C f) F i J
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Calcul 26.6 — Matrices dépendant d’un parameétre. 000

On note A et p deux parametres réels. On note A et B les deux matrices suivantes :

A1 1 11 1
A=(-1 -1 2], B=[Ax 1 A-1
A12 1 A 1

Pour chaque matrice, donner une condition nécessaire et suffisante (abrégée ci-dessous en CNS) sur A pour que
la matrice soit inversible et en donner, dans ce cas, I'inverse.

CNS pour A CNS pour B

a) . i .. c) . .
inversible inversible

b) Inverse de A ... d) Inversede B ...
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Fiche de calcul n°27 0026A

Algéebre linéaire

Prérequis
Coordonnées, Applications linéaires, Matrices, Rang.

Vecteurs

Calcul 27.1 (]

Pour chacun des calculs suivants, déterminer les coordonnées du vecteur u dans la base B.

a) u=(1,1), B=((0,1),(=1,2)). erreiriiiii

b) = (1,1), B=((—=1,2),(0,1)). «eereeeeeie e

) w=(3,4), B=((1,2),(12,13)). ..ooerrei e

d) u=(1,2,1), B=((0,1,3),(4,5,6), (1,0, 1)) «.evvrrerreeaniani...
) u=(=1,0,1), B=((1,0,1),(1,1,1), (=1, =1,3)). «oorrrrerrererin...
f) u=X>+X%B=1X,X(X-1),X(X-1)(X=2) ceevirrrrrieai...
g2) u:x»—>cos(x+%),8=(x»—)cos(m),stin(m)) ......................

Calculs de rangs

Calcul 27.2 — Sans calcul. (]
Déterminer le rang des matrices suivantes :
1 4 1 2 3
a) (3 1) ................................. d) 4 5 9 ............................
6 7 13
1 4 1 4
2 8 2 8 L2
b) 2 8 2 | oy e) B S S Y
5 20 5 20 4 6
1 2 3 4 1 1
c) 2 4 6 8 . f) eM,R) ...
3 6 9 12 1 .1
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Calcul 27.3

Déterminer le rang des matrices suivantes :

a)

v (

3 2 1 1 2 1
—4 =3 =1 c) 0 2 4] ...........
-4 -2 -2 1 1 2
cosf) —sinf I -1 2 3
in 0 cos 0 ) ........................ d) 2 1 -1 2 -
4 2 1 -1
1 4 2 1

Matrices et Applications linéaires

Calcul 27.4 — Matrices d’endomorphismes.

Pour les applications linéaires f et les bases B suivantes, déterminer la matrice de f dans la base B.

a) f:(z,y) = (@ +y,3 —5y), B=((1,0),(0,1)). ©evrririiiriiiiiiiian,
b) f:(z,y)— (@+y,32—5y), B=((0,1),(1,0)). ...ccoooiiiii
o fi(zy) = Re+y,z—y), B=((1,2),(3,4) «cooiii
d) f:(z,y,2) (@+y,32—2y), B=((1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)) ..........oo...
e) fiPr P(X42), B=(1,X,X2) it
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Calcul 27.5 — Matrices d’applications linéaires.

Pour les applications linéaires f et les bases B, B’ suivantes, déterminer la matrice de f de la base B dans la

base B'.

a) fi(zy.2)— (@+y+z,2-y), B=((0,1,3),(4,5,6),(-1,0,1)), B = ((0,1),(1,0)).

b) f:P—=P B=(1,X,X%),B =(1,X, X% X3).
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Fiche de calcul n°28

Equations différentielles

Prérequis
Equations différentielles.

Equations d’ordre 1 & coefficients constants

Calcul 28.1

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) Y =12y et Y(0) =56 ..ot
b) ¥ =y+1 et y(0) =5 i
) ¥V =3y+5 et Y(0) =1 .o

d) ¥ =2u+12 et y(0) =3 it

Calcul 28.2

Déterminer les solutions des probléemes de Cauchy suivants :

a) BY ==y et Y(1) = e ot

b) Ty +2y=2 et y(7)= =1 i

0027A
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Equations d’ordre 2, homogenes, a coefficients constants

Calcul 28.3 — Une équation avec conditions initiales. (]
Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥ =3y +2y=0 et y(0)=1 et ¥ (0)=2 ...,

b) ¥’ =3y +2y=0 et y(0)=1 et ¥ (0)=1 ....ccoiiiiiiiiiiiiiii.

c) ¥V =3y +2y=0 et y(0)=1 et ¥ (0)=3 ..ccoiiiiiiiiiiiiiiii ..

d) ¥ =3y +2y=0 et y(0)=1 et y'(0)=3i ..cccoviiiiiiiiiiii..

Calcul 28.4 — Racines doubles, Racines simples. [
Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥ —y=0 et y0)=1 et Yy (0)=1 .coeriiiiiiiiiiiin..

b) ¥ +3y +2y=0 et y(0)=2 et ¥ (0)=3 ...,

) ¥'+y —2y=0 et y0)=1 et ¢ (0)=2 ..o,

d) v =20 +y=0 et y(0)=2 et ¢ (0)=1 ...cocoiiiiiiiiiiiii...

e) v'+4y +4y=0 et y(1)=1 et ¥ (1)=-3 ..o ..

Calcul 28.5 — Racines complexes. o
Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥'+y=0 et y0)=1 et y(0)=2 ..o,

b) v"+y +y=0 et y(0)=1 et ¥ (0)=—1 .cciiiiiiiiiiiiii.

c) ¥ +2)+2y=0 et y(0)=0 et y(0)=1 ..ccooiiiiiiiiiiiiiiii.

d) ¥ =20 +5y=0 et y(0)=i et ¥ (0)=—i .cciiiiiiiiiiii...
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Fiche de calcul n°29 028A

Séries numériques

Prérequis
Séries usuelles (convergence et sommes), décomposition en éléments simples.

Séries géométriques, exponentielles, de Riemann

Dans les calculs de cette section, reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant
calculer sa somme.

Calcul 29.1 — Séries géométriques. o
k
1
a) Z 2 c) <> .................
k>0 k>0 2
1 1
b) Y TIRRRRERRRREERRPRPRRS d) CTARRTEERRPPREEPPPPN
k>0 k>10
Calcul 29.2 — Séries exponentielles. o
1 1
a) Z H ...................... C) Z m .................
k>0 k>0
2k
b) T
k>2
Calcul 29.3 — Séries de Riemann. o
1 i*
a) S A) D oy e
k>1 k>3
1 1
b) Y e) T RRTITRIN
k>3 vk isa (1—1iv2)
1
C) Z % .......................
k>6

Séries télescopiques

Calcul 29.4 00

Prouver la convergence et calculer la somme de chacune des séries suivantes :

a) Zk?iik ......................... o) Zln<kfi1) ...................

E>1 E>2
1 (k+2)— (k+1)
b ———e—— d t
) %ku%u% ) ;)arc an<1+(k+2)(k+1)
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Séries géométriques dérivées

Prérequis
On pourra utiliser le fait que si a €] — 1, 1], les séries

Zkak_l et Zk(k—l)ak_Q,
k>1 k>2

appelées séries géométriques dérivées, convergent et ont pour somme

-~ 1 - 1
k—1 _ _1\ak2 _
Z ka™ " = (e et Z k(k—1)a A=ap
k=1 k=2
Calcul 29.5 — Séries géométriques dérivées. [
Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.
1
a) ﬁ .......................................................................
k>2
by S e D
E>1
c) Z K2
k>1
1
d) BT+
k>0
Calcul 29.6 — Séries géométriques dérivées — bis. 00
Reconnaitre chacune des séries suivantes, dire si elle converge, et le cas échéant calculer sa somme.
a) Z P
kE>1
b) Y (3k+ L) g oo
E>1
1
) Y k(k-—1) SRTE e
k>1
d) Y k(k—1em R
k>2
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