
ECG 1a - Ly
ée La Pérouse - Keri
hen Mathématiques D.S. n°2 - 18 novembre 2023Corrigé total sur 66 pointsExer
i
e 1 - vrai ou faux 5 points - 0,5 point par questionIndiquer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.Pour 
et exer
i
e (seulement), vous n'avez pas besoin de justi�er. Les mauvaises réponses ne sont pas pénalisées.a) ∀x ∈ R
∗, ln(|x|) > 0Faux, par exemple ln
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e qui est stri
tement négatif.b) x2 = y2 ⇒ x = yFaux, par exemple (−2)2 = 22 alors que 2 6= −2
) si ∀n ∈ N, un+1 =
3n

4
un alors (un)n∈N est une suite géométriqueFaux, puisqu'ave
 
ette dé�nition, u1 = 0× u0 et u2 =

3

4
× u1d) n
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∏n

k=1 ak
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f. 
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n
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eiVrai, on s'en 
onvain
 ave
 le 
hangement d'inid
e i = k+1 ⇔ i−1 = k et don
 k = 0 ⇒ i = 1 et k = n−1 ⇒ i = nf) 23
∑

k=5

6 = 108Faux, il su�t de 
ompter le nombre de 6 dans la somme, il y en a 19 don
 23
∑

k=5

6 = 19× 6 = 114g) n
∑

k=0

(ak − ak+1) = an+1 − a0Faux, il s'agit bien d'une somme téles
opique, mais dans 
e 
as, n
∑

k=0

(ak − ak+1) = a0 − an+1h) la fon
tion x 7→ ln(x3) est impaireFaux, elle n'est même pas dé�nie sur un intervalle symétrique par rapport à 0i) ∀x ∈ R+, ⌊
√
x⌋ =

√

⌊x⌋Faux, on peut tester ave
 2, d'un 
�té ⌊
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ar 1 6
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2 < 2 et de l'autre √⌊2⌋ =

√
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)Exer
i
e 2 - suites à expli
iter 5 points1. Soit (un)n∈N la suite dé�nie par u0 = −1 et un+1 = 3un + 4 pour tout n ∈ Na. Exprimer un en fon
tion de n pour tout n ∈ N 1,5 pointsOn re
onnait une suite arithméti
o-géométrique, on 
her
he dans un premier temps un point �xe :
α = 3α+ 4 ⇔ 2α = −4 ⇔ α = −2on introduit alors la suite (vn)n∈N dé�nie par vn = un − (−2) = un + 2soit n ∈ N, par dé�nition vn+1 = un+1 + 2don
 par dé�nition de un, vn+1 = 3un + 4 + 2 = 3un + 6 = 3(un + 2) = 3vndon
 (vn)n∈N est géométrique de raison 3don
 ∀n ∈ N, vn = 3nv0, or v0 = u0 + 2 et u0 = −1 don
 v0 = 1 et ∀n ∈ N, vn = 1× 3n = 3nor ∀n ∈ N, un = vn − 2 don
 un = 3n − 2 1



b. Cal
uler n
∑

k=0

uk pour tout n ∈ N 1,5 pointsD'après la formule trouvée à la question pré
édente, n
∑

k=0

uk =

n
∑

k=0

(

3k − 2
)

=

n
∑

k=0

3k −
n
∑

k=0

2 par linéaritéor d'après les résultats sur les sommes géométriques, n
∑

k=0

3k =
1− 3n+1

1− 3
=

1− 3n+1

−2
=

3n+1 − 1

2par ailleurs n
∑

k=0

2 = (n+ 1)× 2don
 n
∑

k=0

uk =
3n+1 − 1

2
− 2(n+ 1) =

3n+1

2
− 2n− 5

22. On dé�nit la suite (un)n∈N par : u0 = 2, u1 = 5 et ∀n ∈ N, un+2 = 5un+1 − 6unDonner une expression expli
ite de un 2 pointsOn re
onnait une suite ré
urrente linéaire d'ordre 2, on étudie don
 l'équation 
ara
téristique : x2 − 5x+ 6 = 0
x2 − 5x+ 6 admet pour ra
ines (évidentes) 2 et 3 don
 par propriété du 
ours, on sait qu'il existe deux réels λet µ tels que : ∀n ∈ N, un = λ2n + µ3nor u0 = 2 don
 λ20 + µ30 = 2 i.e. λ+ µ = 2 et u1 = 5 don
 λ21 + µ31 = 5 i.e. 2λ+ 3µ = 5en faisant la di�éren
e L2 − 2L1 on trouve 2λ+ 3µ− 2(λ+ µ) = 5− 4 i.e. µ = 1or λ+ µ = 2 don
 λ = 2− µ = 1 et �nalement ∀n ∈ N, un = 1× 2n + 1× 3n = 2n + 3nExer
i
e 3 - formule de la somme des 
arrés d'entiers 9 pointsSoit n ∈ N

∗1. Exprimer n
∑

k=1

(k + 1)3 en fon
tion de n
∑

k=1

k3, à l'aide d'un 
hangement d'indi
e. 2 pointsOn applique le 
hangement d'indi
e j = k + 1 ⇔ k = j − 1alors k = 1 ⇒ j = 2 et k = n ⇒ j = n+ 1 et don
 n
∑

k=1

(k + 1)3 =

n+1
∑

j=2

j3or d'après la relation de Chasles n+1
∑

j=1

j3 = 13 +
n+1
∑

j=2

j3 d'une part et n+1
∑

j=1

j3 =
n
∑

j=1

j3 + (n+ 1)3 d'autre partdon
 n+1
∑

j=2

j3 =

n
∑

j=1

j3 + (n+ 1)3 − 1 et don
 n
∑

k=1

(k + 1)3 =

n
∑

j=1

j3 + (n+ 1)3 − 12. Développer (k + 1)3. Exprimer alors n
∑

k=1

(k + 1)3 en fon
tion de n
∑

k=1

k3 et de n
∑

k=1

k2 2 pointsSans le bin�me de Newton :
(k + 1)3 = (k + 1)2(k + 1) = (k2 + 2k + 1)(k + 1) = k3 + 2k2 + k + k2 + 2k + 1 = k3 + 3k2 + 3k + 1don
 n

∑

k=1

(k + 1)3 =

n
∑

k=1

(k3 + 3k2 + 3k + 1) =

n
∑

k=1

k3 + 3

n
∑

k=1

k2 + 3

n
∑

k=1

k +

n
∑

k=1

1 par linéaritédon
 n
∑

k=1

(k + 1)3 =

n
∑

k=1

k3 + 3

n
∑

k=1

k2 + 3× n(n+ 1)

2
+ n3. En égalant les expressions obtenues en 1 et 2, déduire la formule n

∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
2 pointsD'après 1. n

∑

k=1

(k + 1)3 =

n
∑

k=1

k3 + (n+ 1)3 − 1 et d'après 2. n
∑

k=1

(k + 1)3 =

n
∑

k=1

k3 + 3

n
∑

k=1

k2 + 3× n(n+ 1)

2
+ ndon
 n

∑

k=1

k3 + (n+ 1)3 − 1 =
n
∑

k=1

k3 + 3
n
∑

k=1

k2 + 3× n(n+ 1)

2
+ ndon
 (n+ 1)3 − 1 = 3

n
∑

k=1

k2 + 3× n(n+ 1)

2
+ ndon
 3

n
∑

k=1

k2 = (n+ 1)3 − 1− 3× n(n+ 1)

2
− n = (n+ 1)3 − 1− 3n(n+ 1)

2
− n2



= n3 + 3n2 + 3n+ 1− 1− 3n2 + 3n

2
− n = n3 + 3n2 + 3n− 3n2 + 3n

2
− n

=
2n3 + 6n2 + 6n− 3n2 − 3n− 2n

2
=

2n3 + 3n2 + n

2
=

n(2n2 + 3n+ 1)

2or (n+ 1)(2n+ 1) = 2n2 + n+ 2n+ 1 = 2n2 + 3n+ 1don
 3
n
∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

2
et don
 n

∑

k=1

k2 =
1

3
× n(n+ 1)(2n+ 1)

2
=

n(n+ 1)(2n+ 1)

64. Redémontrer la formule pré
édente par ré
urren
e. 2 pointsOn s'exé
ute, pour n ∈ N
∗, on dé�nit P (n) :

n
∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6Initialisation : P (1) est vraie ⇔
1
∑

k=1

k2 =
1(1 + 1)(2× 1 + 1)

6
⇔ 12 =

1× 2× 3

6
⇔ 1 =

6

6

e qui est vrai, don


P (1) est vraieHérédité : soit n ∈ N
∗, supposons que P (n) est vraiealors par hypothèse, n
∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6par ailleurs n+1
∑

k=1

k2 =
n
∑

k=1

k2 + (n+ 1)2 d'après la relation de Chaslesdon
 n+1
∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2 = (n+ 1)

[

n(2n+ 1)

6
+ n+ 1

]

= (n+ 1)
2n2 + n+ 6(n+ 1)

6

= (n+ 1)
2n2 + n+ 6n+ 6

6
= (n+ 1)

2n2 + 7n+ 6

6or (n+ 2) [2(n+ 1) + 1] = (n+ 2)(2n+ 3) = 2n2 + 3n+ 4n+ 6 = 2n2 + 7n+ 6don
 n+1
∑

k=1

k2 = (n+ 1)
(n+ 2)(2n+ 3)

6
=

(n+ 1)(n+ 1 + 1) [2(n+ 1) + 1]

6
i.e. P (n+ 1) est vraie d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N

∗, P (n) est vraie et la formule est don
 démontrée (à nouveau).5. Ave
 Python, dé�nir une fon
tion qui prend en entrée un entier naturel n et qui renvoie la valeur de n
∑

k=1

k2On utilise la syntaxe synthétique permettant de dé�nir la liste des 
arrés d'entier (attention au n + 1 dans le
range, dont on fait la somme pour obtenir le résultat attendu. 1 point
def somme_carres(n):

return sum ([n**2 for n in range (1,n +1) ]Exer
i
e 4 12 pointsSoit (un)n∈N la suite de nombres réels défnie par u0 = 2 et la relation de ré
urren
e ∀n ∈ N, un+1 =
3un − 1

un + 11. Soit f dé�nie par f(x) = 3x− 1

x+ 1a. Déterminer Df l'ensemble de dé�nition de f 0,5 point
f est dé�nie dès lors que x+ 1 6= 0 i.e. x 6= −1 don
 Df = R \ {−1}b. Etudier les variations de f 1 point
f est dérivable sur Df et f est de la forme f =

u

v
ave
 u(x) = 3x− 1 et v(x) = x+ 1don
 u′(x) = 3 et v′(x) = 1 et ∀x ∈ Df , f

′(x) =
u′(x)v(x) − u(x)v′(x)

(v(x))2don
 f ′(x) =
3(x+ 1)− (3x− 1)× 1

(x+ 1)2
=

3x+ 3− 3x+ 1

(x+ 1)2
=

4

(x + 1)2don
 ∀x ∈ Df , f
′(x) > 0 don
 f est stri
tement 
roissante sur ]−∞,−1[ et sur ]− 1,+∞[
. En déduire que, pour tout x > 1, f(x) > 1 0,5 point3



Par dé�nition, f(1) = 3× 1− 1

1 + 1
= 1 et f est stri
tement 
roissante sur ]− 1,+∞[don
 ∀x > 1, f(x) > f(1) i.e. f(x) > 1d. Etudier le signe de f(x)− x 1,5 pointsSoit x ∈ Df alors f(x)− x =

3x− 1

x+ 1
− x =

3x− 1− x(x + 1)

x+ 1
=

3x− 1− x2 − x

x+ 1
=

−x2 + 2x− 1

x+ 1or x2 − 2x+ 1 = (x− 1)2 don
 f(x)− x = − (x− 1)2

x+ 1don
 ∀x 6= 1, (x− 1)2 > 0 et de fait f(x)− x est du signe opposé de 
elui de x+ 1don
 f(x)− x > 0 sur ]−∞,−1[ et f(x)− x < 0 sur ]− 1, 1[ et sur ]1,+∞[ (et f(1)− 1 = 0)2. Montrer pour tout n ∈ N, un existe et un > 1 1,5 pointsPar ré
urren
e évidemment, pour n ∈ N, on dé�nit P (n) : un existe et un > 1Initialisation : u0 existe et u0 = 2 don
 u0 > 1 don
 P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, supposons que P (n) est vraiealors par hypothèse, un > 1 don
 un + 1 6= 0 et don
 un+1 existepar ailleurs, 
omme démontré au 1.
. x > 1 ⇒ f(x) > 1par hypothèse à nouveau, un > 1 don
 f(un) > 1 soit un+1 > 1, i.e. P (n+ 1) est vraie d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. un existe et un > 13. Montrer que la suite (un)n∈N est dé
roissante. 1 pointD'après 1.d. x > 1 ⇒ f(x)− x 6 0 i.e. f(x) 6 xet d'après 2. ∀n ∈ N, un > 1 don
 ∀n ∈ N, f(un) 6 un i.e un+1 6 unet don
 (un)n∈N est dé
roissante.4. Ave
 Python,a) é
rire un programme qui dé�nit la fon
tion f 1 pointOn utilise la syntaxe pour la dé�nition de fon
tion.
def f(x):

return (3x -1) /(x+1)b) é
rire un programme qui représente la fon
tion f et la droite y = x sur l'intervalle [1; 10] 1,5 pointsOn importe matplotlib.pyplot pour la représentation et numpy pour linspace, puis à partir de la mêmeliste d'abs
isses, on 
réée la liste des ordonnées de la fon
tion f que l'on représente ave
 la droite.
import numpy as np

import matplotlib .pyplot as plt

x=np. linspace (1 ,10 ,100)

y=f(x)

plt .plot(x,y)

plt .plot(x,x) # pour la droite y=x

plt .show ()
) é
rire un programme qui 
al
ule et représente les 100 premiers termes de la suite (un)n∈N 2 pointsOn 
al
ule les termes de la suite de manière ré
ursive et on les in
lut progressivement dans une liste qu'onreprésente ensuite.
L=[2] #la liste ne contient que le premier terme initialement

u=2 # on définit le premier terme

for n in range (1 ,100) :

u=f(u) #on calcule le nouveau terme en fonction du précédent

L. append (u) # on le rajoute dans la liste

plt .plot(L, ’+’) # par défaut , Python prend les abscisses 0, 1, ..., 99, ce qui nous

convient ici

plt .show ()d) on admet que la suite (un)n∈N 
onverge vers 1, déterminer le rang du premier terme de la suite tel que
|un − 1| 6 10−3 1,5 pointsOn 
al
ule les termes de la suite de manière ré
ursive mais 
ette fois jusqu'à atteindre la 
ondition demandée,don
 on 
al
ule tant que |un − 1| > 10−3, sa
hant que |un − 1| = un − 1 
ar ∀n ∈ N, un > 1

u=2 # on définit le premier terme

n=0 # pour suivre le rang des termes

while u -1 >10**( -3):

u=f(u) # comme plus haut

n=n+1 # on met à jour le rang

print (n) # on affiche le résultat à l’issue de la boucle4



Exer
i
e 5 8 pointsOn 
onsidère la fon
tion f dé�nie par f(x) = ln(1− x2)

x2 + 11. Déterminer Df , l'ensemble de dé�nition de f et justi�er que f est également dérivable sur Df 1,25 pointsLe quotient et le logarithme peuvent limiter la bonne dé�nition de f , mais le dénominateur est toujours stri
te-ment positif don
 f est dé�nie dès lors que ln(1 − x2) est dé�ni, et don
 dès que 1− x2 > 0or 1− x2 = (1− x)(1 + x) est un polyn�me du se
ond degré, ave
 a < 0, et dont les ra
ines sont −1 et 1don
 1− x2 est stri
tement positif entre les ra
ines (stri
tement), i.e. sur ]− 1; 1[don
 f est dé�nie sur ]− 1; 1[ et elle est également dérivable sur 
et intervalle en tant que 
omposée et quotientde fon
tions dérivables sur 
et intervalle (rien ne limite la dérivabilité de 
es fon
tions).2. Etudier la parité de la fon
tion f 0,75 point
Df =]− 1; 1[ est symétrique par rapport à 0 et ∀x ∈ Df , f(−x) =

ln(1 − (−x)2)

1 + (−x)2
=

ln(1 − x2)

1 + x2
= f(x)don
 f est une fon
tion paire.3. Justifer que, pour tout x ∈ Df , f

′(x) =
−2xg(x)

(x2 + 1)2(1− x2)
ave
 g(x) = x2 + 1 + (1 − x2) ln(1− x2) 2 points

f s'é
rit f(x) = u(x)

v(x)
ave
 u(x) = ln(1− x2) et v(x) = 1 + x2, de fait v′(x) = 2x

u s'é
rit elle-même u(x) = ln(w(x)) ave
 w(x) = 1− x2 et de fait w′(x) = −2x, don
 u′(x) =
w′(x)

w(x)
= − 2x

1− x2on peut alors déterminer f ′ =
u′v − uv′

v2
: ∀x ∈ Df , f

′(x) =
− 2x

1−x2 × (1 + x2)− ln(1− x2)× (2x)

(1 + x2)2don
 f ′(x) =
− 2x×(1+x2)

1−x2 − ln(1−x2)×(2x)×(1−x2)
1−x2

(1 + x2)2
=

−2x×(1+x2)−2x×(1−x2) ln(1−x2)
1−x2

(1 + x2)2
=

−2x×[1+x2+(1−x2) ln(1−x2)]
1−x2

(1 + x2)2

=
−2x×

[

1 + x2 + (1 − x2) ln(1− x2)
]

1− x2
× 1

(1 + x2)2
=

−2x×
[

1 + x2 + (1− x2) ln(1− x2)
]

(1− x2)(1 + x2)

=
−2xg(x)

(1− x2)(1 + x2)
ave
 g(x) = 1 + x2 + (1 − x2) ln(1− x2)4. a. Déterminer le signe de g′(x) pour x ∈ Df 2 pointsOn peut é
rire g(x) = 1 + x2 + h(x)u(x) où h(x) = 1− x2 don
 h′(x) = −2x et u(x) est dé�nie plus hautdon
 ∀x ∈ Df , g

′(x) = 2x+ h′(x)u(x) + h(x)u′(x) = 2x− 2x ln(1− x2) + (1− x2)× (−2x)

1− x2don
 g′(x) = 2x− 2x ln(1− x2)− 2x = −2x ln(1− x2)or ∀x ∈ Df , x
2
> 0 ⇒ 1− x2

6 1 et don
 par 
roissan
e de ln, ln(1 − x2) 6 ln(1) i.e. ln(1− x2) 6 0don
 − ln(1 − x2) > 0 et don
 g′(x) est du signe de 2x i.e. du signe de xdon
 g′(x) est négatif (ou nul) sur ]− 1, 0] et positif (ou nul) sur [0, 1[b. Dresser alors le tableau de variation de g sur
Df 0,5 pointD'après la question pré
édente et sa
hant que
g(0) = 02+1+(1−02) ln(1−02) = 1+ln(1) = 1,on peut immédiatement donner le tableau 
i-
ontre :

x

g′(x)

g

−1 0 1- 0 +
11
. En déduire le signe de g(x) pour x ∈ Df 0,5 pointDe manière immédiate en
ore, on déduit de l'étude des variations que g admet un minimum en 0, or 
eminimum vaut 1 don
 ∀x ∈ Df , g(x) > 1 et don
 g(x) > 05. Dresser alors le tableau de variation de f sur Df 1pointA nouveau, il s'agit prin
ipalement de re
ueillir lesfruits des questions pré
é
entes dans le tableau sui-vant. Sa
hant que les termes g(x), (x2+1)2 et (1−x2)sont stri
tement positifs sur Df , f

′(x) est du signe de
−2x et en�n f(0) =

ln(1 − 02)

02 + 1
=

ln(1)

1
= 0 :

x

−2x

f ′(x)

f

−1 0 1+ 0 -+ 0 -
00

5



Exer
i
e 6 12 pointsOn 
onsidère les fon
tions ch et sh dé�nies sur R par : ch(x) = ex + e−x et sh(x) = ex − e−xainsi que la fon
tion f dé�nie sur par : f(x) = x

sh(x)1. Résoudre sur R l'équation sh(x) = 0 1 point
sh(x) = 0 ⇔ ex − e−x = 0 ⇔ ex = e−x ⇔ ln(ex) = ln(e−x) 
ar ln(a) = ln(b) ⇔ a = bdon
 sh(x) = 0 ⇔ x = −x ⇔ 2x = 0 ⇔ x = 02. Etudier la parité des fon
tions ch et sh. Interpréter graphiquement. 1,5 pointsLes fon
tions ch et sh sont dé�nies sur R qui est symétrique par rapport à 0soit x ∈ R, alors ch(−x) = e−x + e−(−x) = e−x + ex = ex + e−x = ch(x) don
 la fon
tion ch est paire, de fait sa
ourbe représentative sera symétrique par rapport à l'axe des ordonnées.par ailleurs sh(−x) = e−x − e−(−x) = e−x − ex = −(ex − e−x) = − sh(x) don
 la fon
tion sh est impaire, de faitsa 
ourbe représentative sera symétrique par rapport à l'origine du repère.3. Dresser le tableau de variations de la fon
tion sh, puis en déduire son signe. 1,5 pointsLa fon
tion sh est dérivable sur R (
'est la somme de deux fon
tions exponentielles)et ∀x ∈ R, sh′(x) = ex − (−e−x) 
ar la dérivée de eu est u′eu (i
i pour e−x ave
 u(x) = x et u′(x) = −1)don
 ∀x ∈ R, sh′(x) = ex + e−x (on remarque aupassage que sh′(x) = ch(x))or ∀x ∈ R, ex > 0 et e−x > 0 don
 sh′(x) > 0don
 la fon
tion sh est stri
tement 
roissante sur R,de plus sh(0) = 0 d'où le tableau : x

g

−∞ 0 +∞

0don
 x < 0 ⇒ f(x) < f(0) i.e. f(x) < 0 et de même x > 0 ⇒ f(x) > 04. Etudier les variations de la fon
tion ch 1,25 pointsDe manière analogue, ∀x ∈ R, ch′(x) = ex + (−e−x) = ex − e−xon remarque ch′(x) = sh(x) de fait ch′(x) 6 0 sur R− et ch′(x) > 0 sur R+don
 ch est dé
roissante sur R− et 
roissante sur R+ (on pourrait montrer que 
'est même � stri
tement �)Option B (si on ne remarque pas ch′ = sh) :alors ch′(x) > 0 ⇔ ex − e−x
> 0 ⇔ ex > e−x ⇔ ln(ex) > ln(e−x) ⇔ x > −x ⇔ 2x > 0 ⇔ x > 0l'équivalen
e est 
onservée en 
omposant ave
 la fon
tion ln 
ar les fon
tions ln et exp (pour le retour) sont
roissantes. De même ch′(x) 6 0 ⇔ x 6 0 (on peut aussi utiliser la parité) ... d'où les variations.On peut en�n pré
iser que ch atteint un minimum en 0 qui vaut ch(0) = e0 + e−0 = 25. Montrer que : ∀x ∈ R, ch(x) > sh(x) 0,75 pointSoit x ∈ R alors e−x > 0 et 0 > −e−x don
 e−x > −e−x don
 ex + e−x > ex − e−x i.e. ch(x) > sh(x)6. Donner sur un même graphique l'allure des 
ourbes représentatives desfon
tions ch et sh 1,5 pointsOn peut remarquer dans un premier temps que pour x > 0, e−x devientrapidement négligeable devant ex. En e�et e ≃ 2, 7 don
 e3 > 10 et defait e−3 =

1

e3
6

1

10
et don
 e3 + e−3 est pro
he de e3 (à 1

10
près)don
 les 
ourbes de sh et ch sont rapidement pro
hes de la 
ourbe del'exponentielle quand x 
roit (ch étant au-dessus et sh en-dessous)de plus ch(0) = 2 et sh(0) = 0 et ∀x ∈ R, ch(x) > ex > sh(x) et en�non utilise la parité pour représenter les fon
tions :7. Déterminer Df , l'ensemble de dé�nition de f 0,5 point

f est dé�nie dès que son dénominateur est non nul, i.e. sh(x) 6= 0or d'après 1. sh(x) = 0 ⇔ x = 0 don
 Df = R
∗8. Etudier la parité de la fon
tion f 0,75 point

Df est symétrique par rapport à 0et pour x ∈ Df , f(−x) =
−x

sh(−x)
=

−x

− sh(x)

ar sh est impaire (
f. 2.)don
 f(−x) =

x

sh(x)
= f(x) don
 f est paire

12345
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9. Cal
uler f ′(x) pour x ∈ Df 0,75 pointSoit x ∈ Df , alors en utilisant la formule du quotient, on trouve : f ′(x) =
1× sh(x) − x sh′(x)

(sh(x))2or d'après 3. sh′(x) = ch(x) don
 f ′(x) =
sh(x) − x ch(x)

(sh(x))210. On pose : ∀x ∈ R+, h(x) = sh(x)− x ch(x). Etudier les variations de h, puis en déduire le signe de h 1,5 points
∀x ∈ R+, h

′(x) = sh′(x)− (ch(x) + x ch′(x)) = ch(x)− ch(x) − x sh(x) 
ar sh′ = ch et ch′ = sh d'après 3. et 4.don
 h′(x) = −x sh(x) don
 h′(x) 6 0 (
ar x > 0 et sh(x) > 0 sur R+ d'après 3.)don
 h est dé
roissante sur R+, de plus h(0) = sh(0)− 0× ch(0) = 0 don
 ∀x ∈ R+, h(x) 6 011. En déduire les variations de f sur R∗

+, puis établir le tableau de variations de f sur Df 1 pointSoit x ∈ R
∗

+, 
omme f ′(x) =
h(x)

(sh(x))2et h(x) 6 0, on en déduit que f ′(x) 6 0don
 f est dé
roissante sur R∗

+ et par parité, on endéduit que f est 
roissante sur R∗

+on en déduit don
 le tableau de variations : x

f

−∞ 0 +∞

Exer
i
e 7 6 pointsOn dé�nit les suites de réels (un)n∈N et (vn)n∈N par : ∀n ∈ N,











un+1 =
2

3
un +

1

2
vn

vn+1 =
1

3
un +

1

2
vn

et u0 = 1 et v0 = 11. Montrer que, pour tout entier naturel n : un + vn = 2 1,5 pointsOn va le montrer par ré
urren
e, pour n ∈ N, on pose P (n) : un + vn = 2Initialisation : u0 + v0 = 1 + 1 = 2 don
 P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraiepar dé�nition des suites (un)n∈N et (vn)n∈N :

un+1 + vn+1 =
2

3
un +

1

2
vn +

1

3
un +

1

2
vn =

(

2

3
+

1

3

)

un +

(

1

2
+

1

2

)

vn = un + vnor par hypothèse de ré
urren
e un + vn = 2don
 un+1 + vn+1 = 2, i.e. P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. un + vn = 22. On dé�nit la suite (xn)n∈N par : ∀n ∈ N, xn = vn − 4

5a. Utiliser la question 1. pour montrer que la suite (xn)n∈N est une suite géométrique. 1,5 pointsEn déduire xn en fon
tion de nSoit n ∈ N, par dé�nition xn+1 = vn+1 −
4

5or vn+1 =
1

3
un +

1

2
vn don
 xn+1 =

1

3
un +

1

2
vn − 4

5or un + vn = 2 don
 un = 2− vn et don
 xn+1 =
1

3
(2 − vn) +

1

2
vn − 4

5don
 xn+1 =

(

−1

3
+

1

2

)

vn +
2

3
− 4

5
=

1

6
vn +

10

15
− 12

15
=

1

6
vn − 2

15don
 xn+1 =
1

6

(

vn − 12

15

)

=
1

6

(

vn − 4

5

)

=
1

6
xn 
ar xn = vn − 4

5don
 (xn)n∈N est une suite géométrique de raison 1

6
, don
 ∀n ∈ N, xn =

(

1

6

)n

x0or x0 = v0 −
4

5
= 1− 4

5
=

1

5
don
 ∀n ∈ N, xn =

1

5
× 1

6nb. Déterminer alors vn en fon
tion de n, puis montrer que un =
1

5

(

6− 1

6n

) pour tout n ∈ N 1 pointSoit n ∈ N, alors vn = xn +
4

5
don
 d'après 2.a. vn =

4

5
+

1

5
× 1

6nor d'après 1., un+vn = 2 don
 un = 2−vn et don
 un = 2−
(

4

5
+

1

5
× 1

6n

)

= 2− 4

5
− 1

5
× 1

6n
=

6

5
− 1

5
× 1

6n�nalement un =
1

5

(

6− 1

6n

) et 
e ∀n ∈ N 7




. Cal
uler 40
∑

k=0

uk 2 pointsD'après la question pré
édente, 40
∑

k=0

uk =
40
∑

k=0

1

5

(

6− 1

6k

)

=
1

5

40
∑

k=0

(

6− 1

6k

)

=
1

5

(

40
∑

k=0

6−
40
∑

k=0

1

6k

) parlinéaritéor 40
∑

k=0

6 = 41× 6 = 246 et par propriété sur les sommes géométriques 40
∑

k=0

1

6k
=

1−
(

1
6

)41

1− 1
6

=
1− 1

641

5
6don
 40

∑

k=0

uk =
1

5

[

246− 6

5

(

1− 1

641

)]

=
1

25

(

1230− 6 +
1

640

)

=
1

25

(

1224 +
1

640

)Exer
i
e 8 - numéros de téléphone 9 points0n s'intéresse aux numéros de téléphone à 10 
hi�res 
ommençant par 061. Combien en existe-t-il au total ? 1 pointIl y 8 
hi�res à 
hoisir, 
e qui revient aussi à 
hoisir un nombre entre 0 et 99 999 999, don
 il y a 
ent millions de
hoix. On peut aussi le voir 
omme 8 tirages ave
 remise, où 
haque tirage 
omporte 10 
hoix, don
 108 
hoixau total.2. Combien ne 
omportent que des 
hi�res di�érents (après le 06) ? 2 pointsDésormais, 
'est 
omme si on e�e
tue des tirages sans remise, il y a don
 10 
hoix pour le premier 
hi�re, puis
9 
hoix pour le deuxième, . . . , puis 3 
hoix pour le dernier. Don
 au total 10× 9× 8× · · · × 3 =

7
∏

k=0

(10− k)on peut e�e
tuer le 
al
ul : 7
∏

k=0

(10− k) = 1 814 400Option B : on peut aussi 
onsidérer que l'on 
hoisit 8 
hi�res, puis que pour 
ha
un de 
es 
hoix, il y a 8!permutations, don
 (10
8

)

× 8! numéros dans 
e 
as.3. Combien 
ontiennent exa
tement 3 fois le 
hi�re 6 (après le 06) ? 1,5 pointsIl faut pla
er 3 fois le 
hi�re 6, il faut don
 
hoisir les positions où les pla
er, il y en a (8
3

) puis pour 
ha
unde 
es 
hoix de positions, on peut pla
er n'importe quel autre 
hi�re parmi les 9 restants, 
e qui 
orrespond à 5tirages ave
 remise 
omportant 
ha
un 9 
hoix, soit 95 
hoixdon
 dans 
e 
as, on a (8
3

)

× 95 =
8× 7× 6× 95

3!
= 8× 7× 95 = 3 306 744 
hoix4. Combien 
ontiennent 8 
hi�res rangés dans l'ordre (après le 06) ? 2 pointsL'énon
é est un peu ambigü, on suppose qu'il s'agit de 
hi�res di�érentes et qu'il s'agit d'ordre 
roissant (si onprend aussi l'ordre dé
roissant, il su�t de multiplier par deux, par 
ontre si on peut utiliser plusieurs fois lemême 
hi�re, 
'est plus 
ompliqué).On a en fait que 3 
hoix pour le premier 
hi�re qui peut être 0, 1 ou 2si on 
ommen
e par le 3, le reste est totalement déterminé : 23456789par 
ontre si on on 
ommen
e par le 0 ou le 1, il peut y avoir plusieurs possibilités par exemple 12345678 ou

12456789Pour dénombrer, le plus simple est de 
onsidérer que l'on 
hoisit 8 
hi�res parmi 10, et une fois 
es 8 
hi�res
hoisis, l'ordre est totalement déterminé. Ou peut-être de manière en
ore plus simple, 
hoisir les deux 
hi�resqui ne vont pas apparaitre.Finalement il y a (10
2

)

=

(

10

8

)

=
10× 9

2
= 45 numéros de téléphone dans 
e 
as.5. Combien ne 
ontiennent que des 
hi�res pairs (après le 06) ? 1 pointIl s'agit simplement d'un tirage ave
 remise pour 
ha
un des 
hi�res, don
 8 tirages ave
 à 
haque fois 5 possibilitéspour avoir un 
hi�re pair (0, 2, 4, 6, 8) don
 58 = 625 ∗ 625 = 390 625 numéros de téléphone dans 
e 
as6. Combien ne 
ontiennent que des 
hi�res identiques (après le 06) ? 0,5 pointIl y a tout simplement 10 possibilités pour le premier 
hi�re qui détermine tout le numéro ensuite, don
 10numéros dans 
e 
as. 8


