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hen - ECG 1 - mathématiques appliquées Mathématiques D.S. n°2 - 16 novembre 2024L'obje
tif n'est pas de �nir, visez la qualité : 0 + 0 + 0 + 0 < 0, 5 Cal
ulatri
e interditeBon devoir !Exer
i
e 1 - vrai ou fauxIndiquer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.Pour 
et exer
i
e (seulement), vous n'avez pas besoin de justi�er. Les mauvaisesréponses ne sont pas pénalisées.a) ∀x ∈ R, e−x
> 0b) x2 = y2 ⇒ x = y
) |xn| = |x|nd) si ∀n ∈ N, un = an + b (ave
 a et

b réels), alors (un)n∈N est une suitearithmétiquee) n
∑

k=1

ak

bk
=

∑n

k=1
ak

∑n

k=1
bk

f) n
∑

k=1

(k + 1) =

n−1
∑

k=0

kg) 37
∑

k=3

4 = 140h) la fon
tion x 7→
√

x+ x3 est impairei) ∀x ∈ R, ⌊−x⌋ = −⌊x⌋j) (
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)

= 1Exer
i
e 2 - questions diverses et indépendantes1. Traduire mathématiquement les phrases suivantes en utilisant des quanti�
a-teurs :a. l'exponentielle de tout réel est stri
tement positive ;b. le 
arré de tout nombre entier est supérieur à lui-même.2. Résoudre l'inéquation : x2 − 4|x| 6 53. Soit n ∈ N
∗, montrer que 2n

∑

k=1

⌊

k

n+ 1

⌋

= n4. Soit (un)n∈N la suite dé�nie par { u0 = 1

∀n ∈ N, un+1 = 4un − 6Donner une expression expli
ite de un5. Soit (vn)n∈N la suite dé�nie par { v0 = v1 = 1

∀n ∈ N, vn+2 = 3vn+1 − 2vnDonner une expression expli
ite de vn

Exer
i
e 3 - 
ombien de 
rêpes ?Charlotte se rend à la 
rêperie et elle a le 
hoix entre 5 ingrédients pour garnir ses
rêpes : roquefort, tomate, poisson fumé, ÷uf et jambon 
ru.1. Dans un premier temps, Charlotte 
hoisit une 
rêpe ave
 deux ou trois ingré-dients, 
ombien de 
hoix peut-elle faire ?2. Charlotte prend ensuite une deuxième 
rêpe dans les mêmes 
onditions. Com-bien de 
hoix de deux 
rêpes Charlotte aura-t-elle pu faire au total ? (on 
onsi-dère que � une 
rêpe tomate puis une 
rêpe roquefort � est un 
hoix di�érentde � une 
rêpe roquefort puis une 
rêpe tomate �).Exer
i
e 4On dé�nit la suite u par u0 = 5 et ∀n ∈ N, un+1 =
√
un − 3 + 31. Montrer que pour tout n ∈ N, un existe et un > 42. Pour x > 3, on pose f(x) =

√
x− 3 + 3 et g(x) = f(x)− xa. Pour x > 3, 
al
uler g′(x) et en déduire les variations de g(x)b. Cal
uler g(4) et en déduire le signe de f(x)− x pour x > 33. Montrer que la suite u est dé
roissante.4. On introduit la suite v dé�nie par : ∀n ∈ N, vn = ln(un− 3). Montrer que pourtout n ∈ N, vn existe.5. Re
onnaitre la suite v et exprimer vn en fon
tion de n6. En déduire l'expression de un en fon
tion de n7. Ave
 Python,a. é
rire un programme qui 
al
ule les 101 premiers termes de la suite

(un)n∈Nb. Le programme renvoie 4.4142 ; 4.1892 ; 4.0905 ; 4.0443 ; 4.0219 ;

4.0109 ; 4.0054 ; 4.0027 ; 4.0014 ; 4.0007 ...Emettre une 
onje
ture sur la 
onvergen
e de (un)n∈N
. En notant ℓ la limite de (un)n∈N, déterminer le rang du premier terme dela suite (un)n∈N tel que |un − ℓ| 6 10−51



Exer
i
e 5 - étude d'une sommePour n ∈ N
∗, on pose Sn =

n
∑

k=1

k × k!1. Montrer que ∀k ∈ N, k × k! = (k + 1)!− k!2. En déduire l'expression de Sn en fon
tion de n. Véri�er ave
 S3Exer
i
e 6 - deux suites et une sommeOn étudie les deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N dé�nies de la façon suivante :







a0 = 0 et ∀n ∈ N, an+1 = 2an + bn

b0 = 1 et ∀n ∈ N, bn+1 = 2bn1. De quel type est la suite (bn)n∈N ? En déduire une expression de bn en fon
tionde n2. Soit (cn)n∈N la suite dé�nie par cn =
an

2n

, pour tout entier naturel na. Justi�er que (cn)n∈N est arithmétique de raison 1

2

et pré
iser son premierterme.b. En déduire une expression de cn en fon
tion de n
. Déduire des questions pré
édentes que : ∀n ∈ N, an = n2n−13. Appli
ation au 
al
ul d'une sommea. Justi�er que les termes de la suite (an)n∈N véri�ent :
∀k ∈ N, ak = ak+1 − ak − 2kb. Montrer qu'on a : ∀n ∈ N,

n
∑

k=0

(ak+1 − ak) = an+1
. Pour tout entier naturel n, 
al
uler n
∑

k=0

2kd. Déduire des questions pré
édentes qu'on a :
∀n ∈ N,

n
∑

k=0

k2k−1 = (n− 1)2n + 1

Exer
i
e 7 - études de fon
tionsPartie IOn onsidère les fon
tions P et g dé�nies respe
tivement sur R et ]0; +∞[ par :
P (x) = 3x3 − x− 2 et g(x) = x3 − x+ 3− 2 ln(x)1. Montrer que ∀x ∈ R, P (x) = (x− 1)(3x2 + 3x+ 2)2. Cal
uler g′(x) et l'exprimer en fon
tion de P (x) pour tout x ∈ R, puis endéduire que son signe est 
elui de P (x) pour tout x ∈]0; +∞[3. En déduire les variations de g4. En déduire que ∀x ∈]0; +∞[, g(x) > 0Partie IIOn 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur ]0; +∞[ par : f(x) = x+ 1+

x− 1 + ln(x)

x2

eton note Cf sa 
ourbe représentative.1. E
rire un programme Python qui dé�nit la fon
tion f2. Dériver f et mettre le résultat sous la forme f ′(x) =
g(x)

xk

pour tout x ∈]0; +∞[,où k est un entier dont on pré
isera la valeur.3. En déduire les variations de f4. Déterminer une équation de T1, la tangente à Cf au point d'abs
isse 15. E
rire un programme Python qui représente f et sa tangente T1 sur l'intervalle

[0, 1; 7]6. Montrer que ∀x > 1, f(x) > x+ 1 et que ∀x ∈]0, 1], f(x) 6 x+ 1En déduire la position de Cf par rapport à la droite ∆ d'équation y = x+ 17. Représenter l'allure de CfOn admettra que lim
x→0

f(x) = −∞ et que lim
x→+∞

x− 1 + ln(x)

x2
= 0Partie IIIOn 
onsidère la fon
tion h dé�nie par h(x) = x(1−

1

x
)1. Déterminer Dh, l'ensemble de dé�nition de h, puis son ensemble de dérivabilitéet dériver h2. A l'aide de la question II.6., donner les variations de h3. Résoudre l'équation h(x) > x sur ]0; +∞[ et en déduire la position relative de

Ch et de D la droite d'équation : y = x2


