ECG 1 - mathématiques appliquées Chapitre 11 - matrices Janvier - février 2025

Objectifs d’apprentissage

A la fin de ce chapitre, je sais :

e utiliser les définitions et notations de base : matrice, matrice ligne, matrice colonne, inverse,
matrices symétriques, triangulaires ou diagonales, A", I,,, ‘A, .4, ,(R) et ., (R) O

e calculer le résultat d’opérations sur les matrices : addition, multiplication par un réel, multi-
plication de matrices, puissances.

e définir la transposée de matrices et utiliser les propriétés de calcul

e utiliser et dans certains cas déterminer, I'inverse d’une matrice

ood

1 Définitions

Définition : soit n € N* et p € N*
une matrice a n lignes et p colonnes est un tableau de nombres réels, possédant n lignes et p

colonnes. Une telle matrice est dite de taille (n,p) (on dit aussi matrice n x p)
une matrice A de taille (n,p) se note donc

Pour i € [1,n] et j € [1,p], a;; est un réel, placé a la ™ ligne et j°™ colonne de la matrice.
Les réels a; ; sont appelés les coefficients de la matrice A
On peut noter la matrice A de fagon plus synthétique :

A = (aiy)

1<i<n
1<ji<p

Définitions et notations :

e une matrice qui a autant de lignes que de colonnes s’appelle une matrice carrée. Une matrice
qui a n lignes et n colonnes est dite carrée de taille n

une matrice qui n’a qu’une seule colonne est appelée matrice-colonne

une matrice qui n’a qu'une seule ligne est appelée matrice-ligne

on note .#, ,(R) 'ensemble des matrices de taille (n, p)

I’ensemble des matrices carrées de taille n est noté ., (R)

Exemples :

1. Pour dire que A est une matrice de taille (n, p), on écrira donc :

1 0

2. [2 1| ¢€ , (1 —402 7)€ , (1 14 -5)e
1 3

3. Ecrire les matrices A = (i + j) 1cics et B = ((—=1)"") 1cics

1<5<2 1<5<4



Définition : deux matrices sont égales lorsqu’elles ont le méme nombre de lignes, le méme nombre
de colonnes, et les mémes coefficients, aux mémes places. Autrement dit, pour A = (a; ;) et
B = (b; ;) ayant méme nombre de lignes n et méme nombre de colonnes p, on a :

A=B < Vi,j) € [Ln] x [Lpl, as; = b

2 Opérations sur les matrices

2.1 Addition

Définition : pour A = (a; ;) € 4, ,(R) et B = (b;;) € M, ,(R),
on définit la matrice A+ B = (¢; ;) de 4, ,(R) par :

Vi € Hl,n]],Vj c [[1,p]], Cij = Qi j + bi,j

1 -1 2 -6 11 0
Exemple : (0 1 9)+(3 5 _4):

Remarque : on ne peut pas additionner deux matrices qui n’ont pas la méme taille.

Propriétés : pour A, B, C éléments de .4, ,(R)
1) A+ B = B+ A on dit que 'addition est commutative dans ., ,(R)
2) A+ (B+C) = (A+ B) + C on dit que I'addition est associative dans .#,, ,(R)

3) on note 0,,, et on appelle matrice nulle, la matrice de .4, ,(R) dont tous les coefficients
sont égaux a zéro. Alors A+0,,=A

Remarques :

> pour A € A4, ,(R), si on note —A la matrice (—a; ;)1<i<n, alors A+ (—A) =0,

1<i<

1<5<

> lorsqu’on additionne trois matrices A, B, et C', on peu*é gcrire A+ B+ C sans parenthéses (I’ordre
n’a pas d’importance) ;

> A+0,, =0,,+ A= A. La matrice nulle joue le méme role que 0 pour 'addition des réels, ou
que 1 pour la multiplication des réels. On parle d’élément neutre.

2.2 Produit d’une matrice par un nombre réel

Définition : pour A € 4, ,(R) et A € R, la matrice AA de .4, ,(R) est obtenue en multipliant
chaque coefficient de A par A
autrement dit, Si A = (ai,j) 1<ign , alors )\A = ()\am) 1<i<n

1<5<p 1<5<p

Exemples :
1. Pour A € 4, ,(R), 0A = et 1A =
1 -1
2. S0it A= 2 0 |.Alors 24 = , (—1)A = , 0A =
-4 9
. 1 0 1 1 0 2 5 3
3. So11:A—<2 11 _3) etB-(O 11 2) alors A+ B =
3(A+ B) = 3A = 3B =
et 3A+ 3B =



Propriétés : soit A € 4, ,(R), B € M, ,(R) et «, B des réels, alors :

(a+ B)A =aA+ BA (aB)A = a(BA) a(A+ B) =aA+aB

Remarque : ces régles nous permettent des calculs matriciels analogues a ceux avec les nombres,
par exemple :

e pour A, B € #,,(R), A— 4B désigne A+ (—4)B
e la relation M = —2A équivaut a A = car

. 1 0 1 1 0 2 5 3
osmtA-(2 11 _3)etB—(0 1 2)

pour calculer —2A — 3B, on peut calculer (—2)A 4 (—3)B, ou bien M = 2A + 3B, puis —M

2.3 Produit matriciel

2.3.1 Produit d’une matrice-ligne par une matrice-colonne

Définition :
b1 bl
b
. ba d 2
soit L = (a1 as ... an) et C=| . /// .
. Ve .
. 7 7
by, //// ) b;
(1e L e %1771(]1%) et C' e %n,l(R)) ////// /// .
alors, le produit LC est le réel ///:// /// ) by,
n e pd P 7
7 7 7 Ve
Zaﬂlbl // // // //
i=1 // // // //
. (al a2 a; a'n)
solt, LC:a1b1+a2b2+...+aibi+...+anbn

Exemple :

calculer le produit LC' avec
-1
12

L=(10 -3 1 2)etC=]-1
4
-3

2.3.2 Produit de deux matrices

Comme l'illustre le produit d’une matrice ligne et d’'une matrice colonne, on peut définir le produit
A x B (noté AB) d’une matrice A par une matrice B dés que I'on peut multiplier les lignes de A par
les colonnes de B, i.e. si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B

Pour A € A, ,,(R) et B € M,,,(R), on définit donc AB par la matrice (¢; ;)1<i<n de 4, ,(R) :

1<5<p
V(i,j) € [1,n] x [L.p], ¢ ;= Li(A)C;(B)
oit L;(A) désigne la i®™ ligne de A, et C;(B) la j*™ colonne de B

Définition : en notant A = (ai ,») 1<i<n et B = (bsj)1gs<m
T 1grsm RSN

pour (4,7) € [1,n] x [1,p], ¢;; est donc défini par la formule du produit matriciel :

m
Cij = § 1Dy
k=1




| B : m lignes et p colonnes |

[llustration du produit

4 \
6171 6172 e : bLj | e pr
6271 6272 cee bgd‘ : . bg7p
. [ .
[
! [
bkyl bk72 : i bkn] | - bkyp
P! :
o
[
| :
|
bm 1 bm2 \b ,j/l . bm,p
a1 Aai2 ... A1 ... ... Qim i1 G2 ... Cj ... Cip
21 Q22 ... A2k ... ... Q2m C1 C2 ... Co4 ... Cayp
e e ] : ) r==x
[Gi1 Q2 .. Qi .. . ai,m| Cii1 Ci2 ... '\Ci,j I --. Cip
______________________ p————
Qp1 Ap2 ... Qpk .. ... Qpm Cn1l Cpn2 ... Cpj ... Cpp
| A:n lignes et m colonnes | | C = A x B:nlignes et p colonnes |
10 1 a b
Exemple : soit A = et B=1[a c
R 01 -1
d e
alors AB = et BA =

Remarque : lorsqu’il est possible de calculer AB, le produit BA n’est pas forcément défini.

A\ Lorsque les produits AB et BA sont définis (A et B € 4, ,,(R)), en général, AB # BA

Propriétés : soit A € #,,,(R), B € A, ,(R) et C € A, ,.(R), alors
(AB)C = A(BC) A(B+C)=AB+ AC (A+ B)C = AC + BC
de plus avec A € R, A(AB) = (M)B = A(A\B)

Exemples :
. 92 1 1 1 -1 0 -1 2
1. SoitA:<0 1 1),B: 1 0 1 |JetC=|-1 1 1
-1 2 1 3 0 1

a. Calculer AB,2(AB) puis 24 et (2A)B

b. Calculer B + C, et A(B + C), puis AC et AB + AC



1
2
)B: Seto=0 -1 0 2

1
Calculer ABC de deux maniéres différentes.

01 21

2. SmtA:(l 03 0

Définition : on appelle matrice identité Exemples : soit

d’ordre n, et on note I, la matrice carrée “ a
1 G2

de taille n suivante : di dy ds3 dy
A=|b by | et B=

1 0 ... 0 €1 €2 €3 €4
C1 C2

Calculer Al,
Calculer I3A
Calculer B,

Calculer AB avec
Propriétés : soit A € .4f,,,(R), alors :
Propriétes : soit A € .#,,(R), alors 00 10 82

Al =A et LLA=A A o
AX0pg=0n4¢€t0pmpnxA=0p, 01 00 0

e}

e}

—_
L

A AB = (0) (matrice nulle) n’implique pas A = (0) ou B = (0)

2.4 Transposition

Définition : soit A = (a;;) € #,,(R), la matrice transposée de A est une matrice de
My n(R), obtenue en « transposant » chaque ligne de la matrice A, elle est notée *A
Plus précisément, pour A = (a;;)1<icn € My p(R), A= (by;)1<k<r avec :

1<5<p 1<i<n

Vk € [1,p],Vl € [1,n], bri = ak

Remarque : la i ligne de A devient donc la i*™® colonne de A

Exemples :
1. Soit L = (3:1 Ty ... xn) € M, ,(R),
2. Soit A = b ba by ,alors *A =
Ci C2 C3
di dy dj

Propriétés : VA, B € 4, ,(R),YA R, '(*A)=A "(A+B)='A+'B ‘(M) =)\'A

pour A € My, (R) et Be A, ,(R):| "(AB)="'B'A

Remarque : attention donc *(AB) # A 'B. Le produit ‘A *B n’est d’ailleurs pas forcément défini.
Exemples :

) 1
L&MAz(m 1Q)a3: 0|,

(05} b2 Co 1

Calculer AB, puis écrire *(AB) et d’autre part 'A, *B, puis ‘B'A

5



T n

X
2. Soit X = . € ‘%n,l(K) et Y = . € ‘%nJ(K);

Tn Yn

alors ' XY = et XY =

3 Matrices carrées

3.1 Opérations sur .#,(R)

Pour A et B des matrices de .#,,(R), la somme A + B est aussi une matrice de .#,(R), les produits
AB et BA sont définis et sont eux-mémes éléments de .#,(R). De plus ‘A € ., (R) également et
on rappelle que A, = [,LA=A

Définition : soit A = (a;;)1<icn € A, (R), les coefficients a;; de A ( pour 1 < ¢ < n) sont

1<j<n

appelés les coefficients diagonaux de A

Définition : soit A € .#,(R)
e par convention A = I,
e pour p € N*, la puissance p®™® de A est la matrice notée AP de .#,(R) définie par :

Ap:AxAx...x4

p fois

Propriétés : soit A € 4, (R), pe N, ¢ € Net A € R alors :

APAT = ATAP = AP ot (AP)T = (A9 = AP et (AA)" = \"A"

Remarques :
> On peut avoir A = 0,,,, avec A # 0,
Par exemple, calculer les puissances de la matrice
01 1
A=10 0 3],
000
> En général, (AB)? # APBP. Cela sera vrai lorsque A et B commutent, ¢’est-a-dire pour AB = BA.
De la méme facon, 'identité remarquable (A+ B)? = A +2AB+ B? (comme les autres) est fausse.
De méme pour le bindbme de Newton.

11 . 1
), calculer A%, A3, puis montrer que pour tout n € N, A" = < n)

Exemples : soit A = <0 1 01



3.2 Matrices triangulaires

Définition : soit 7' = (t; ;) € #,(R), on dit que T est
1. triangulaire supérieure lorsque pour 2. triangulaire inférieure lorsque pour
tout (4,7) € [1,n]? t;; = 0 dés que i > j, tout (i,7) € Nn?, t,; = 0 dés que i < 7,
tl,l t172 . tl,nfl tl,n t171 0 . 0 0
0 t272 e t2,n71 t2,n t271 t272 0 e 0
ieT=\|: 0 - f : ieT =1 : ' ' '
tnfl,nfl tnfl,n B tnfl,nfl 0
0 0 ... 0 ton ot tnz o lane1 tan
Remarque : on peut résumer cela par « les coefficients la diagonale sont nuls » (trian-
gulaire supérieure) et « les coefficients la diagonale sont nuls » (triangulaire inférieure)
Exemples :
2 =7 3 5 4 0 0
101 =2 0 2.B=10 10
LA=1g o 1 1| 12 3
0O 0 0 6 est

Propriétés : soit A, B des matrices triangulaires supérieures (respectivement triangulaires infé-
rieures) et A € R, alors
A, A+ B, AB sont triangulaires supérieures (respectivement triangulaires inférieures).

3.3 Matrices diagonales

Définition : une matrice D = (d; ;) de #,(R) est dite diagonale lorsque tous ses coefficients
sont nuls sauf éventuellement ses coefficients diagonaux,
autrement dit lorsque : pour tout (4,5) € [1,n]?, d;; = 0 dés que i # j

Notation : MO ... .0

soit D € #,(R) une matrice diagonale. 0 Ay

avec A, Ao, ..., A, des nombres réels, en écrivant usuel- | -

lement la matrice, on obtient la forme ci-contre, -

ce que ’on note parfois 0 oo A1 O
D = Diag(A1,...,\n) 0 ... ... 0 A\

Remarque : la matrice I, est diagonale, ses coefficients diagonaux sont

Exemples : calculer AB avec

o )\1 0 N 0
a=(y y)es=(o 1)

Propriétés : soit A = Diag(ay,as, ..., a,), B = Diag(by, bs,...,b,) deux matrices diagonales de
Mp(R), N €R et k €N, alors AA, A+ B, AB et A* sont diagonales et de plus
D S O 0 ap + by 0 0
0 Aday . : 0 as + by :
M=+ 0 : |A+B= .
0 oo Aap—1 O 0 o Qo1+ by 0
0 ... ... 0 Ia, 0 0 an + by




aby 0 ... 0 a0 ... ... 0

0 a2b2 0 CLS
0 . Gpoibp 0 0 tooab 0
0o ... ... 0 by, 0 0 a*

on peut le résumer en écrivant :
AA = Diag(Aay, Aas, ..., a,) et A+ B = Diag(a; + by,as + bs,...,a, + b,)
AB = Diag(ayby, aghs, . . ., azb,) et AF = Diag(ak,db, ..., a")

'

1 0 O
Exemple : soit A= |0 —2 0], alors pourn € N, A" =
0 0 3

3.4 Matrices symétriques

Soit A € ., (R), alors *A est également une matrice carrée de taille n

Définition : soit A € .#,(R), A est dite symétrique lorsque ‘A = A

PI‘OpI‘iétéS :soit A = (ai,j>1<i,j<n S %n(R>

A est symétrique si et seulement si : V(i, ) € [1,n]?, a;; = a;;

Exemple :

1. Montrer que la somme de deux matrices symétriques est symétrique.

2. Le produit de deux matrices symétriques est-il toujours une matrice symétrique ?

3.5 DMatrices inversibles

Définition : soit A € ., (R)
la matrice A est dite inversible lorsqu’il existe B € ., (R) telle que AB = I,, ou BA=1,

/\ on ne peut inverser que des matrices carrées.

Propriétés et définition : soit A une matrice inversible de taille n, alors

1. la matrice B est unique.
2. on a en fait AB=BA=1,

3. la matrice B s’appelle la matrice inverse de A, on la note A™*

Exemples :
1. I, est
2. On avu que : VA € #4,(R),0,,A = A0, , = 0,, donc la matrice nulle 0,,,,

Propriétés : soit A € 4, (R)

si A est inversible, alors A™! I’est aussi, et (A7) = A




Exemples :

1. Soit A = <1 1

2 1) alors A est inversible ssi il existe M = (Z Z) telle que AM = I

i.e. ssi il existe a, b, ¢, d réels tels que

ce qui équivaut a donc
. 2 2 . . Ca . a b
2. Soit A = 11 alors A est inversible ssi il existe M = e d telle que AM = I,

i.e. ssi il existe a, b, ¢, d réels tels que

ce qui implique donc
Propriété - matrice diagonale inversible
une matrice D diagonale est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous
non nuls; autrement dit, D = Diag(dy, ds, ..., d,) est inversible si et seulement si :
ViE ﬂl,n]], dl%O
1 1 1
de plus si D = Diag(d;,ds,...,d,) est inversible, alors D' = Diag [ —, —,..., —
dl d2 dn
-3 0 0
Exemple : soit A= | 0 2 0 |, alors A est et
0 0 -1

Propriétés :
1. soit A, B,C € #,(R), si A est inversible, alors :

e si AB = AC, alors B = C'; on dit que A est simplifiable a gauche
e si BA=CA, alors B=C"; on dit que A est simplifiable a droite

2. soit A, B € #,(R), si A et B sont inversibles, alors AB est inversible, et :
(AB)"'=pB'A™!

Démonstration :
1. En effet, en supposant AB = AC,

2. En supposant A et B inversibles

Propriétés - inverse de la transposée :
soit A € ., (R), si A est inversible, alors ‘A est inversible et
(A) =447

Démonstration : il suffit de transposer AA™! = I,, pour s’en convaincre.
(447 =




Définition et Propriétés - caractérisation d’une matrice 2 x 2 inversible

soit A = (Z Z) € #>(R), on appelle déterminant de A le nombre réel ad — be, noté det A

1. A est inversible si et seulement si : det A # 0 (i.e. ad — be # 0)
2. si A est inversible (i.e. det A # 0), alors

gL (d by _ _1 d —b
CdetA\—c a ) ad—be\—c a

Démonstration :

d

soit M = < _ab), alors AM =

1. si ad — bc # 0, si on note B = M, on a AB = I,, donc A est inversible, et A™' = B

ad — be
2. supposons ad — bc = 0,

Exemple :

-4 =2

801tA:<5 3

). Montrer que A est inversible et calculer A™!

Un probléme classique

Cf. exercices 16 et 21, on s’intéresse a plusieurs suites définies de maniére récursive et « croisée »,

ug =1 v9 =0 U,
ar exemple et pour n € N on note X,, =
P P { Upt+1 = Up + Uy { Un41 = 2uy, P " ( n)
Questions - type Méthode
Déterminer A tel que X, = AX,, on fait (au brouillon) le produit A (+ wy...)
Un
Montrer que Vn € N, X,, = A" X, démonstration par récurrence type « formule explicite
d’une suite géométrique »
Déterminer P~* 1) si P € #5(R), on utilise la propriété plus haut

2) on utilise une relation par exemple entre A% A et I,
3) on utilise un systéme (cf. chapitre sur les systémes)

Montrer que Vn € N, A" = PD"P~! par récurrence en utilisant : PD"P'PDP™! =
PD"I,DP~' = PD"DP~' = pp"t'p-!

Calculer D" pour tout entier n propriété sur les matrices diagonales

En déduire A" pour tout entier n par le calcul : produit matriciel PD" P!

. . . .. Uo
En déduire u,, et v,, pour tout entier n | par le calcul : produit matriciel A"

Vo

10
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