
ECG 1 - mathématiques appliquées Chapitre 11 - matri
es Janvier - février 2025Obje
tifs d'apprentissageA la �n de 
e 
hapitre, je sais :� utiliser les dé�nitions et notations de base : matri
e, matri
e ligne, matri
e 
olonne, inverse,matri
es symétriques, triangulaires ou diagonales, An, In, tA, Mn,p(R) et Mn(R) �� 
al
uler le résultat d'opérations sur les matri
es : addition, multipli
ation par un réel, multi-pli
ation de matri
es, puissan
es. �� dé�nir la transposée de matri
es et utiliser les propriétés de 
al
ul �� utiliser et dans 
ertains 
as déterminer, l'inverse d'une matri
e �1 Dé�nitionsDé�nition : soit n ∈ N
∗ et p ∈ N

∗une matri
e à n lignes et p 
olonnes est un tableau de nombres réels, possédant n lignes et p
olonnes. Une telle matri
e est dite de taille (n, p) (on dit aussi matri
e n× p)une matri
e A de taille (n, p) se note don

A =












a1,1 a1,2 . . . a1,j . . . a1,p
a2,1 a2,2 . . . a2,j . . . a2,p... ... ...
ai,1 ai,2 . . . ai,j . . . ai,p... ... ...
an,1 an,2 . . . an,j . . . an,p










Pour i ∈ [[1, n]] et j ∈ [[1, p]], ai,j est un réel, pla
é à la ième ligne et jème 
olonne de la matri
e.Les réels ai,j sont appelés les 
oe�
ients de la matri
e AOn peut noter la matri
e A de façon plus synthétique :

A = (ai,j) 16i6n

16j6pDé�nitions et notations :� une matri
e qui a autant de lignes que de 
olonnes s'appelle une matri
e 
arrée. Une matri
equi a n lignes et n 
olonnes est dite 
arrée de taille n� une matri
e qui n'a qu'une seule 
olonne est appelée matri
e-
olonne� une matri
e qui n'a qu'une seule ligne est appelée matri
e-ligne� on note Mn,p(R) l'ensemble des matri
es de taille (n, p)� l'ensemble des matri
es 
arrées de taille n est noté Mn(R)Exemples :1. Pour dire que A est une matri
e de taille (n, p), on é
rira don
 : A ∈ Mn,p(R)2. 1 0
2 −1
1 3



 ∈ M3,2(R), (
1 −4 0 2 7

)
∈ M1,5(R), (

1 14 −5
)
∈ M3,1(R)3. E
rire les matri
es A = (i+ j) 16i63

16j62

et B =
(
(−1)i+j

)

16i62

16j64

A =





2 3
3 4
4 5



 B =

(
1 −1 1 −1
−1 1 −1 1

)

1



Dé�nition : deux matri
es sont égales lorsqu'elles ont le même nombre de lignes, le même nombrede 
olonnes, et les mêmes 
oe�
ients, aux mêmes pla
es. Autrement dit, pour A = (ai,j) et
B = (bi,j) ayant même nombre de lignes n et même nombre de 
olonnes p, on a :

A = B ⇐⇒ ∀(i, j) ∈ [[1, n]]× [[1, p]], ai,j = bi,j2 Opérations sur les matri
es2.1 AdditionDé�nition : pour A = (ai,j) ∈ Mn,p(R) et B = (bi,j) ∈ Mn,p(R),on dé�nit la matri
e A+B = (ci,j) de Mn,p(R) par :
∀i ∈ [[1, n]], ∀j ∈ [[1, p]], ci,j = ai,j + bi,jExemple : (

1 −1 2
0 1 9

)

+

(
−6 11 0
3 5 −4

)

=

(
−5 10 2
3 6 5

)Remarque : on ne peut pas additionner deux matri
es qui n'ont pas la même taille.Propriétés : pour A,B,C éléments de Mn,p(R)1) A+B = B + A on dit que l'addition est 
ommutative dans Mn,p(R)2) A+ (B + C) = (A+B) + C on dit que l'addition est asso
iative dans Mn,p(R)3) on note 0n,p et on appelle matri
e nulle, la matri
e de Mn,p(R) dont tous les 
oe�
ientssont égaux à zéro. Alors A + 0n,p = ARemarques :
⊲ pour A ∈ Mn,p(R), si on note −A la matri
e (−ai,j) 16i6n

16j6p

, alors A + (−A) = 0n,p

⊲ lorsqu'on additionne trois matri
es A, B, et C, on peut é
rire A+B+C sans parenthèses (l'ordren'a pas d'importan
e) ;
⊲ A + 0n,p = 0n,p + A = A. La matri
e nulle joue le même r�le que 0 pour l'addition des réels, ouque 1 pour la multipli
ation des réels. On parle d'élément neutre.2.2 Produit d'une matri
e par un nombre réelDé�nition : pour A ∈ Mn,p(R) et λ ∈ R, la matri
e λA de Mn,p(R) est obtenue en multipliant
haque 
oe�
ient de A par λautrement dit, si A = (ai,j) 16i6n

16j6p

, alors λA = (λai,j) 16i6n

16j6pExemples :1. Pour A ∈ Mn,p(R), 0A = 0n,p et 1A = A2. Soit A =





1 −1
2 0
−4 9



. Alors 2A =





2 −2
4 0
−8 18



 , (−1)A =





−1 1
−2 0
4 −9



 , 0A =





0 0
0 0
0 0



 = 03,23. Soit A =

(
1 0 1 1
2 −1 1 −3

) et B =

(
0 2 5 3
0 −1 1 2

) alors A+B =

(
1 2 6 4
2 −2 2 −1

)

3(A+B) =

(
3 6 18 12
6 −6 6 −3

)

3A =

(
3 0 3 3
6 −3 3 −9

)

3B =

(
0 6 15 9
0 −3 3 6

)et 3A+ 3B =

(
3 6 18 12
3 −6 6 9

)

2



Propriétés : soit A ∈ Mn,p(R), B ∈ Mn,p(R) et α, β des réels, alors :
(α + β)A = αA+ βA (αβ)A = α(βA) α(A+B) = αA+ αBRemarque : 
es règles nous permettent des 
al
uls matri
iels analogues à 
eux ave
 les nombres,par exemple :� pour A,B ∈ Mn,p(R), A− 4B désigne A+ (−4)B� la relation M = −2A équivaut à A = −

1

2
M 
ar −1

2
M = −

1

2
(−2A) =

(

−
1

2
× (−2)

)

A = A� soit A =

(
1 0 1 1
2 −1 1 −3

) et B =

(
0 2 5 3
0 −1 1 2

)pour 
al
uler −2A− 3B, on peut 
al
uler (−2)A+ (−3)B, ou bien M = 2A+ 3B, puis −M2.3 Produit matri
iel2.3.1 Produit d'une matri
e-ligne par une matri
e-
olonneDé�nition :soit L =
(
a1 a2 . . . an

) et C =







b1
b2...
bn





(i.e. L ∈ M1,n(R) et C ∈ Mn,1(R))alors, le produit LC est le réel

n∑

i=1

aibisoit LC = a1b1 + a2b2 + . . .+ aibi + . . .+ anbn












b1
b2...
bi...
bn












(
a1 a2 . . . ai . . . an

)Exemple :
al
uler le produit LC ave

L =

(
1 0 −3 1 2

) et C =









−1
12
−1
4
−3









LC = 1×(−1)+0×12+(−3)×(−1)+1×4+2×(−3) = 2et CL =









−1 0 3 −1 −2
12 0 −36 12 24
−1 0 3 −1 −2
4 0 −12 4 8
−3 0 9 −3 −6









(
f. 
i-dessous)
2.3.2 Produit de deux matri
esComme l'illustre le produit d'une matri
e ligne et d'une matri
e 
olonne, on peut dé�nir le produit
A×B (noté AB) d'une matri
e A par une matri
e B dès que l'on peut multiplier les lignes de A parles 
olonnes de B, i.e. si le nombre de 
olonnes de A est égal au nombre de lignes de BPour A ∈ Mn,m(R) et B ∈ Mm,p(R), on dé�nit don
 AB par la matri
e (ci,j) 16i6n

16j6p

de Mn,p(R) :
∀(i, j) ∈ [[1, n]]× [[1, p]], ci,j = Li(A)Cj(B)où Li(A) désigne la ième ligne de A, et Cj(B) la jème 
olonne de BDé�nition : en notant A = (ai,r) 16i6n

16r6m

et B = (bs,j) 16s6m

16j6ppour (i, j) ∈ [[1, n]]× [[1, p]], ci,j est don
 dé�ni par la formule du produit matri
iel :
ci,j =

m∑

k=1

ai,kbk,j3



Illustration du produit














b1,1 b1,2 . . . b1,j . . . b1,p
b2,1 b2,2 . . . b2,j . . . b2,p... ... ...
bk,1 bk,2 . . . bk,j . . . bk,p... ... ...... ... ...
bm,1 bm,2 . . . bm,j . . . bm,p


























a1,1 a1,2 . . . a1,k . . . . . . a1,m
a2,1 a2,2 . . . a2,k . . . . . . a2,m... ... ...
ai,1 ai,2 . . . ai,k . . . . . . ai,m... ... ...
an,1 an,2 . . . an,k . . . . . . an,m























c1,1 c1,2 . . . c1,j . . . c1,p
c2,1 c2,2 . . . c2,j . . . c2,p... ... ...
ci,1 ci,2 . . . ci,j . . . ci,p... ... ...
cn,1 cn,2 . . . cn,j . . . cn,p












A : n lignes et m colonnes

B : m lignes et p colonnes

C = A× B : n lignes et p colonnesExemple : soit A =

(
1 0 1
0 1 −1

) et B =





a b

a c

d e





alors AB =

(
a + d b+ e

a− d c− e

) et BA =





a b a− b

a c a− c

d e d− e



Remarque : lorsqu'il est possible de 
al
uler AB, le produit BA n'est pas for
ément dé�ni.
B Lorsque les produits AB et BA sont dé�nis (A et B ∈ Mm,n(R)), en général, AB 6= BAPropriétés : soit A ∈ Mm,n(R), B ∈ Mn,p(R) et C ∈ Mp,r(R), alors

(AB)C = A(BC) A(B + C) = AB + AC (A+B)C = AC +BCde plus ave
 λ ∈ R, λ(AB) = (λA)B = A(λB)Exemples :1. Soit A =

(
1 2 1
0 −1 1

), B =





1 1 −1
1 0 1
−1 2 1



 et C =





0 −1 2
−1 1 1
3 0 1



a. Cal
uler AB, 2(AB) puis 2A et (2A)B
AB =

(
2 3 2
−2 2 0

)

, 2(AB) =

(
4 6 4
−4 4 0

)

, 2A =

(
2 4 2
0 −2 2

)

, (2A)B =

(
4 6 4
−4 4 0

)On retrouve 2(AB) = (2A)B (on pourrait aussi véri�er = A(2B))b. Cal
uler B + C, et A(B + C), puis AC et AB + AC

T = B + C =





1 0 1
0 1 2
2 2 2



 , AT =

(
3 4 7
2 1 0

)

, AC =

(
1 1 5
4 −1 0

)

, AB + AC =

(
3 4 7
2 1 0

)On retrouve 
omme prévu A(B + C) = AB + AC4



2. Soit A =

(
0 1 2 1
1 0 3 0

), B =







1
2
−1
1







et C =
(
1 −1 0 2

)Cal
uler ABC de deux manières di�érentes. On trouve A(BC) = (AB)Cqu'on é
rit ABC

ABC =

(
1 −1 0 2
−2 2 0 −4

)Dé�nition : on appelle matri
e identitéd'ordre n, et on note In la matri
e 
arréede taille n suivante :
In =











1 0 . . . 0

0 1
. . . ...... . . . . . . 0

0 . . . 0 1











Exemples : soit
A =








a1 a2

b1 b2

c1 c2








et B =




d1 d2 d3 d4

e1 e2 e3 e4



1. Cal
uler AI22. Cal
uler I3A3. Cal
uler BI44. Cal
uler AB ave

A =




0 0

0 1



 et B =




1 0 82

0 0 0





Propriétés : soit A ∈ Mn,p(R), alors :
AIp = A et InA = A

A× 0p,q = 0n,q et 0m,n ×A = 0m,p

B AB = (0) (matri
e nulle) n'implique pas A = (0) ou B = (0)2.4 TranspositionDé�nition : soit A = (ai,j) ∈ Mn,p(R), la matri
e transposée de A est une matri
e de
Mp,n(R), obtenue en � transposant � 
haque ligne de la matri
e A, elle est notée tAPlus pré
isément, pour A = (ai,j) 16i6n

16j6p

∈ Mn,p(R),
tA = (bk,l) 16k6p

16l6n

ave
 :
∀k ∈ [[1, p]], ∀l ∈ [[1, n]], bk,l = al,kRemarque : la ième ligne de A devient don
 la ième 
olonne de tAExemples :1. Soit L =

(
x1 x2 . . . xn

)
∈ Mn,p(R),2. Soit A =







a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3
d1 d2 d3






, alors tA =





a1 b1 c1 d1
a2 b2 c2 d2
a3 b3 c3 d3





alors tL =







x1

x2...
xn







Propriétés : ∀A,B ∈ Mn,p(R), ∀λ ∈ R, t(tA) = A t(A+B) = tA+ tB t(λA) = λtApour A ∈ Mm,n(R) et B ∈ Mn,p(R) : t(AB) = tB tARemarque : attention don
 t(AB) 6= tA tB. Le produit tA tB n'est d'ailleurs pas for
ément dé�ni.Exemples :1. Soit A =

(
a1 b1 c1
a2 b2 c2

) et B =





1
0
−1



, alors AB =

(
a1 − c1
a2 − c2

) et t(AB) =
(
a1 − c1 a2 − c2

)Cal
uler AB, puis é
rire t(AB) et d'autre part tA, tB, puis tB tA : on trouve tB tA = t(AB)5



2. Soit X =







x1

x2...
xn







∈ Mn,1(K) et Y =







y1
y2...
yn







∈ Mn,1(K),
alors tXY =

n∑

i=1

xiyi et XtY =












x1y1 x1y2 . . . x1yn
x2y1 x2y2 . . . x2yn... ...
xiy1 xiy2 . . . xiyn... ...
xny1 xny2 . . . xnyn










3 Matri
es 
arrées3.1 Opérations sur Mn(R)Pour A et B des matri
es de Mn(R), la somme A+B est aussi une matri
e de Mn(R), les produits

AB et BA sont dé�nis et sont eux-mêmes éléments de Mn(R). De plus tA ∈ Mn(R) également eton rappelle que AIn = InA = ADé�nition : soit A = (ai,j) 16i6n

16j6n

∈ Mn(R), les 
oe�
ients ai,i de A ( pour 1 6 i 6 n) sontappelés les 
oe�
ients diagonaux de ADé�nition : soit A ∈ Mn(R)� par 
onvention A0 = In� pour p ∈ N
∗, la puissan
e pème de A est la matri
e notée Ap de Mn(R) dé�nie par :

Ap = A× A× . . .× A
︸ ︷︷ ︸

p foisPropriétés : soit A ∈ Mn(R), p ∈ N, q ∈ N et λ ∈ R alors :
ApAq = AqAp = Ap+q et (Ap)q = (Aq)p = Apq et (λA)n = λnAnRemarques :

⊲ On peut avoir Ap = 0n,n ave
 A 6= 0n,nPar exemple, 
al
uler les puissan
es de la matri
e
A =





0 1 1
0 0 3
0 0 0



, A2 =





0 0 3
0 0 0
0 0 0



 , A3 =





0 0 0
0 0 0
0 0 0



 = 03,3 et don
 ∀p > 3, Ap = 03,3

⊲ En général, (AB)p 6= ApBp. Cela sera vrai lorsque A et B 
ommutent, 
'est-à-dire pour AB = BA.De la même façon, l'identité remarquable (A+B)2 = A2+2AB+B2 (
omme les autres) est fausse.De même pour le bin�me de Newton.Exemples : soit A =

(
1 1
0 1

), 
al
uler A2, A3, puis montrer que pour tout n ∈ N, An =

(
1 n

0 1

)

A2 =

(
1 2
0 1

)

, A3 =

(
1 3
0 1

) puis par ré
urren
e : pour n ∈ N, on pose P (n) : An =

(
1 n

0 1

)Initialisation : P (0) est vraie ⇔ A0 = I2 
e qui est vrai don
 P (0) est vraieHérédité : pour n ∈ N, on suppose que P (n) est véri�éealors An+1 = A×An don
 An+1 =

(
1 1
0 1

)(
1 n

0 1

) par hypothèse de ré
urren
e, puis le 
al
ul donne
An+1 =

(
1 n+ 1
0 1

) i.e. P (n+1) est vraie, don
 par théorème de ré
urren
e, ∀n ∈ N, P (n) est vraie.6



3.2 Matri
es triangulairesDé�nition : soit T = (ti,j) ∈ Mn(R), on dit que T est1. triangulaire supérieure lorsque pourtout (i, j) ∈ [[1, n]]2, ti,j = 0 dès que i > j,i.e. T =










t1,1 t1,2 . . . t1,n−1 t1,n
0 t2,2 . . . t2,n−1 t2,n... 0

. . . ... ...... ... . . . tn−1,n−1 tn−1,n

0 0 . . . 0 tn,n










2. triangulaire inférieure lorsque pourtout (i, j) ∈ Nn2, ti,j = 0 dès que i < j,i.e T =










t1,1 0 . . . 0 0
t2,1 t2,2 0 . . . 0... . . . . . . . . . ...... ... . . . tn−1,n−1 0
tn,1 tn,2 . . . tn,n−1 tn,n








Remarque : on peut résumer 
ela par � les 
oe�
ients au-dessous de la diagonale sont nuls � (trian-gulaire supérieure) et � les 
oe�
ients au-dessus de la diagonale sont nuls � (triangulaire inférieure)Exemples :1. A =







2 −7 3 5
0 1 −2 0
0 0 1 −1
0 0 0 6







est triangulaire supérieure. 2. B =





4 0 0
0 1 0
−1 2 3



est triangulaire inférieure.Propriétés : soit A,B des matri
es triangulaires supérieures (respe
tivement triangulaires infé-rieures) et λ ∈ R, alors
λA, A+B, AB sont triangulaires supérieures (respe
tivement triangulaires inférieures).3.3 Matri
es diagonalesDé�nition : une matri
e D = (di,j) de Mn(R) est dite diagonale lorsque tous ses 
oe�
ientssont nuls sauf éventuellement ses 
oe�
ients diagonaux,autrement dit lorsque : pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2, di,j = 0 dès que i 6= jNotation :soit D ∈ Mn(R) une matri
e diagonale.ave
 λ1, λ2, . . . , λn des nombres réels, en é
rivant usuel-lement la matri
e, on obtient la forme 
i-
ontre,
e que l'on note parfois

D = Diag(λ1, . . . , λn)

D =











λ1 0 . . . . . . 0

0 λ2

. . . ...... . . . . . . . . . ...
0

. . . λn−1 0
0 . . . . . . 0 λn









Remarque : la matri
e In est diagonale, ses 
oe�
ients diagonaux sont tous égaux à 1Exemples : 
al
uler AB ave


A =

(
λ1 0
0 λ2

) et B =

(
µ1 0
0 µ2

) on trouve AB =

(
λ1µ1 0
0 λ2µ2

)Propriétés : soit A = Diag(a1, a2, . . . , an), B = Diag(b1, b2, . . . , bn) deux matri
es diagonales de
Mn(R), λ ∈ R et k ∈ N, alors λA,A+B,AB et Ak sont diagonales et de plus
λA =











λa1 0 . . . . . . 0

0 λa2
. . . ...... . . . . . . . . . ...

0
. . . λan−1 0

0 . . . . . . 0 λan











A+B =











a1 + b1 0 . . . . . . 0

0 a2 + b2
. . . ...... . . . . . . . . . ...

0
. . . an−1 + bn−1 0

0 . . . . . . 0 an + bn










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AB =











a1b1 0 . . . . . . 0

0 a2b2
. . . ...... . . . . . . . . . ...

0
. . . an−1bn−1 0

0 . . . . . . 0 anbn











Ak =











ak1 0 . . . . . . 0

0 ak2
. . . ...... . . . . . . . . . ...

0
. . . akn−1 0

0 . . . . . . 0 akn









on peut le résumer en é
rivant :

λA = Diag(λa1, λa2, . . . , λan) et A +B = Diag(a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn)

AB = Diag(a1b1, a2b2, . . . , anbn) et Ak = Diag(ak1, a
k
2, . . . , a

k
n)Exemple : soit A =





1 0 0
0 −2 0
0 0 3



, alors pour n ∈ N, An =





1n 0 0
0 (−2)n 0
0 0 3n



 =





1 0 0
0 (−2)n 0
0 0 3n



3.4 Matri
es symétriquesSoit A ∈ Mn(R), alors tA est également une matri
e 
arrée de taille nDé�nition : soit A ∈ Mn(R), A est dite symétrique lorsque tA = APropriétés : soit A = (ai,j)16i,j6n ∈ Mn(R)

A est symétrique si et seulement si : ∀(i, j) ∈ [[1, n]]2, ai,j = aj,iExemple :1. Montrer que la somme de deux matri
es symétriques est symétrique.
tA +B = tA+ tB = A+B si A et B sont symétriques.2. Le produit de deux matri
es symétriques est-il toujours une matri
e symétrique ?Ave
 A =

(
1 0
0 2

) et B =

(
1 −1
−1 2

), on trouve AB =

(
0 1
−2 2

)3.5 Matri
es inversiblesDé�nition : soit A ∈ Mn(R)la matri
e A est dite inversible lorsqu'il existe B ∈ Mn(R) telle que AB = In ou BA = In

B on ne peut inverser que des matri
es 
arrées.Propriétés et dé�nition : soit A une matri
e inversible de taille n, alors1. la matri
e B est unique.2. on a en fait AB = BA = In3. la matri
e B s'appelle la matri
e inverse de A, on la note A−1Exemples :1. In est inversible, d'inverse In2. On a vu que : ∀A ∈ Mn(R), 0n,nA = A 0n,n = 0n,n don
 la matri
e nulle 0n,n n'est pas inversible.Propriétés : soit A ∈ Mn(R)si A est inversible, alors A−1 l'est aussi, et (A−1)−1 = A8



Exemples :1. Soit A =

(
2 1
1 1

) alors A est inversible ssi il existe M =

(
a b

c d

) telle que AM = I2i.e. ssi il existe a, b, c, d réels tels que 





2a+ c = 1
2b+ d = 0
a + c = 0
b+ d = 1
e qui équivaut à a = 1, b = −1, c = −1, d = 2, don
 A est inversible, et A−1 =

(
1 −1
−1 2

)2. Soit A =

(
2 2
1 1

) alors A est inversible ssi il existe M =

(
a b

c d

) telle que AM = I2i.e. ssi il existe a, b, c, d réels tels que 





2a+ 2c = 1
2b+ 2d = 0
a+ c = 0
b+ d = 1
e qui implique b+ d = 0 = 1 
e qui est faux don
 A n'est pas inversiblePropriété - matri
e diagonale inversibleune matri
e D diagonale est inversible si et seulement si ses 
oe�
ients diagonaux sont tousnon nuls ; autrement dit, D = Diag(d1, d2, . . . , dn) est inversible si et seulement si :

∀i ∈ [[1, n]], di 6= 0de plus si D = Diag(d1, d2, . . . , dn) est inversible, alors D−1 = Diag

(
1

d1
,
1

d2
, . . . ,

1

dn

)

Exemple : soit A =





−3 0 0
0 2 0
0 0 −1



, alors A est inversible et A−1 =







−
1

3
0 0

0
1

2
0

0 0 −1





Propriétés :1. soit A,B,C ∈ Mn(R), si A est inversible, alors :� si AB = AC, alors B = C ; on dit que A est simpli�able à gau
he� si BA = CA, alors B = C ; on dit que A est simpli�able à droite2. soit A,B ∈ Mn(R), si A et B sont inversibles, alors AB est inversible, et :

(AB)−1 = B−1A−1Démonstration :1. En e�et, en supposant AB = AC, on peut e�e
tuer le produit par A−1 à gau
healors A−1AB = A−1AC i.e. InB = InC, soit B = Con pro
ède de même pour la simpli�
ation à droite.2. En supposant A et B inversibles et en notant M = B−1A−1, alors
M(AB) = B−1(A−1A)B = B−1B = InPropriétés - inverse de la transposée :soit A ∈ Mn(R), si A est inversible, alors tA est inversible et

(tA)−1 = t(A−1)Démonstration : il su�t de transposer AA−1 = In pour s'en 
onvain
re.
t(AA−1) = tIn = In or t(AA−1) = t(A−1)tA don
 t(A−1)tA = In d'où le résultat9



Dé�nition et Propriétés - 
ara
térisation d'une matri
e 2× 2 inversiblesoit A =

(
a b

c d

)

∈ M2(R), on appelle déterminant de A le nombre réel ad− bc, noté detA1. A est inversible si et seulement si : detA 6= 0 (i.e. ad− bc 6= 0)2. si A est inversible (i.e. detA 6= 0), alors
A−1 =

1

detA

(
d −b

−c a

)

=
1

ad− bc

(
d −b

−c a

)Démonstration :soit M =

(
d −b

−c a

), alors AM =

(
ad− bc 0

0 ad− bc

)

= (ad− bc)I21. si ad− bc 6= 0, si on note B =
1

ad− bc
M , on a AB = I2, don
 A est inversible, et A−1 = B2. supposons ad− bc = 0, on a don
 AM = 0I2 = 02,2On va pro
éder par l'absurde : supposons que A est inversible, alors en multipliant à gau
he larelation par A−1, on obtient M = 02,2, 
e qui donne a = b = c = d = 0, puis A = 02,2,
'est 
ontradi
toire ave
 l'hypothèse selon laquelle A est inversible.Don
 notre hypothèse � A est inversible � est fausse.Finalement, si ad− bc = 0 alors A n'est pas inversible, 
e qui, par 
ontraposition, donne :si A est inversible, alors ad− bc 6= 0Exemple :Soit A =

(
−4 −2
5 3

). Montrer que A est inversible et 
al
uler A−1

detA = (−4)× 3− (−2)× 5 = −2 don
 A est inversible et A−1 = −
1

2

(
3 2
−5 −4

)Un problème 
lassiqueCf. exer
i
es 16 et 21, on s'intéresse à plusieurs suites dé�nies de manière ré
ursive et � 
roisée �,par exemple { u0 = 1
un+1 = un + vn

{
v0 = 0

vn+1 = 2un
et pour n ∈ N on note Xn =

(
un

vn

)Questions - type MéthodeDéterminer A tel que Xn+1 = AXn on fait (au brouillon) le produit A


un

vn



 (+ wn . . . )Montrer que ∀n ∈ N, Xn = AnX0 démonstration par ré
urren
e type � formule expli
ited'une suite géométrique �Déterminer P−1 1) si P ∈ M2(R), on utilise la propriété plus haut2) on utilise une relation par exemple entre A2, A et In3) on utilise un système (
f. 
hapitre sur les systèmes)Montrer que ∀n ∈ N, An = PDnP−1 par ré
urren
e en utilisant : PDnP−1PDP−1 =
PDnInDP−1 = PDnDP−1 = PDn+1P−1Cal
uler Dn pour tout entier n propriété sur les matri
es diagonalesEn déduire An pour tout entier n par le 
al
ul : produit matri
iel PDnP−1En déduire un et vn pour tout entier n par le 
al
ul : produit matri
iel An




u0

v0



10
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