
ECG 1 - mathématiques appliquées TD 11 - matries Janvier - février 2025Plan de travailNotion Exeries a minima Mais aussiEriture et aluls matriiels 1 à 7, 9 8Inversibilité d'une matrie 12, 13 14Exeries ou problèmes type 15, 16, 21 20Exeries plus abstraits 17, 18 10, 11, 19Calul matriielExerie 11. Erire la matrie A = (ij) 16i65

16j642. Erire la matrie B = (bi,j) 16i64

16j64

, ave bi,j = min(i, j) (le minimumentre i et j).Exerie 2Soit : A =

(

1 3
2 5

)

, B =

(

2 2
0 4

)

et C =

(

2 0
7 −4

)Caluler A+B, 2A− B,AB,BA, t(AB) et tBtA (véri�er l'égalité).Exerie 3Caluler les produits LC et CL où L =
(

−1 0 2
)

et C =





3
−2
1





Exerie 4Soit : A =





1 1 0
0 1 1
1 0 −1



 et B =





1 −1 1
−1 1 −1
1 −1 1



1. Caluler A+B, A−B, A2−B2, (A+B)(A−B). Que onstate-t-on ?2. Caluler (A+B)2 et A2 + 2AB +B2. Que onstate-t-on ?Exerie 5Soit n un entier tel que n > 2. Soient A,B,C trois matries de Mn(R).Développer les expressions matriielles suivantes :1. A(B + C) =2. (B + C)A =3. (A+B)2 =

4. (A +B)3 =5. A(A2 + 2A+B + In) =Exerie 6Soit n un entier tel que n > 2. Soient A,M deux matries de Mn(R).Fatoriser les expressions matriielles suivantes :1. M2 + 3M +MA =2. AM − 2M =

3. M3 − 3M2 + 2M =4. M2
− 2M =Exerie 7Soit a, b et c des réels,on pose A =





a 0 0
0 b 0
0 0 c



 montrer que ∀n ∈ N
∗, An =





an 0 0
0 bn 0
0 0 cn





1



Exerie 8Soit U =





0 1 1
1 0 0
−1 0 0



, soit a un réel et M =



















1 a a

a 1 +
a2

2

a2

2

−a −
a2

2
1−

a2

2

















1. Caluler U22. Exprimer M à l'aide des matries I3, U et U2Exerie 9Soit A =





1 1 1
1 1 1
1 1 1



1. Caluler A2 et A32. Donner, pour tout p ∈ N
∗, l'expression de Ap en fontion de p3. Soit n un entier tel que n > 2Soit J = (ak,l) 16k6n

16l6n

la matrie de Mn(R) dé�nie par ak,l = 1 pourtous k et l éléments de [[1, n]]a. Montrer que J2 = nJb. Exprimer Jp à l'aide de J pour tout p ∈ N
∗Exerie 10Soit ϕ l'appliation de Mn(R) vers Mn(R) dé�nie par :

∀A ∈ Mn(R), ϕ(A) = A+ tA1. Montrer que pour A ∈ Mn(R), ϕ(A) est symétrique.2. Montrer que pour M ∈ Mn(R), N ∈ Mn(R), et λ ∈ R, on a :
ϕ(M +N) = ϕ(M) + ϕ(N), et ϕ(λM) = λϕ(M)3. Montrer que ϕ ◦ ϕ = 2ϕ

Exerie 11Soit A et B deux matries de M4(R)On note E l'ensemble des matries M de M4(R) véri�ant : AM = BM1. On suppose que M1 ∈ E et que M2 ∈ E. Montrer que M1+M2 ∈ E2. On suppose que N ∈ E, et que λ est un nombre réel. Véri�er que
λN ∈ EMatries inversiblesExerie 12Soit A =





2 1 2
−1 −1 −1
−1 0 −1





1. Caluler A2 et A32. A est-elle inversible ?3. Déterminer An pour n un entiertel que n > 3Exerie 13Soit A =





1 1 −2
−1 −1 2
−2 −2 0



une matrie de M3(R)

1. Caluler A2 puis A32. En déduire que A n'est pas inver-sible.3. Caluler (I3 −A)(I3 + A+ A2)En déduire que I3 − A est inver-sible, et déterminer son inverse.Exerie 14Soit n un entier tel que n > 2Soit P une matrie arrée de taille n telle que P 2 = PSoit Q la matrie : Q = In − P1. Montrer que si P est inversible, alors P = In2. Montrer que si P − In est inversible, alors P est la matrie nulle.3. Montrer que Q2 = Q4. Montrer que PQ+QP = 0Mn(R)2



Exerie 15SoitA =





0 1 1
1 0 1
1 1 0



 ∈ M3(R)1. Exprimer A2 à l'aide de A et de I32. En déduire que A est inversible, et déterminer A−13. Montrer par réurrene qu'il existe deux suites réelles (an)n∈N et

(bn)n∈N dé�nies de manière unique, telles que :

∀n ∈ N, An = anA+ bnI34. Montrer que la suite (an)n∈N est une suite réurrente linéaire d'ordre

25. En déduire, pour n ∈ N, l'expression de an en fontion de n, puiselle de bn6. En déduire, pour n ∈ N, l'expression de An en fontion de nExerie 16Soit A et P les matries : A =

(

1 1
2 0

) et P =

(

1 1
−2 1

)1. Montrer que la matrie P est inversible, et aluler P−12. On note D la matrie : D = P−1APa. Caluler Db. Montrer que : ∀n ∈ N, An = PDnP−1. Caluler Dn pour tout entier nd. En déduire An pour tout entier n3. Soient u et v les suites réelles dé�nies par :
{

u0 = 1
un+1 = un + vn

et { v0 = 0
vn+1 = 2unPour n ∈ N, on note Xn =

(

un

vn

)

a. Déterminer X0b. Pour n entier, donner une relation entre Xn+1 et Xn. Démontrer que : ∀n ∈ N, Xn = AnX0d. Pour n ∈ N, donner l'expression de un et vn en fontion de nExerie 17Soit E l'ensemble des matries de M2(R) de la forme ( a + b b

−b a− b

)où (a, b) ∈ R
2.1. Soit A =

(

a+ b b

−b a− b

)

∈ Ea. Montrer que A = aM1 + bM2, où M1 et M2 sont des matriesde E à déterminer.b. Montrer que : A = 02,2 ⇐⇒

{

a = 0
b = 0. Donner une ondition néessaire sur les réels a et b pour que

A soit inversible.2. Montrer que si M ∈ E et N ∈ E, alors M +N ∈ E3. Montrer que si M ∈ E et N ∈ E, alors MN ∈ EExerie 18Soit A une matrie inversible de Mn(R).Déterminer toutes les matries B de Mn(R) véri�ant : A−1BA = 0n,n

3



Exeries plus di�ilesExerie 19Soit n un entier tel que n > 2. Soit A ∈ Mn(R). Soit J la matrie de

Mn(R) dont tous les oe�ients sont égaux à 1.On note s la somme de tous les oe�ients de la matrie A.A l'aide de la formule du produit matriiel, montrer que :

JAJ = sJExerie 20Soit P le polyn�me dé�ni par : ∀x ∈ R, P (x) = x2 − 3x+ 2et A la matrie arrée de taille 3 suivante : A =





0 1 −1
−3 4 −3
−1 1 0



� lorsque T est un polyn�me dé�ni par :

∀x ∈ R, T (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n

T (A) désigne la matrie de M3(R) : a0I3 + a1A+ a2A
2 + . . .+ anA

n� lorsque T et V sont des polyn�mes, et R = T + Valors R(A) = T (A) + V (A)� lorsque T et V sont des polyn�mes, et R = TValors R(A) = T (A)V (A)1. Déterminer les raines de P2. Soit n un entier tel que n ≥ 2. On admet qu'ilexiste Q un polyn�me, et R ∈ R1[X ] tels que :
∀x ∈ R, xn = P (x)Q(x) +R(x)Grâe à la question préédente, déterminer les oe�ients du po-lyn�me R3. Véri�er que P (A) = 03,34. Soit n un entier tel que n ≥ 2. Grâe à la question 2, montrer que

An =





2− 2n 2n − 1 1− 2n

3(1− 2n) 3× 2n − 2 3(1− 2n)
1− 2n 2n − 1 2− 2n





Exerie 21 - Problème-typeCet exerie est un extrait d'un D.S. d'année antérieure.On onsidère deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N dé�nies par :
u0 = 0, v0 = 1, et ∀n ∈ N,

{

un+1 = −2un + vn
vn+1 = 3un1. a. Déterminer une matrie arrée A de taille 2 telle que :

∀n ∈ N,

(

un+1

vn+1

)

= A

(

un

vn

)b. En déduire que : ∀n ∈ N,

(

un

vn

)

= An

(

0
1

)2. On note Q =

(

1 1
3 −1

) la matrie de M2(R)a. Justi�er que Q est inversible puis déterminer Q−1b. Déterminer la matrie D telle que D = Q−1AQ. Montrer que pour tout entier naturel n, on a : An = QDnQ−1d. En déduire que pour tout entier naturel n :

An =
−1

4

(

−1 + (−3)n+1 −1 + (−3)n

−3 − (−3)n+1 −3 − (−3)n

)e. Déterminer les valeurs de un et vn en fontion de nf. Etudier les limites des suites (un)n∈N et (vn)n∈NCe shéma-type peut être omplété par une partie en probabilités (f.D.S. de �n d'année) et par de nouvelles questions en deuxième année(par exemple, vous pourrez trouver les matries Q et/ou D vous-mêmes).

4


