Lycée La Pérouse - Kerichen - ECG 1 - maths appli. Mathématiques D.S. n°4 - 25 janvier 2025

Corrigé Total sur 57 points

Exercice 1 - vrai ou faux 0,5 point par question - total : 5 points

Indiquer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.
Pour cet exercice (seulement), vous n’avez pas besoin de justifier. Les mauvaises réponses ne sont pas pénalisées.

a) In(3) +1n(9) = 31n(3)
C’est vrai puisque In(9) = In(3?) = 21n(3) donc In(3) + In(9) = In(3) + 21n(3) = 31n(3)
b) z— Vax + T est définie sur [—7; +o00[

C’est, vrai puisque une racine carrée est définie dés lors que son contenu est positif, i.e. ici x +7 > 0, soit x > —7

1
¢) =+ — est bijective de |0; +o0[ dans ]0; +o0]
x

1 1
C’est vrai puisque pour y €]0; +oo[,y = — < & = — (y a un unique antécédent qui appartient bien & ]0; +0o0])
X

ce que l'on observe graphiquement avec la courbe de la fonction inverse.

d) la fonction exponentielle est la réciproque de la fonction logarithme népérien
C’est vrai (cf. cours), on peut le justifier en vérifiant que Vo € R,1In () = z et que Va €]0; +o0], @) — o
e) une fonction surjective est injective

C’est faux (ce sont deux notions (différentes). Par exemple la fonction f définie de R dans R, par f(z) = 2? est surjective,
mais elle n’est pas injective car f(—1) = f(1)

f) une suite géométrique est toujours convergente

C’est faux : cf. le contre-exemple habituel : u,, = (—1)" ou encore (2"),en qui tend vers +oo

g) une suite décroissante et majorée est convergente

C’est faux, on peut s’en convaincre avec la suite définie par u,, = —n qui est décroissante (facile & démontrer) et majorée
par 0 puisque tous ses termes sont négatifs.

1 n
h) la suite définie pour tout entier n par w, = <—§> diverge
1
C’est faux il s’agit d’une suite géométrique dont la raison est strictement comprise entre —1 et 1 (¢" avec ¢ = —3 donc
lql <1)

i) siVn € Nyu, < up < wy, et si (U )nen et (wy)nen convergent, alors (uy,)nen converge

C’est faux, il faut de plus que (vp)nen et (wy)nen aient la méme limite, on peut s’en convaincre avec les suites définies
ppour tout n par v, = —1,u, = (=1)" et w, =1
l'inégalité est bien vérifiée, v, — 1 et w,, — 1 mais (up)nen ne converge pas.

j) pour tous événements A et B, P(AN B) = P(A)P4(B)

C’est vrai par définition de la probabilité conditionnelle (cf. cours, rigoureusement il faut également P(A) # 0).

Exercice 2 17 points

A la maison du don de Brest, 200 personnes viennent quotidiennement effectuer un don de sang.
1l existe trois types de don : don de sang total, don de plasma et don de plaquettes.
Un examen préalable au don est effectué par un médecin, qui détermine la possibilité de donner ou non.

La répartition quotidienne des candidats au don est la suivante :

e 120 personnes viennent faire un don de sang total et parmi elles, en moyenne, 4% ne peuvent pas effectuer le don;
e 50 personnes viennent faire un don de plasma et parmi elles, en moyenne, 1% ne peuvent pas effectuer le don;

e 30 personnes viennent faire un don de plaquettes et parmi elles, en moyenne, 2% ne peuvent pas effectuer le don.

On se propose de noter les événéments de la facon suivante :
e D; : « une personne vient faire un don de sang total » ;

e D5 : « une personne vient faire un don de plasma » ;

e D3 : « une personne vient faire un don de plaquettes » ;

e VV : «la personne candidate au don peut effectuer le don ».



1. Au cours d’une journée, on choisit, au hasard, un candidat au don.
a. Quelle est la probabilité que ce candidat ait pu effectuer le don? 2 points

Un candidat a pu effectuer un don de sang total, de plasma ou de plaquettes. Plus précisément, les événements
Dy, D5, D3 forment un systéme complet d’événements, donc d’aprés la formule des probabilités totales :
P(V)=P(VNDy)+ P(VNDs)+ P(VND3)=P(D1)Pp,(V)+ P(D2)Pp,(V)+ P(D3)Pp, (V)

30 3

d’aprés 1'¢ ¢ P(D1) = — = = =— =—¢t P(D3) = — =
e (D)= 550 = 5 FP2) = 555 = 3 0 PP2) = 355 = g

Po,(V) = 155, Po,(V) = = et Pp, (V) = 10
done p(y) 3, 96 1099 8 95T 12 96 5 89 3 08
5 100 4 100 20 100 20 100 20 100 20 100
_ 12 %96 +5 x99+ 3 x 98 _ 1152+495+294: 1941 — 97 05%
20 x 100 2000 2000 ’

Nota bene : on peut aussi commencer par déterminer P(V') (calcul plus facile) pour en déduire P(V)

b. Un candidat n’a pas pu effectuer le don ; calculer la probabilité qu’il s’agissait d’'un don de plasma. 1,5 points

La formule de Bayes nous permet d’écrire :
P(D2)Pp,(V)  1X1% 7% 1 2000 5x400 5

PV(DQ) = = = = — X = -
P(V) o9 14821 529 400 X 59 59
tilise P(V)=1— P(V itPV)=1—-—=—( oS a.
on a utilise P(V) (V) soit P(V) 5000 — 300 & 2pres a
c. Les événements D3 et V sont-ils indépendants ? 1 point

Non car concrétement, il semble que le fait d’effectuer le don dépende du type de don.

1941 2 1
= 2300 et Pp, (V) 98 _ 9820 _ 1960 donc P(V) #

T 100 2000 20007
Pp, (V') ce qui signifie que D3 et V sont dépendants.

Mathématiquement, on peut remarquer que P(V)

2. On suppose que tous ces candidats reviennent faire un deuxiéme don et que, de maniére indépendante au premier, 2%
d’entre eux ne peuvent pas effectuer le deuxiéme don.
Pour un candidat au don pris au hasard, calculer les probabilités des événements suivants :

a. Les 2 deux dons ont été effectués. 1 point

En notant Vi et Va2 les événements respectifs : « le premier don (resp. le deuxiéme) a été effectué », alors on
s’intéresse ici a V3 N4
donc par indépendance (d’aprés I’énonce), P(Vy NVa2) = P(V1)P (V)
1941 98 49 1941 49 95109
P =P = t P =—=—d P = x = =
or P(V1) = P(V) = 3550 ¢ P(12) = 155 = 55 done PVINV2) = 5566 55 = 100000

b. Au moins un don a été effectué. 1 point

On s’intéresse a I’événement contraire « aucun don n’a été effectué » ce qui correspond a V3 N Vs et de maniére
analogue & la question précédente, par indépendance,

591 59
P = P)P(V3) = 5o x = =

(Vi Va) = PIV)P(2) = 5565 55 = Tooooo 99041
et donc en notant A Pévénement qui nous intéresse, P(A) =1— P(Vi N Vy) = 100000

Nota bene : on peut voir qu’il s’agit de P(V; U V3) et utiliser la formule de Poincaré.

c. Un don n’a pas été effectué. 1 point

Les événéments « les deux dons ont été effectués », « un seul don a été effectué » et « aucun don n’a été effectué »
forment un systéme complet d’événements donc la somme de leurs probabilités vaut 1.
Donc en écrivant B ’événement « un seul donc a été effectué », et avec les notations précédentes,

on trouve P(V1 N'Va) + P(A) + P(B) =1 soit P(B) =1— P(V;NV2) — P(A)
donc P(B)=1-—

1
95168 4832 1208 603

100000 100000 _ 25000 12500
on peut se contenter de P(B) = 4,832% (ce qui est plus lisible)

— ’ os 1 1 é lus h
00000 _ 100000 d’aprés les valeurs trouvées plus haut
g =

3. Le tableau ci-dessous présente le nombre de dons qui n’ont pas pu étre effectués chaque jour au cours du mois de
novembre :

Jour 112314 |5|6|7|8|9|10]|11 |12 |13 |14 | 15
Donsnoneffectués | 3| 5|32 (41|12 |2]| 3 4 1 2 1 2




Jour 16 | 17 | 18 [ 19 | 20 | 21 | 22 | 23 |24 | 25|26 | 27 | 28 | 29 | 30
Dons non effectués | 6 1 2 3 3 4 2 5 1 4 3 2 2 1 3

a. Résumer dans un tableau les effectifs, les fré-
N ) iy Valeurs 1 2 3 4 5 6
quences et les fréquences cumulées des différentes
valeurs de la série statistique. 1,5 points Effectifs 7 9 7 4 2 1
Les valeurs prises par la série statistique sont Fré T3 7 1 1
équences — | === =] =
[1,6] et plus précisément : 30 | 10 | 30 | 15 | 15 | 30
i i 7 |16 | 23 | 27 | 29
Fréquences cumulées | — | — | — | — | — 1
30 | 30 | 30 | 30 | 30
b. Représenter le diagramme des fréquences cumulées de cette série statistique. 1,5 points
Fréquence cumulée en %
100
90 +
80 +
70 T
60 4+ On peut commencer le dia-
gramme & 1 en abscisses (puisque
50 - c’est la premiére valeur atteinte
par la série et on peut également
représenter la fonction par une
40 T courbe « en escalier ».
30 +
20 1+
10 +
0 | | | | | | Nombre de dons non réalisés
1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 ) 6

c. Déterminer I’étendue, les premier et troisiéme quartiles ainsi que la médiane de cette série statistique. 1,5 points

Comme évoqué plus haut, I’étendue est [1,6] (ou [1,6])

Comme il y a 30 valeurs, le quart des valeurs vaut il 7,5 donc le premier quartile est la huitéme valeur : Q1 = 2

et de méme Q3 est la 23°™¢ valeur, Q3 = 3; et enfin

. . L. \ \ 2+2

comme il y a un nombre pair de valeurs, la médiane m vaut la moyenne des 15°™¢ et 16°™° valeurs m = —5 = 2

d. Représenter le diagramme en boite de cette série statistique. 1 point Diagramme en boite des valeurs
. . M

Avec les informations précécentes, on peut représenter la boite &

moustache. La série est tellement peu dispersée que le deuxiéme quart, | |

des valeurs n’est, pas visible.

Q1 Q3




e. Déterminer la moyenne de cette série statistique. 1 point
7><1+9><2+7><3+4><4+2><5+677_87@7

30 30 10
f. Déterminer une valeur approchée de la variance. 1,5 points

Par définition, z = 2,6

D’aprés la formule de Koenig-Huygens, la variance vaut si =22 -7
or Z = 2,6 donc 2 = 2,62 = 6, 76 pour la moyenne, et par définition
o TX1249x22+7x 32 +4x42+2x5°+6>  T+364+63+644+50+36 256 S 53
a— = = —
30 30 ’
d’ou si ~ 8,53 — 6,76 i.e. si ~ 1,77 (ce qui donnerait un écart-type d’environ 1,33, ce qui semble cohérent).

4. Avec Python, en supposant qu’on dispose d’une série statistique (dont on ne connait pas la longueur), et dont les
valeurs sont contenues dans un liste L (définie dans Python).
Ecrire un programme Python qui calcule la moyenne de la série somme =0
< e 1.5 int population=0
statistique. 9 POINLS for i in range(0,len(L))
On additionne de maniére itérative les termes de la liste et au passage somme=somme+L[i]
on calcule Peffectif total (ce que 'on peut aussi obtenir avec la longueur population=population+1
. moyenne=somme/population
de la liste : 1en(L)) : print ("la moyenne vaut", moyenne)
Exercice 3 - calcul de limites 4,5 points

Déterminer les limites des suites définies pour tout n € N* par :

1.

4n 47"

= 1,5 points

Un

Comme d’habitude, on factorise par les termes prépondérants qui sont ici 7" au numérateur et 6" au dénominateur
4n 4\ 4\
m(E) T @)+ <7)" (1) +1
X - = X

donc u,, = = — Z 77
o (1 5] 1R 1+ ()

6

7

donc par opérations u,, — +oo  (pour résumer : « u, — +00 X 1

4 n 1 n n
or <—> — 0 et <6) — 0 (forme ¢" avec |g] < 1) et <g) — 400 (forme ¢" avec ¢ > 1)

=)

e " —(In(n))*+n*

n = 1,5 point
(In(n))* —n2 +1 potnts

3

De méme, on factorise par les termes prépondérants qui sont ici —(In(n))® au numérateur et —n? au dénominateur

—4

_ 3 e " n—* e " n
(In(n)) (7_@(”))3 +1+ —(111(71))3) (In(n))? y L= mmyE ~ mo?

donc w,, = o ((ln(n))4 a1 ) =2 1 (o)t 1
o . . . | 4 1 3 1
or d’aprés les limites usuelles (et parfois inversion) e™" = — =0 n "= — =0 (In(n))” = +ocet — — 0
en n n
—-n —4 1 3 1 4
donc par opérations ﬁ — 0 et ﬁ — 0, de plus par croissances comparées % — 0 et @ -0
n(n n(n n n
1-0-0
donc par opérations w, — 0  (pour résumer : « w, — 0 X 1-0=0 > )
U =V3n+2—V3n-1 1,5 points

On utilise la méthode du conjugué :

o VI o W2 VB (VA2 VB D) ViYW T Bnd2-(3n- 1)

VInt+2+8n -1 SBnt2+B3n—1 Bnt2+3n-1

3
= et V3n+2+vV3n—1>V3n+2>vV3n>+vndonc vV3n+2+vV3n—1— 4+
Van+24++3n—-1 Vi
et de fait par quotient —0ie v, >0

V3n+2+4++3n-1



Exercice 4 12 points

1
On considére la suite (u,)nen définie par ug = — et Vn € Nyupy1 = 2uy, + 3n
1. Calculer uy et ug 0,5 point
1 2 2 5 3
Par définiti =2 — - 4=, =2_=
ar deéfinition, uj u0+30 5+ 5+5 5
¢ 2y + 1 9 % 3 1 6 n 1 18 n 5 23
et uos = 2u —_— = — _ = — _ = — _— = —
E Y 53 5 3 15 15 15
2. Montrer : Vn > 1, u, > 2" 2 1,5 points

On procéde par récurrence, pour n € N*, on définit P(n) : u, > 2

1

Initialisation : P(1) est vraie < uy > N2y 22 e u > 3
3

ce qui est vrai d’apreés la premiére question (u; = g) donc P(1) est vraie

Heérédité : soit n € N*, on suppose que P(n) est vraie

1
par hypothése u, > 2""2 donc 2u,, > 2 x 2" 2ie. 2u, >2" et — >0

Sn
1
donc a fortiori 2u,, + 3 > e Upt1 = 271 donc P(n + 1) est vraie, d’ou I’hérédité
donc par théoréme de récurrence, ¥n € N, P(n) est vraie, i.e.u, > 2" 2
3. Déterminer la limite de (uy,)nen 1 point
On peut écrire 2" “ =2" x 27 = — = —
P 2~ 4

n
comme 2" — +oco (forme ¢ avec g > 1) alors par opération R +o0

et donc par théoréme des gendarme (version infinie) u,, — +00

Nota bene : I'inégalité de la question précédente n’est valable que pour n > 1, mais le théoréme des gendarmes peut
s’appliquer avec des inégalités qui ne sont valables qu’a partir d’un certain rang.

u
4. Utilisation d’une suite auxiliaire. On pose pour tout n € N : v,, = 2—:
M : _ '
a. Montrer que : Vn € Nyv,41 — v, = 7% G 1 point
. PP . Upt+l U Up41 2u Unp+1 — 2U
Soit n € N, par définition de la suite (v, )nen, Vnt1 — Up = # — 2—2 = QZH — 2nf1 == TEs =
P . 1 3 1 1
or par définition de la suite (uy)nen, Unt1 — 2up, = T donc vp11 — v, = 22“ =% x2 - 6 %3
n—1 1 n—1
b. Soit n € N*, calculer Z 5 et Z('Ui_l,_l —v;) 1,5 points
i=0 i=0
—1 1-(H" 1-% 6 1y ) s .
Z G- 11 = = =z 1- o d’aprés les résultats sur les sommes géométriques (attention le
i=0 G 6
dernier terme est pour i = n — 1 ici)
n—1
et par ailleurs Z(le —v;) = v, — vp car il s’agit d’'une somme télescopique (avec pour dernier terme ¢ = n — 1
i=0
Z u 1 = 1
encore) et vy = 50 = U0 = E donc ;(le v;) = vp + E
c. En déduire, pour tout entier n > 1, une expression de v,, en fonction de n 1,5 points
n—1 1
On va calculer Z(’Ui_l,_l — v;) d’une autre maniére : d’apreés la question 4.a.,Vn € N, v, 41 — v, = T
i=0
n—1 n—1 n—1 n—1
1 1 1 1 1 P
donc ;(wﬂ —v;) = ; T 2 (5 X @) =3 X ; G par linéarité

n—1 n—1
1 6 1
or d’aprés la question précédente (Vig1 — ;) = vn + 3 d’une part et E il (1 — 6_") d’autre part
i=0 i=0

1 1 6 1 3 1 1 1 1 1 1
d o =—x—(1-— itv,==-(1-—)—-=-==(3- — _1)==(2- —
onc v +5 2><5< Gn)smv 5( 6") 5 5<3 3x6" > 5< 3x6">



d. Déduire de c. que pour tout entier n, on a : u, = -

1 (2n+

5

U
Par définition de la suite (v, )nen, Vn € Nyv,, = —: donc u,, = 2"

1 1 1 A 1 2\"
VnEN,unZQHXg(Q—?)XG—n):g(2><2"—3><6—n :g 2n+1—3><(6))
1 n\" 1 1 1 1
—— 2n+1 _ 3 - [ 2n+1 _ 3 _ [ 2n+1
5( X(s)) 5( “3) 75 31

e. Retrouver la limite de (uy)nen

D’aprés les limites de suites géométriques 2" — +oo (forme ¢" avec ¢ > 1) et

lg| < 1), donc par produits et additions u,, — +oo (car 2" =2 x 2™ et

5. Avec Python

a. Ecrire une fonction Python, qui pour un entier n, renvoie

1

ver)

1 31 1 point

X vy, donc d’aprés la question précédente

1 point

) — 0 (forme ¢" avec

1
3n71‘7

le terme wu,, de la suite. 1 point

On peut le faire de deux (ou trois) fagons, soit & 1’aide la définition récursive de la suite, soit a I’aide de la formule

explicite (de la question 4.d. :

Avec la définition récursive de la suite
(attention a la puissance i — 1)

Avec la formule explicite
def u(n):
u=-1/5
for i in range(1,n+1)
u=2xu+1/3**x(i-1)
return

def u(n):
return 1/5(2**(n+1)
-1/3**(n-1))

. Représenter graphiquement la suite jusqu’au terme wu1qg

On exploite la fonction prédéfinie pour créer une liste
contenant toutes les valeurs, puis on la représente

. Ecrire un programme Python qui renvoie le premier rang

A Taide de la fonction, on calcule de maniére pro-
gressive les termes tant que le seuil n’est pas atteint
avec une classique boucle while

Exercice 5 - étude de fonction et suite
Soit ¢ la fonction définie sur ]0; +oo[ par : g(z) = z — In(z)
1.

1 -1
Soit & > 0, alors ¢'(z) =1 — — = L
x x
. o P
b. Que vaut i;n%) In(x) ? en déduire ilg((l) g(x)
On sait que lim In(x) = —oco et lim = 0 donc lim g(z) =
z—0 z—0 x—0
c

. Calculer ngrfoog(n) et en déduire mgrfoog(x)

g(n)=n—In(n) =n (1 — ln(_n)) (on factorise par n qui
n

. . In(n .
Par croissance comparée lim (n) =0donc lim 1-—
n—-+oo n n—-+oo
s . . In(n)
et donc par opérations sur les limites lim n (1 —
n—-+o0o

a. Pour tout réel x > 0, calculer la valeur de ¢’(z), la dérivée de g

)

Analogue avec une fonction Python ré-
cursive (qu’il faut penser a initialiser)

def u(n):
if n==
return -1/5
else
return 2%u(n-1)+1/3%x(n-1)

1 point

L=[u(n) for n in range (0,101)]

import matplotlib.pyplot as plt
plt.plot(L,’+’) #le ’+’ pour avoir des points
plt.show ()

n pour lequel u, > 10° 1 point
n=0
while u(n)<le6:
n=n+1
print (n)
11 points
0,5 point
1 point
+0o0
1,5 points

est le terme dominant)

In(n)

=1

—+00

on peut donc supposer que lim g(z) = +oo ce qui est le cas)
Tr——+00



d. Dresser le tableau des variations de g sur ]0; +oo[ en faisant figurer g(1) et les résultats obtenus aux questions

1.b. et 1.c. 1,5 points
Comme z est strictement positif, ¢'(z) est du signede z —l,orz —1>0& 2> 1
x 0 1 +00
r—1 - 0 +
g () - 0 +
+00 +00
g T _—
g(1) =1
e. Justifier que pour tout réel > 0on a: g(x) >0 0,5 point

g est décroissante sur ]0; 1] puis croissante sur [1;+oo[ donc Vz > 0, g(x) = g(1)
or g(1) =1 donc Va > 0,g9(z) > 1> 0

2. Soit (un)nen la suite définie par ug > 0 et Vn € Ny u,11 = g(uy,)
a. Justifier que la suite (u,)nen est bien définie. 1 point

La définition de la suite repose sur l'existence de In(u,,) pour tout n
Il faut donc s’assurer que Vn € N, u,, > 0
Pour n € N, on pose donc P(n) : « u,, est bien défini et u, > 0»
Initiation : ug > 0 donc P(0) est vraie
Heérédité : soit n € N, supposons que P(n) est vraie
alors u, > 0, donc g(u,) (i.e. u,4+1 est bien défini) et d’aprés la question 1l.e, g(u,) > 0, i.e. up41 >0
c’est-a-dire que P(n + 1) est vraie
donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie.
b. Si (un)nen converge, que peut valoir sa limite? (on admet : lim w, =¢= lim In(u,) = In(¢)) 1 point
n—-+oo n—-+o0o
On suppose que (u,)nen converge et on note alors ¢ sa limite.
Par propriété sur les limites, on sait que lim wu,4+1 = ¢ et comme indiqué lim In(u,) = In(¢)
n—-+oo n—-+oo

donc en passant & la limite dans I’égalité w,+1 = u, — In(u, ), on obtient £ = ¢ — In(¢), donc In(¢) = 0 et donc

(=1
c. Etudier le signe de g(x) — 2 pour z > 0 0,5 point
Soit 2 > 0, alors g(z) —x = —Inx

donc g(z) — 2 > 0 pour z € [0;1] et g(x) —z < 0 pour z € [1;+0o0]
d. En supposant ug > 1, montrer que Vn € N, u,, > 1 1 point

Comme l'indique le tableau de variations a la question 1.d, Vz > 0, g(x) > 1, on en déduit que Vn € N, g(u,) > 1
(car u,, > 0), i.e. Vn € Ny upqq > 1 s0it Vn € N* u,, > 1
comme c’est aussi le cas de ug, on en déduit que Vn € N, u,, > 1

o

. En supposant ug > 1, en déduire les variations de (uy,)nen 1 point
D’aprés la question 2.c., z > 1= g(z) <z
donc Vn € Nyu, 2 1 = f(uy) < tp, 1€ Upt1 < Up
donc la suite (u,)nen est décroissante.

f. Siug > 1, que vaut lim w,? 0,5 point

n—-+oo
(un)nen est décroissante et positive, donc minorée (par 0 par exemple), donc d’aprés le théoréme de la limite
monotone, elle est convergente.

et d’apres la question 2.a, sa limite ne peut étre que 1, donc lim wu, =1
n—-+oo

. Que se passe-t-il si ug =1 et si ug <17 1 point

(1)

Si ug = 1, on trouve alors u; = 1 et par récurrence immédiate, Vn € N, u,, = 1
Si ug < 1, alors d’apreés le tableau de variations, u; = g(up) > 1 et nous sommes donc ramenés a la situation
précédente (on peut poser pour tout n € N, v, = u,11 et la suite (v,)neny nous rameéne a la situation étudiée).



Exercice 6 7,5 points

On définit application f par f(x) = eVe

1.

Déterminer %¢, I’ensemble de définition de f 0,5 point

Il n’y a pas de contrainte pour 'exponentielle qui est définie sur R mais pour la racine carrée qui est définie sur R
donc 7y = R4

. Déterminer f([0, +o0[) 2 points

On cherchera o justifier la limite en +o00
11 est nécessaire dans un premier temps d’étudier les variations (attention f n’est pas dérivable en 0)

3

pour z € R, f peut s’écrire f(x) = e*®) avec u(z) = vz (et donc Vz > 0,u/(x) =

1 \/57 6\/E
NN

donc Vx > 0, f'(x) > 0 (exponentielle étant toujours strictement positive, de méme que la racine carrée pour z # 0)
et de fait f est strictement croissante sur ]0; +oo[ et donc sur Ry

donc Yz > 0, f'(z) = u'(z)e"® et donc f'(z) =

donc f([0, +ool) = | f(0), 11111 f(z)] (on doit théoriquement invoquer la continuité de f également)
Tr—r+00
bien que nous n’ayons pas encore vu les limites de fonctions, nous savons que v/n — +oo quand n tend vers +o0o donc
on suppose que 1iIJ1rr1 Vz = 400 (ce qui est vrai), de fait f(x) va tendre vers « exp(+00) » (cette notation n’est pas
Tr—r+00

rigoureuse) quand z tend vers +oo
de plus f(0) = V0 =0 =1 don F([0, +o0o[) = [1, +o0]

. Montrer que f n’est pas surjective de Z; dans R 0,5 point

Tl est évident que f ne prend que des valeurs strictement positives (c’est le résultat d’une exponentielle), donc f(z) = —1
n’admet pas de solution (de méme que f(z) =y pour n’importe quel y < 0 et méme y < 1 en fait).

. Montrer que f est injective. 1 point

On peut le justifier avec la stricte monotonie (croissance ici) de f,
en effet si z # 2/, alors soit x < 2’ et dans ce cas f(x) < f(z'); soit x > 2’ et dans ce cas f(z) > f(2')
dans tous les cas f(z) # f(x) ce qui signifie que f est injective

Option B - méthode classique : soit (z,2') € Ri
alors f(z) = f(2') = eV® = eV"’
donc In (eﬁ) =1In (e‘/;) (il s’agit de nombres strictement positifs)

donc vz = V2’ et en prenant le carré de 1'égalité
on trouve x = z’, ce qui signifie que f est injective

. Démontrer que f est une bijection de Z; dans un intervalle que I’on précisera et donner sa bijection réciproque.

Grace au résultat de la question 2., on comprend que f réalise une bijection de Ry dans [1,+00, ce que nous allons
démontrer, & nouveau avec la méthode officielle : soit y € [1, 400, alors pour z € Py

fle) =y < V' =y e n (eﬂ) = In(y) car il s’agit de nombres strictement positifs, donc on peut composer par In

(et exp dans Vautre sens) done f(z) =y < vz = In(y) < vz~ = (In(y))?

on garde I’équivalence en passant au carré car il s’agit de nombres positifs : y > 1 = In(y) > In(1) (car la fonction In
est strictement croissante), i.e. In(y) > 0 et donc f(z) =y < = = (In(y))?

et il est évident que l’antécédent trouvé est bien dans 2y = R (c’est un carré donc c’est positif)

finalement Yy € [1, 400[, ’équation f(x) =y admet une unique solution dans R, ce qui signifie que f est bijective, de

— 1 +OO[ — ]R+ .
plus f=1: 1, 2 points
y = (n(y)’
. Avec Python, définir la fonction f, puis la représenter sur l'intervalle [0, 10] 1,5 points

import numpy as np #pour disposer de 1’exponentielle, la racine carrée et de linspace
def f(x) : # on définit la fonction
return np.exp(np.sqrt(x))
import matplotlib.pyplot as plt # on importe la librairie pour la représenter
x=np.linspace (0,10,100) # on définit 100 abscisses entre 0 et 10
y=f(x) # on calcule les 100 images respectives
plt.plot(x,y) # on peut utiliser + pour avoir seulement les points
plt.show ()



