
ECG 1 - maths appli. Chapitre 13 - séries numeriques réelles Mars 2025Obje
tifs d'apprentissageA la �n de 
e 
hapitre, je sais :� utiliser la dé�nition d'une série et de sa 
onvergen
e �� exploiter les propriétés de 
onvergen
e de 
ombinaisons linéaires de séries 
onvergentes �� établir ou utiliser des inégalités pour 
ara
tériser la nature d'une série �� identi�er et interpréter la divergen
e grossière �� utiliser les propriétés des séries à termes positifs et la 
onvergen
e absolue �� re
onnaitre et exploiter les séries de référen
e :
∑

n

qn,
∑

n

nqn−1,
∑

n

n(n− 1)qn−2 ainsi que la série exponentielle :∑
n

xn

n!
�Sans que 
ela soit expli
itement à notre programme, il est bon également de re
onnaitre les séries deRiemann et de 
onnaitre le 
ritère pour leur 
onvergen
e.Introdu
tionUne série numérique est une suite qui s'é
rit sous la forme d'une somme. La taille de 
e 
ette somme(le nombre de termes) varie ave
 n. Mais alors, 
omme on peut faire tendre n vers l'in�ni pour unesuite, on pourrait don
 parler de somme in�nie ?Oui et 
'est 
e qui permet de 
ontredire un des paradoxes de Zénon d'Elée : imaginons-nous 
ourrirun 100mètres, nous allons d'abord par
ourir 50mètres, puis 25, puis 12, 5 et ainsi de suite en divisantà 
haque fois la distan
e par
ourue à l'étape pré
édente par deux. A 
haque fois, la distan
e restanteet égale à la distan
e par
ourue et Zénon d'Elée dit que nous ne pouvons pas atteindre notre but !Voyons de plus près ave
 une des sommes que nous savons le mieux manipuler : la somme des termesd'une suite géométrique.En e�et, en reprenant le problème, on peut é
rire u1 = 50 puis u2 = 25 et un = 50× 1

2n−1Notre distan
e par
ourue après n � étapes � s'é
rit don

Sn =

n
∑

k=1

uk soit Sn =

n
∑

k=1

u1

1

2k−1
= u1

1− 1

2n

1− 1

2

= 50

(

2− 1

2n−1

), don
 lim
n→+∞

Sn = 100 
ar 1

2n−1
→ 0On peut don
 par
ourir les 100 mètres et on é
rira même +∞

∑

n=1

un = 1001 Série, dé�nition et 
onvergen
e1.1 Dé�nitionDé�nitions : soit (un)n∈N une suite de nombresréels, pour tout n ∈ N, on pose
Sn =

n
∑

k=0

uk = u0 + u1 + . . .+ un1) la suite (Sn)n∈N est appelée série de termegénéral un2) la série de terme général un est notée
∑

n∈N

un, ou∑
n>0

un3) pour n ∈ N, le nombre Sn est appelé sommepartielle d'indi
e n de la série∑
n>0

un

Exemples :1. soit (un)n∈N la suite 
onstante égale à 1la série de terme général un est la suite
(Sn)n∈N où Sn = n + 12. soit (un)n∈N la suite de terme général
un = nla série∑

n>0

un est la suite (n(n + 1)

2

)

n∈N2. la série ∑
n>1

1

n
est appelée série harmo-nique. Il n'existe pas de formule simple don-nant la somme partielle Sn en fon
tion de n1



Remarques :
⊲ la suite (un)n>p peut n'être dé�nie qu'à partir d'un 
ertain rang p. Dans 
e 
as la série asso
iéeest la suite (Sn)n>p dé�nie par : ∀n > p, Sn =

n
∑

k=p

ukDans la pratique, p vaut généralement 0 ou 1
⊲ une série est don
 une suite, il est bon de le garder à l'esprit.1.2 Convergen
eDé�nition : soit u = (un)n∈N une suite et
(Sn)n∈N la série de terme général un1) on dit que la série∑

n>0

un est 
onvergentelorsque la suite (Sn)n∈N 
onverge.Sa limite est alors appelée somme de la série,et elle se note +∞
∑

n=0

unOn a alors : +∞
∑

n=0

un = lim
n→+∞

Sn2) si la suite (Sn)n∈N ne 
onverge pas, on diraque la série est divergente.3) déterminer la nature d'une série, 
'est dé-terminer si elle est 
onvergente ou divergente.

Exemples :1. la série de terme général 1 est divergente.2. La série de terme général 1

2n
est 
onvergentepuisque Sn =

n
∑

k=0

1

2k
=

1− 1

2n+1

1− 1

2

et lim
n→∞

Sn = 23. La série ∑
n>0

n est divergente,puisqu'il s'agit de la suite (n(n + 1)

2

)

n∈N4. La série ∑

n>1

1

n(n + 1)
est 
onvergente, et

+∞
∑

k=1

1

k(k + 1)
= 1, en e�et, 1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
,et par téles
opage, Sn = 1− 1

n+ 1Remarques :
⊲ B la notation +∞

∑

n=0

un n'a de sens que dans le 
as où la série∑
n

un est 
onvergente. Cette notationdésigne for
ément un nombre réel qui est une limite ;
⊲ par 
ontre la notation∑

n

un est toujours valable, 
ar elle désigne la série de terme général un ;
⊲ 
omme pour une suite, la nature d'une série ne dépend pas des premiers termes de 
elle-
i. Lasérie∑

n>0

un sera 
onvergente si et seulement si la série ∑
n>p

un est 
onvergente (ave
 p ∈ N).Hyper important La propriété 
i-dessous est 
entrale dans 
e 
hapitre. Si vous l'avez 
omprise,
'est que vous maitrisez en bonne partie le 
on
ept de série.La non validité de la ré
iproque fait partie de 
e � hyper important �.Propriété : 
ondition né
essaire de 
onvergen
e d'une série : soit (un)n∈N une suite.Si la série de terme général un est 
onvergente, alors la suite (un)n∈N 
onverge vers 0.La ré
iproque est fausse.Démonstration : en posant Sn =
n
∑

k=0

uk, si la série 
onverge, alors il existe un réel ℓ tel que lim
n→+∞

Sn = ℓde plus, par propriété sur les suites lim
n→+∞

Sn−1 = ℓ, don
 par opération lim
n→+∞

(Sn−Sn−1) = ℓ− ℓ = 0or Sn − Sn−1 =

n
∑

k=0

uk −
n−1
∑

k=0

uk = un +

n−1
∑

k=0

uk −
n−1
∑

k=0

uk = undon
 nous avons montré que lim
n→+∞

un = 0 2



Exemples :1. pour que la série ∑
n>0

qn soit 
onvergente, il faut don
 que lim
n→+∞

qn = 0. On ne sait pas si 
elasu�t, mais si |q| > 1, alors∑
n>0

qn ne 
onverge pas2. de non validité de la ré
iproque :a. ave
 un = ln

(

1 +
1

n

) alors lim
n→+∞

un = ln(1) = 0 par 
ontinuité de la fon
tion lnet pourtant un = ln

(

1 +
1

n

)

= ln

(

n + 1

n

)

= ln(n + 1)− ln(n)don
 les sommes partielles de la série de terme général un sont des sommes téles
opiques :
Sn =

n
∑

k=1

uk =
n
∑

k=1

(ln(k + 1)− ln(k)) = ln(n+ 1)− ln(1) = ln(n + 1)don
 lim
n→+∞

Sn =+∞ (bien que lim
n→+∞

un = ln(1) = 0)b. on verra que la série harmonique∑
n>1

1

n
est divergente, et pourtant lim

n→+∞

1

n
= 0Corollaire (immédiat) : si (un)n∈N est une suitequi ne 
onverge pas vers 0 alors,la série∑

n>0

un est divergente et, dans 
e 
as, ondit que la série∑
n>0

un diverge grossièrement. Remarque : il s'agit de la 
ontraposée de la pro-priété pré
édente.Exemple : soit u la suite dé�nie par un = (−1)n,alors la série ∑ un diverge grossièrement, ene�et la suite ((−1)n)n∈N n'admet pas de limite.1.3 Propriétés liées à la 
onvergen
ePropriétés - linéarité de la 
onvergen
e : si les séries ∑
n>0

un et ∑
n>0

vn sont 
onvergentes, alors1) la série ∑
n>0

(un + vn) est 
onvergente et +∞
∑

k=0

(uk + vk) =
+∞
∑

k=0

uk +
+∞
∑

k=0

vk2) si α ∈ R, la série ∑
n>0

αun est 
onvergente et +∞
∑

k=0

αuk = α

+∞
∑

k=0

uk3) si (α, β) ∈ R
2, la série∑

n>0

(αun+βvn) est 
onvergente et +∞
∑

k=0

(αuk+βvk) = α
+∞
∑

k=0

uk+β
+∞
∑

k=0

vkDémonstration : 
'est une 
onséquen
e des résultats sur les limites de suites et de la linéarité dessommes partielles : n
∑

k=0

(uk + vk) =

n
∑

k=0

uk +

n
∑

k=0

vk et n
∑

k=0

αuk = α

n
∑

k=0

uk (puis on passe à la limite).
B par 
ontre les résultats sur les limites de produits ou de quotients de suites ne sont pasexploitables puisque n

∑

k=0

(uk × vk) 6=
(

n
∑

k=0

uk

)

×
(

n
∑

k=0

vk

) (de même pour le quotient)Remarques :
⊲ une 
onséquen
e immédiate (pour montrer la divergen
e d'une série)si∑

n

un est divergente et si∑
n

vn est 
onvergente,alors∑
n

(un + vn) est divergente Exemple :la série∑
n>1

un ave
 un =
n+ 1

n2
est divergente3



si elle était 
onvergente, ∑
n

un le serait aussi 
ar
n
∑

k=0

uk =

n
∑

k=0

(uk + vk)−
n
∑

k=0

vk


ar n+ 1

n2
=

1

n
+

1

n2
ave
 ∑

n>1

1

n
qui divergeet∑

n>1

1

n2
qui 
onverge.

⊲ attention, il est possible par 
ontre que ∑
n

(un + vn) 
onverge sans que ni ∑
n

un, ni ∑
n

vn ne
onverge (par exemple un = 1 et vn = −1 ou typiquement dans le 
as des sommes téles
opiques).Sur un exemple, méthode pour les � séries dé
alées � :
∀n ∈ N

∗,

n
∑

k=3

1

k2
=

n
∑

k=1

1

k2
− 1

12
− 1

22
don
 la série∑

n>3

1

n2

onverge et +∞

∑

n=3

1

n2
=

+∞
∑

n=1

1

n2
− 5

41.4 Séries téles
opiquesUne somme téles
opique ramène l'étude d'une série à 
elle d'une suite, plus pré
isément :Propriété - séries téles
opiques :soit (un)n∈N une suite réelle, alors :1) la série téles
opique∑
n>0

(un+1−un) est demême nature que la suite (un)n∈N2) si (un)n∈N 
onverge vers un réel ℓ alors
+∞
∑

k=0

(uk+1 − uk) = ℓ− u0Démonstration : n
∑

k=0

(uk+1 − uk) = un+1 − u0

Exemple : soit (un)n∈N une suite à termes dans R∗

+qui 
onvergealors∑ ln

(

un+1

un

) est 
onvergente si ℓ > 0 et di-vergente sinon,en e�et, si ℓ > 0, un → ℓ ⇒ ln(un) → ln(ℓ) par
ontinuité de la fon
tion ln, don
 d'après la propo-sition, ∑
n

(ln(un+1)− ln(un)) est de même natureque la suite (ln(un))n∈N qui 
onverge si ℓ > 0,de plus si ℓ > 0,
+∞
∑

n=0

ln

(

un+1

un

)

= ln(ℓ)− ln(u0)1.5 Séries à termes positifsDans 
e paragraphe, on ne 
onsidère que des séries à termes réels positifs.Propriété : soit (un)n∈N une suite à termespositifs et, pour n ∈ N, on note Sn =
n
∑

k=0

uk1) la série ∑
n>0

un 
onverge si et seulement sila suite (Sn)n∈N est majorée,
'est-à-dire si et seulement si
∃M ∈ R+ tel que ∀n ∈ N,

n
∑

k=0

uk 6 M2) si la suite (Sn)n∈N n'est pas majorée, alorsla série ∑
n>0

un diverge vers +∞

Exemple : montrons que la série∑
n>1

1

n2

onvergepour n ∈ N

∗, on note Sn =
n
∑

k=1

1

k2
, alors1. (Sn) est à termes positifs,2. de plus (Sn) est majorée, en e�et, pour n > 2et pour k ∈ [[2, n]], 1

k2
6

1

k(k − 1)
=

1

k − 1
− 1

kdon
 Sn = 1 +

n
∑

k=2

1

k2
6 1 +

n
∑

k=2

(

1

k − 1
− 1

k

)or par téles
opage n
∑

k=2

(

1

k − 1
− 1

k

)

= 1− 1

ndon
 Sn 6 1 + 1− 1

n
= 2− 1

n
6 2Démonstration : en e�et, la suite (Sn)n∈N est 
roissante, puisque ∀n ∈ N, Sn+1−Sn = un+1 > 0 don
,d'après le th. de la limite monotone : si elle est majorée, elle 
onverge et sinon, elle diverge vers +∞Remarques :

⊲ il s'agit simplement du théorème de la limite monotone appliqué à (Sn)n∈N qui est 
roissante ;
⊲ une série à termes positifs est don
, soit 
onvergente, soit divergente vers +∞ ;4



⊲ 
e 
ritère ne s'applique pas pour des séries dont les termes ne sont pas tous positifs,par exemple la série ∑
n

(−1)n est divergente pourtant : ∀n ∈ N, 0 6

n
∑

k=0

(−1)k 6 1Propriété - théorème de 
omparaison :soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites àtermes positifs telles ∀n ∈ N, un 6 vn1) si ∑
n

vn 
onverge alors ∑
n

un
onverge2) si ∑
n

un diverge alors ∑
n

vn di-verge (vers +∞)
Exemples :1. ∑

n>1

1

n2 + 5

onverge, 
ar ∑

n>1

1

n2

onvergeet ∀n ∈ N

∗, n2 + 5 > n2 ⇒ 0 6
1

n2
6

1

n2 + 52. ∑
n>1

1√
n
diverge vers +∞ 
ar∑

n>1

1

n
divergeet ∀n ∈ N

∗, n >
√
n ⇒ 0 6

1

n
6

1√
n2 Séries absolument 
onvergentesDé�nition : on dit que la série ∑

n>0

un estabsolument 
onvergente lorsque la série (àtermes positifs)∑
n>0

|un| est 
onvergente. Exemple :la série∑
n

(−1)n

n2
est absolument 
onvergente
ar la série de terme général 1/n2 
onverge.Propriété : si la série ∑

n>0

un est absolument
onvergente, alors elle est 
onvergente, de plus :
∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

k=0

uk

∣

∣

∣

∣

∣

6

+∞
∑

k=0

|uk|

Exemple : la série ∑
n

(−1)n

n2
est 
onvergenteRemarque : attention, la ré
iproque est fausse,

∑

n

(−1)n

n
est 
onvergente, mais elle n'est pasabsolument 
onvergente (
ar ∑

n

1

n
diverge).3 Séries de référen
e3.1 Séries géométriques et dérivéesDé�nition : une série géométrique est une sériede la forme∑

n

qn, où q ∈ R

Remarque : on sait déjà exprimer les sommespartielles de 
es séries : n
∑

k=p

qk =
qp − qn+1

1− qPropriété : soit q ∈ R1) la série ∑
n>0

qn est 
onvergente ⇔ q ∈]− 1, 1[2) lorsque q ∈]− 1, 1[, on a +∞
∑

n=0

qn =
1

1− q

Exemple : ave
 un =
(−1)n

7n
, alors∑

n>0

un est
onvergente et +∞
∑

n>0

un =
1

1− −1

7

=
7

8(série géométrique de raison q = −1

7
)Propriété : les séries∑

n>1

nqn−1 et∑
n>2

n(n− 1)qn−2sont 
onvergentes ⇔ q ∈]− 1, 1[dans 
e 
as,
+∞
∑

n=1

nqn−1 =
1

(1− q)2
,

+∞
∑

n=2

n(n− 1)qn−2 =
2

(1− q)3

Exemples : 1) +∞
∑

n=0

n

3n−1
=

1
(

1− 1

3

)2
=

9

42) +∞
∑

n=0

n+ 1

2n
=

1

2

+∞
∑

n=0

n

2n−1
+

+∞
∑

n=0

1

2n

= 1/2 (1− 1/2)−2 + 2 = 45



Prin
ipe de la démonstration et moyen mnémote
hnique : il s'agit d'une � dérivée � de l'égalité pré-
édente : la dérivée de x → xn est x → nxn−1 et la dérivée de x → 1

1− x
est x → 1

(1− x)2attention on ne dérive pas des sommes in�nies, il s'agit juste de l'idée de la démonstration.3.2 Série exponentielleDé�nition : soit x ∈ R, alors la série ∑
n>0

xn

n!est appelée série exponentielle Remarque : pour x = 0, 
ela donne ∑
n>0

0n

n!
qui� vaut � 1 + 0 + 0 · · · = 1 = e0Propriété : pour tout nombre réel x,la série ∑

n>0

xn

n!
est 
onvergente, et
+∞
∑

k=0

xk

k!
= ex

Exemple : pour x = 1,
∑

n>0

1n

n!
=
∑

n>0

1

n!

onverge et +∞

∑

k=0

1

k!
= e1 = e

∑

n>0

(−1)n

n!
est 
onvergente et +∞

∑

k=0

(−1)k

k!
= e−13.3 Séries de RiemannPas au programme en première année, mais il est bon de 
onnaitre le résultat de 
ette se
tion.Dé�nition : on appelle série de Riemanntoute série ∑

n>1

1

nα
, où α ∈ R

Exemples : ∑
n>1

1

n2
est une série de Riemann,
onvergente 
omme nous l'avons vu plus haut.Zoom sur une 
élébrité : la série harmonique∑

n>1

1

n
est une série de Riemann, et elle est divergentepour n ∈ N

∗, on note Sn =
n
∑

k=1

1

kpar une étude de fon
tion, on montre que ∀x ∈ R
∗

+, ln(x) 6 x− 1, ainsi ∀k ∈ N
∗, ln

(

1 +
1

k

)

6
1

kdon
 en passant à la somme : Sn>

n
∑

k=1

ln

(

1 +
1

k

)

=

n
∑

k=1

ln

(

k + 1

k

)

=

n
∑

k=1

(

ln(k + 1)− ln(k)
)don
 par téles
opage, Sn > ln(n+1) et don
 la suite Sn → +∞, i.e. la série harmonique est divergente.Propriété - 
ritère des séries de Riemann :soit α ∈ R, la série∑

n>1

1

nα
est 
onvergente siet seulement si α > 1

Exemple : la série∑
n>1

1√
n
est divergenteles séries ∑

n>1

1

n
3

2

,
∑

n>1

1

n7
sont 
onvergentes.Remarques : la série harmonique∑

n>1

1

n
est la série de Riemann � 
harnière � ;et plus pré
isément pour α 6 0, la série ∑
n>1

1

nα
diverge grossièrement.En résumé, il y a deux questions :1. Est-
e qu'une série 
onverge ? Soit on re
onnait une série de référen
e ou une forme téles-
opique, sinon 
e sont souvent des séries à termes positifs et il faut utiliser les théorèmesde la limite monotone ou de 
omparaison.2. Que vaut la somme d'une série ? On utilise alors for
ément les séries de référen
e (géomé-trique ou exponentielle) ou une simpli�
ation par téles
opage.6


