
ECG 1 - maths appli. Chapitre 15 - Systèmes linéaires Avril 2025Objetifs d'apprentissageA la �n de e hapitre, je sais :� érire et interpréter un système linéaire �� reonnaitre les di�érents systèmes linéaires : homogène, éhelonné, triangulaire �� utiliser l'ériture matriielle pour traduire un système linéaire �� donner les di�érentes formes de l'ensemble des solutions d'un système linéaire �� résoudre un système linéaire ave la méthode du pivot de Gauss �� déterminer l'inverse d'une matrie A en résolvant le système AX = Y �� utiliser la méthode des � inonnues invisibles � pour la résolution de système ou l'inversionde matrie �� déterminer si un système est de Cramer, en partiulier donner et exploiter la ondition d'in-versibilité d'une matrie triangulaire �Rappel : nous avons déjà résolu des systèmes, par exemple dans l'étude des suites réurrenteslinéaires d'ordre 2, par substitution ou ombinaison.Dans es situations, on obtenait une unique solution, mais les systèmes linéaires peuvent éga-lement aboutir à l'absene de solution, ou à une in�nité de solutions, par exemple :
{

2x+ y = 1
x− y = −4On trouve uneunique solution :

x = −1 et y = 3

{

x− 3y = 1
−2x+ 6y = −5Les deux équationsse � ontredisent �, iln'y a pas de solution.

{

−x+ y = 2
2y + z = −4Moins de ontraintes, 2 équations pourtrois inonnues et une in�nité de solu-tions : x ∈ R, y = 2+x z = −4−2yEn bref : nous disposerons désormais d'une méthode � systématique � pour la résolution dessystèmes linéaires : le pivot de Gauss. De plus, l'ériture matriielle et l'inversibilité nous donneune nouvelle interprétation de es systèmes et des ritères pour leur résolution.1 Dé�nitions et interprétations1.1 Généralités sur les systèmes linéairesDé�nition : soit n ∈ N

∗ et p ∈ N
∗On appelle système linéaire de n équations et p inonnues x1, . . . , xp tout système de la formesuivante :

(S)















a1,1x1 + a1,2x2 + . . .+ a1,pxp = b1
a2,1x1 + a2,2x2 + . . .+ a2,pxp = b2...
an,1x1 + an,2x2 + . . .+ an,pxp = bnoù pour tout i ∈ [[1, n]] et j ∈ [[1, p]], on suppose donnés les oe�ients réels ai,j et biRésoudre le système (S) onsiste à trouver tous les réels x1, x2, . . . , xp (appelés inonnues dusystème), véri�ant les n équations de (S)Pour haque i ∈ [[1, n]], on note Li et on appelle ième ligne du système, la ième équation dusystème (S)Remarque : on parle de système linéaire, ar dans les équations du système, les inonnues sontmultipliées par des onstantes, puis on en fait des sommes. On n'aura pas de produit ou de quotientd'inonnues, ni de x2 ou y3, ni de ln(x), ni de exp(y) ave x, y des inonnues...1



Dé�nitions :� lorsque pour haque i ∈ [[1, n]], bi = 0, ondit que le système (S) est homogène.� on dit que le système (S) est ompatiblelorsqu'il admet des solutions. Sinon, on diraqu'il est inompatible.� lorsque le système admet autant d'inon-nues que d'équations (n = p), on dit quele systéme est arré.Propriété :un système homogène est toujours ompatible,il admet toujours la � solution nulle � :
x1 = x2 = · · · = xn = 0

Exemples :1. le système (S1) :











x+ 5y = 1

2x+ y = 0

x+ 2y = 1

est inompa-tibleEn e�et les opérations L1−L3 et L2−2L3 donnentles équations 3y = 0 et −3y = 2 qui sont inom-patibles.2. (S2) :

{

x1 + x2 + 3x3 = 0

2x1 + 2x2 − x3 = 0
est un systèmelinéaire homogène, il est don ompatible, (0, 0, 0)est une solutionLes solutions de S sont {(t,−t, 0); t ∈ R}En e�et l'opération L2 − 2L1 donne −7x3 = 0puis L1 ou L2 donne x1 = −x21.2 Interprétation matriielleNotons (S) le système linéaire de n équationset p inonnues x1, . . . , xp :

(S)























a1,1x1 + a1,2x2 + . . .+ a1,pxp = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + . . .+ a2,pxp = b2...
an,1x1 + an,2x2 + . . .+ an,pxp = bnEn notant :

A = (ai,j) 16i6n

16j6p

la matrie de Mn,p(R),
B =













b1

b2...
bn













∈ Mn,1(R) et X =













x1

x2...
xp













∈

Mp,1(R) le système s'érit AX = BLa matrie A s'appelle alors la matrie dusystème (S)La matrie-olonne B est appelée le seondmembre du système (S)

Exemples :1. soit (S) : 








x+ y + z = 1

x− 2z = 3

2x+ 3y + 4z = 6

x− 3y = 15alors A =











1 1 1

1 0 −2

2 3 4

1 −3 0











, et B =











1

3

6

15









sont respetivement la matrie et le seondmembre du système.2. soit (S) : 








x1 + 2x2 + 2x4 = 1

x2 − 2x3 + x4 = 3

4x3 − x4 = −1

3x4 = 15alors A =











1 2 0 2

0 1 −2 1

0 0 4 −1

0 0 0 3











, et B =











1

3

−1

15









sont respetivement la matrie et le seondmembre du système.Dans le as où la matrie du système est triangu-laire, la résolution est rapide :on résout en ommençant par la dernière ligne,puis en remontant par substitution, ii x4 = 5puis 4x3 = 4 i.e. x3 = 1 . . . x2 = 0 et x1 = −9

2



2 Résolution2.1 Ensemble des solutionsSoit le système
(S)























a1,1x1 + a1,2x2 + . . .+ a1,pxp = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + . . .+ a2,pxp = b2...
an,1x1 + an,2x2 + . . .+ an,pxp = bn

Propriété :� lorsque n 6= p, soit (S) est inompatible (pas desolution), soit il admet une in�nité de solutions.� lorsque n = p, soit (S) est inompatible, soitil admet une in�nité de solutions, soit il admetune unique solution.Un système linéaire ne pourra par exemple jamais admettre exatement deux solutions (ni trois...).2.2 Opérations élémentairesDé�nition : on appelle opérations élémentaires les opérations suivantes sur les équationsd'un système linéaire (S)� Li ↔ Lj ave i 6= j (éhange des ième et jème équations)� Li ← aLi ave a ∈ R
∗ (remplaement d'une équation par a fois l'équation, a 6= 0)� Li ← Li + bLj ave i 6= j et b ∈ R (ajout à la ième équation de b fois la jème, ave i 6= j)Propriétés :� les opérations élémentaires transforment un système linéaire en un système équivalent.� par onséquent, on garde un système équivalent à (S) ('est-à-dire ayant le même ensemblede solutions que (S)) lorsque :

⊲ on éhange deux équations ;
⊲ on multiplie une équation par un réel non nul ;
⊲ on remplae une équation par sa somme ave le produit d'une autre par un réel non nul ;
⊲ on fait Li ← aLi + bLj ave i 6= j et a 6= 0 (on ombine les deux dernières opérationsélémentaires) ;
⊲ on supprime une équation nulle, 'est-à-dire de la forme 0x1 + 0x2 + . . .+ 0xp = 0Exemples : à partir d'un même système (S), deux nouveaux systèmes équivalents







x+ y − z = 3
2x+ y + z = 4
x− y + 2z = 0

⇔







x+ y − z = 3
3x+ 2y = 7 ← L1 + L2

2x+ z = 3 ← L3 + L1

(S)⇔







2x+ y + z = 4 L1 ↔ L2

x+ y − z = 3 L1 ↔ L2

−2x+ 2y − 4z = 0 ← −2L32.3 Systèmes éhelonnésDé�nitions :� un système linéaire de n équations à p in-onnues est dit éhelonné si n 6 p et si sesoe�ients ai,j véri�ent (pour i ∈ [[1, n]] et
j ∈ [[1, p]]) : ai,j = 0 lorsque i > j� si n = p, le système éhelonné est dit trian-gulaire, et les oe�ients ai,i sont appeléspivots.Remarques :� la matrie d'un système triangulaire est tri-angulaire supérieure ;� un système éhelonné n'est pas toujours tri-angulaire.

Exemples :1. (S1)











x1 − 2x2 + 3x3 = 0

− x2 + 2x3 + x4 = 1

x3 − 9x4 = 5

(S1) est un système éhelonné à 3 équations et 4inonnues.2. (S2)



















x + 2y − z + t = 3

2y + 3z − t = 0

5z + 3t = 9

4t = 7

(S2) est un système triangulaire de 4 inonnueset 4 équations.3



Méthode : un système éhelonné se résout par substitution, en partant de la dernière équation.Eventuellement, ertaines inonnues, dites inonnues prinipales seront exprimées en fon-tion des autres, dites inonnues seondaires.Exemples : résoudre les systèmes suivants1. 


x+ 3y − z = 2
2y + z = 1
−2z = 2

⇔







x = 2− 3y + z

2y = 1− z

z = −1
⇔







x = 2− 3y + 1
2y = 1 + 1
z = −1

⇔







x = −2
y = 1
z = −12. { x+ y + z = 1

y + 2z = 4
⇔







x = 1− y − z

y = 4− 2z
z ∈ R

⇔







x = 1− (4− 2z)− z = −3 + z

y = 4− 2z
z ∈ R3. { x+ y − z + 2t = 0

y + t− z = 0
⇔

{

x = −t
y = z − t

⇔ S = {(−t, z − t, z, t), z ∈ R, t ∈ R}2.4 Méthode du pivot de GaussThéorème :1) tout système linéaire (S) peut être transformé par une suession d'opérations élémentairesen un système éhelonné (S ′), équivalent à (S)2) dans le as où (S) est un système arré de taille n, on peut don transformer (S) en unsystème triangulaire (S ′), équivalent à (S), par une suession d'opérations élémentaires.Exemples : résolvons les systèmes suivants à l'aide de la méthode du pivot de Gauss.On ommene par hoisir la ligne-pivot la plus adéquate, 'est-à-dire une ligne dans laquelle leoe�ient de x (la première inonnue) soit non nul et le plus simple possible (idéalement 1 ou −1).1. (S) : 


x+ 2y + 3z = 2
3x+ y + 2z = 1
2x+ 3y + z = 0

⇔







x+ 2y + 3z = 2 L1 ligne pivot
−5y − 7z = −5 L2 ← L2 − 3L1

−y − 5z = 4 L3 ← L3 − 2L1

(S)⇔







x+ 2y + 3z = 2
−y − 5z = −4 L3 ↔ L2 ligne pivot
−5y − 7z = 5 L3

⇔







x+ 2y + 3z = 2
−y − 5z = −4 L2 ligne pivot

18z = 15 L3 ← L3 − 5L2

(S)⇔







x = 2− 2y − 3z
y = 4− 5z L2

18z = 15 L3 ← L3 − 5L2

⇔ par substitution : {

x = −
1

6
, y = −

1

6
, z =

5

6

}

2. (S) : 


−2x+ y + z = 1
x− 2y + z = −2
x+ y − 2z = −1

⇔







x+ y − 2z = −1 ligne pivot
x− 2y + z = −2
−2x+ y + z = 1 L1 ↔ L3

(S)⇔







x+ y − 2z = −1
−3y + 3z = −1 L2 ← L2 − L1

3y − 3z = −1 L3 ← L3 + 2L1

⇔
S = ∅le système est inompatible : 3y − 3z = 1d'après L2 et 3y − 3z = −1 d'après L33. (S) : 



6x+ 3y − 9z = 0
−2x− 2y + 2z = 0

2x− y − 5z = 0
⇔







2x− y − 5z = 0
−2x− 2y + 2z = 0
6x+ 3y − 9z = 0

⇔







2x = y + 5z
−3y − 3z = 0
6y + 6z = 0

(S)⇔











−2y
y

−y



 ; y ∈ R







que l'on érit aussi S = {y × (−2, 1,−1), y ∈ R}4



3 Systèmes de Cramer3.1 Dé�nition et interprétationDé�nition : soit (S) un système arré de n équations à n inonnues. On dit que le système estde Cramer lorsque (S) admet une unique solution (on dit aussi une unique matrie-olonne,à n lignes, qui soit solution).On rappelle l'ériture matriielle d'un système (ii un système arré de taille n) :
(S) :















a1,1x1 + a1,2x2 + . . .+ a1,nxn = b1
a2,1x1 + a2,2x2 + . . .+ a2,nxn = b2...
an,1x1 + an,2x2 + . . .+ an,nxn = bn

⇔ AX = B où A = (ai,j), B =









b1
b2...
bn









et X =









x1

x2...
xn







Propriétés :1) (S) est de Cramer si et seulement si A est inversible2) si (S) est de Cramer, en notant Z =









z1
z2...
zn









l'unique solution de (S), alors : Z = A−1BDémonstration : supposons A inversible,alors AX = B ⇐⇒ X = A−1Bdon (S) admet pour unique solution la matrie-olonne Z = A−1BRéiproquement, on admet que si (S) admet une unique solution, alors A est inversible.3.2 Cas d'un système triangulairePropriété : un système triangulaire à n équations et n inonnues est de Cramer si et seulementsi ses n pivots sont non nuls.Soit (S) un système triangulaire à n équations :
(S) :















c1,1x1 + c1,2x2 + . . .+ c1,nxn = d1
c2,2x2 + . . .+ c2,nxn = d2... ...

cn,nxn = dn

alors (S) est de Cramer ⇔ ∀i ∈ [[1, n]], ci,i 6= 0Inidemment, la propriété préédente nous donne une ondition d'inversibilité sur les matries trian-gulaires (inférieures ou supérieures en fait) :Propriété : une matrie triangulaire (supérieure, ou inférieure) de Mn(R) est inversible si etseulement si ses n oe�ients diagonaux sont non nuls.3.3 Résolution, lien ave les matries inversibles3.3.1 Matrie inversibleGrâe à la méthode du pivot de Gauss, pour tout système (S) on peut trouver un système équivalenttriangulaire (S ′), don en adoptant l'ériture matriielle :
(S) : AX = B est de Cramer ⇔ (S ′) : A′X = B′ est de Crameror un système est de Cramer si et seulement si la matrie du système est inversible.don A inversible ⇔ A′ inversibleet rappelons que A′ (qui est la matrie de S ′) est obtenue à partir d'opérations élémentaires sur (S)('est-à-dire sur A), don 5



Propriété et dé�nition : A est inversible si et seulement elle est � transformable � en une matrietriangulaire supérieure dont les oe�ients diagonaux sont non nuls. Transformable signi�e enréalisant des opérations élémentaires.On appelle réduite de A une telle matrie (obtenue à partir d'opérations élementaires sur A).Remarque : on peut don montrer qu'une matrie est inversible ou non à partir d'opérations élémen-taires sur ses lignes.Exemples : montrer que A1 est inversible et que A2 n'est pas inversible1. A1 =





2 2 3
1 −1 0
−1 2 1



A′

1 =





1 −1 0
2 2 3
−1 2 1



A′′

1 =





1 −1 0
0 4 3
0 1 1



A′′′

1 =





1 −1 0
0 1 1
0 4 3



A
(4)
1 =





1 −1 0
0 1 1
0 0 −1



2. A2 =





1 1 −1
0 2 1
−1 3 3



A′

2 =





1 1 −1
0 2 1
0 4 2



L3 ← L3 + L1 A′′

2 =





1 1 −1
0 2 1
0 0 0



L3 ← L3 − 2L23.3.2 Appliation au alul de l'inverse d'une matrie inversibleSoit A = (ai,j) 16i6n

16j6n

∈Mn(R) une matrie.Etant �xé Y =









y1
y2...
yn









quelonque dans Mn,1(R), notons (S) le système AX = Y , où X =









x1

x2...
xn







On a don (S) :















a1,1x1 + a1,2x2 + . . .+ a1,nxn = y1
a2,1x1 + a2,2x2 + . . .+ a2,nxn = y2...
an,1x1 + an,2x2 + . . .+ an,nxn = yn

Si A est inversible, d'après la propriétévue plus haut, le système AX = Y ad-met pour unique solution la matrie-olonne X = A−1YOn voit alors que la résolution d'un système de Cramer de matrie A permet de aluler lamatrie A−1Exemple : inverser la matrie A =









1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20









on trouve A−1 =









4 −6 4 −1
−6 14 −11 3
4 −11 10 −3
−1 3 −3 1







Pour ela, on résout à l'aide du pivot de Gauss le système de Cramer :
(S) :















x+ y + z + t = x′

x+ 2y + 3z + 4t = y′

x+ 3y + 6z + 10t = z′

x+ 4y + 10z + 20t = t′

⇔















x+ y + z + t = x′

y + 2z + 3t = y′ − x′

2y + 5z + 9t = z′ − x′

3y + 9z + 19t = t′ − x′

⇔















x+ y + z + t = x′

y + 2z + 3t = y′ − x′

z + 3t = z′ − x′ − 2(y′ − x′)
3z + 10t = t′ − x′ − 3(y′ − x′)

⇔















x+ y + z + t = x′

y + 2z + 3t = y′ − x′

z + 3t = x′ − 2y′ + z′

t = 2x′ − 3y′ + t′ − 3(x′ − 2y′ + z′)

⇔















x+ y + z + t = x′

y + 2z + 3t = y′ − x′

z + 3t = x′ − 2y′ + z′

t = −x′ + 3y′ − 3z′ + t′

⇔















x = x′ − y − z − t

y = y′ − x′ − 2z − 3t
z = x′ − 2y′ + z′ − 3(−x′ + 3y′ − 3z′ + t′)
t = −x′ + 3y′ − 3z′ + t′

⇔















x = x′ − y − z − t

y = y′ − x′ − 2(4x′ − 11y′ + 10z′ − 3t′)− 3(−x′ + 3y′ . . . )
z = 4x′ − 11y′ + 10z′ − 3t′

t = −x′ + 3y′ − 3z′ + t′On trouve y = −6x′ + 14y′ − 11z′ + 3t′ et en�n
x = x′−(−6x′+14y′−11z′+3t′)−(4x′−11y′+10z′−3t′)−(−x′+3y′−3z′+t′) soit x = 4x′−6y′+4z′−t′et les oe�ients de e � système inversé � nous permettent de déterminer les oe�ients de A−16


