ECG 1 - maths appli. TD 15 - Systémes linéaires Avril 2025

Quelques corrigés (notamment les exercices non abordés en classe).

Résolution des systémes linéaires

Exercice 1

Résoudre les systémes suivants :

Le systéeme 7. a moins d’équations que d’inconnues, donc soit il n’admet aucune solution, soit il en
admet une infinité. Comme il est homogeéne, il admet au moins (0,0,0,0,0) et donc il admet une
infinité de solutions. Ci-dessous deux résolutions : d’une part avec le pivot de Gauss classique (en
travaillant sur des systémes) et d’autre part avec la méthode des « inconnues invisibles »
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Pour conclure la résolution, dans les deux cas, on peut se ramener au systéme équivalent :
S ={(—2y — 3u,y, —2u,2u,u),y € R,u € R}

== _2 - - == —2 —_ . ;
i - t_y4u P N i _ _25 su (il n’y a pas de contrainte sur y et u, les
" _ 2u " _ ou autres inconnues sont alors déterminées a

partir de leurs valeurs).

Systémes linéaires & parameétres
Exercice 4

Soit m un paramétre réel, et soit (S) le systéme d’inconnues x,y, z suivant :

B—m)z+2=0
(S): R z+2—m)y—2z=0

+B-m)z=0
Résoudre (.S) suivant les valeurs de m.
B3-m) 0 1 |0 1 0 3-m|o0
(9) & 1 2—-m -1 |0 | & 1 2—m -1 |0 Ly < Ly
1 0 3—m|0 3-m) 0 1 o
1 0 3—m 0
(S)<:> 0 2—m —44+m 0 LgHLQ—LletL3<—>L3—(3—m)L1
0 0 1-B-m)?|0

Par propriété le systéme est de Cramer si et seulement si les coefficients diagonaux du systeme
triangulaires sont tous non nuls, i.e. ssi2—m # 0et 1—(3—m)*> #0 < m # 2et (3—m)* £ 1 & m # 2
et 3—m=1et3— m%—l@m%Qetm#Qetm;&él



1" cas:sim#2etm+#4

alors le systéme est de Cramer (donc il admet une unique solution), or il est homogéne (donc (0,0, 0)

est solution)
donc (0,0,0) est I'unique solution

2°M¢ cas 1 sim =2

r+2=0 —0
alors (S) << —22=0 <:>{ :0
0=0 -
3%me cas :sim =4

r—2z=0 R
alors (S) << —2y=0 @{ B
0=0 y=0

Inversion de matrice

Exercice 6

Inverser les matrices suivantes :

1 —a 0 O
0 1 —a O
2. B= 0 0 1 —q4 avec a€R
0 0 0 1
On va inverser le systéme BX =Y :
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/
y—az=y
c—at=2
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y=y +az
c=Atat &
t=1t

N\~
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o / 241
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2 =7 +at
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donc B est inversible et
1 a o &
01 a ad

00 1 a

00 0 1

on peut aussi faire I'inversion avec les « incon-
nues invisibles »

Bl =

alors . = {(0,v,0),y € R} (pas de condition sur y)

alors . = {(2,0,2),z € R}

=

=

1 1 -1
4.P=(2 0 1
2 1 -1
On utilise la méthode des « inconnues invi-
sibles »
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20 1010 |«
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1 1 -1/ 1 00
0 -2 3 -2 1 0 L2 < L2 — 2L1
0 —1 1 -2 0 1 L3 < L3 — 2L1
1 1 -1, 1 00
0 -1 1 |-2 01 |Ly+ L3
0 -2 3 ]-210
1 1 -1 1 0 O
0 -1 1 |-2 0 1
0 0 1 2 1 =2 L3+ Ly —2Ls
1 1 0] 3 1 -2 Lo Ly + Ly
0 -1 0|—-4 -1 3 Los Lo — I
0 0 12 1 =2 2 2
1 00]-1 0 1
0104 1 -3 LiH[“ELQ
0012 1 -2 2 & —in
-1 0 1
doncP'=|4 1 =3
( 2 1 =2



Exemples d’applications

Exercice 8
Uy = 2
On consideére la suite u définie par : Zl i 1 1
g = —
Vn eN, Upiz=2Upio+ Upi1 — 2uy,
2 1 =2 1 1 4
On définit les matrices A et P suivantes: A=11 0 0 et P=|1 —1 2
01 O 1 1 1
1. Montrer que P est inversible et calculer P~}
On utilise la méthode des « inconnues invisibles »
1 1 41 0 0 1 1 4 1 00
1 -1 2|01 010 -2 -2/-110 Lo+ Ly — L4
1 1 1]0 0 1 0 0 —-3|—-1 01 Ls <+ Ly — 14

Nota bene : on sait déja a ce stade que P est inversible car elle a été réduite en une matrice
triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont tous non nuls.
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001 0 —= L3+ —=1L3 0 01 - 0 —=
3 3 3 4 3 3
11411 0 0 _Z =
s 010 — = sl 010 111
6 2 3 6 2 3
1 1
001z 0 —= - _Z
3 3 0 01 5 0 5
1 1 1 4 1 1 1
oo 36 2 3 3 | el Lo 2 2 1
<1010 - —— — <1010~ — =<
6 2 3 6 2 3
0 01 L 0 L 0 01 L 0 L
3 3 3 3
1 1
|
2 2
-1 . . . N -1 1 1 1
donc P est inversible (on le savait déja) et P~ = i 3 3
1 0 1
3 3

2. On pose D = P"'AP
a. Calculer D

On s’attend a trouver une matrice diagonale, dans un premier temps on calcule AP :

2 1 —2 1 1 4 1 —1 8
AP=1[1 0 0 1 -1 2 =11 1 4
01 0 1 1 1 1 —1 2
111
12211 1 -1 8 1 0 0
donc P7'AP=| = —Z = 1 1 4)=10 =1 0] =D
2031 \1 -1 2 0 0 2
_0__
3 3

b. Donner D" pour tout n € N



Par propriété sur les matrices diagonales,

1" 0 0 1 0 0
D=0 (=1)" o|=1[0 (=1)" 0
o o 2 o 0 2"

Pour n € N, on définit I'assertion P(n): D" = P~'A"P

Initialisation : P(0) est vraie <& D* = P'A'P & [ = P '[P =P 'P =13

donc P(0) est vraie

Hérédité : soit n € N, supposons P(n) vraie
donc par hypothése D" = P~1A"P

donc A" = A" x A= P 'A"PP'AP = P'A"[;AP = PT'A"AP = PT'A™TP

donc P(n + 1) est vraie et donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie.
Et en inversant la formule PD"P~! = PP7'A"PP~1 = [3AI; = A on en déduit A® = PD"P~!
alors grace a la question précédente, on peut expliciter A" :

1 1
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1 1 4\ /1 0 0 12 211 1 (=)™ 4x2"
Ar=11 -1 2| |0 (=" o =2 =1 (=1 2x2"
11 1)\o o 2o/ ¢ 2 3 1 (-1 on
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3 3
1 1 ] L (=1 ont2 (=)™
1 (=1~ 2nt2 2 2 2 6 2 2
1 (_1)n+1 gn+1 1 _1 1 _ _1 n (_1)n+1 on+l1 1 n (=)™
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Un4-2
4. Pour n € N, on pose X,, = | Uni1
Unp,
a. Vérifier que pour tout n € N, X,,,; = AX,
2 1 =2 Upy2 2Upq2 + Upg1 — 2uy,
AXn = 1 0 0 Un+1 = Up+2
01 O Up, Up 1
or par définition de la suite (up)nen, Unis = 2Upio + Upi1 — 2uy,
Un+3
donc AX,, = | ups2 | ie. AX,, = X1
Un+1
b. En déduire, pour n € N, une expression de X,, en fonction de A" et X
Pour n € N, on définit 'assertion Q(n) : X,, = A" X,
Initiation : Q(0) est vraie < Xy = A’ X, < Xy = I3X, donc Q(0) est vraie
Hérédité : soit n € N, supposons que Q(n) est vraie
d’aprés la question précédente X, = AX,
or, par hypothése de récurrence, X,, = A" X,
donc X, 11 = AA" X, = A" X, c’est-a-dire que Q(n + 1) est vraie
donc par théoréme de récurrence, ¥n € N, Q(n) est vraie.
c. Déterminer, pour n € N, I’expression de u,, en fonction de n

D’aprés la question précédente, X, = A" X,

U9 —1
or par définition, Xog = [u; | = | 1
Ug 2

3. Montrer que pour n € N, D" = P71 A" P, en déduire, pour n € N, les coefficients de A™
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1 N (_1)n on+2 1 (_1)n m (_l)n — ont2
Upro 2 6 2 2 3 -1
d " 1 (=1t 2ntt 1 (=) (—pmt—2n | [
onc X, = [Upt1 | = | == + + S 1+
u 6 3 2 2 3 9
" (=1 N 2" 1 (=1 14 (=)™ —2"
6 3 2 2 3

la derniére ligne de A" suffit pour déterminer u,, on trouve

“":_(—%Jr%ﬂL%n)Jr%—#ﬂ(uw%)
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