ECG 1 - mathématiques appliquées Devoir en temps libre n°10 Pour le 28 avril 2025

Corrigé total sur 9 points
Exercice 1 4 points
1. Résoudre le systéme suivant : 1,5 points
2v4+3y+z2z=4 —r4+y+2:=3 L1+ Lo —r+y+2z2=3
—r+y+22=3 = 20+ 3y+z2=4 L+ Ly, <= 5y + 5z =10 — Lo+ 21,4
Tr 43y — 5z =2 Tr+ 3y —Hz =2 10y +92=23 <+ L3+ 7L,
(
—r4+y+2z2=3 —r+y+2z2=3
1
10y 4+ 9z = 23 —z=3 < L3 —10L,
\
T=y+22-3 r=5-6-3=-4 Nota bene : on peut utiliser indiffé-
- y=2—z=5 < y=2>5 remment la méthode des inconnues
invisibles ici.
z=-3 z=-3

\
donc le systéme admet pour unique solution : (—4,5, —3)

1 1 4
2. Inverser la matrice P= |1 —1 2 2,5 points
1 1 1
On peut cette fois utiliser la méthode des « inconnues invisibles » :
1 1 4|1 00 1 1 4171 00
1 -1 2|01 0]<=<]0 -2 =2|-110 — Lo — L4
1 1 1|0 0 1 0 0 —-3(—-1 0 1 — L3 — 1,

A ce stade, on peut déja dire que P est inversible car elle a été réduite en une matrice triangulaire
supérieure dont les coefficients diagonaux sont non nuls.

1 4
1 1 411 0 0 L1 0)=5 0 5 | « L —4Ls
1 2
<10 -2 -21-11 0 <1 0 -2 0 —3 1 3 — Lo+ 203
1 1 1
- _Z _Z 1 1
00 1]3 0 -3 /) -3 0 0 1| = 0 —=
3 3
110 L 0 1 100 L1 1
3 3 2 2 il
<1 010 ! L1 Ly <1 010 ! L1
6 2 3 | T 2™ 6 2 3
0 01 L 0 L 0 0 1 L 0 L
3 13 1 3 3
=1
2 2
on trouve donc P~ = é —% % (ce que l'on peut vérifier en calculant PP~1)
1 1
-0 =
3 3



Exercice 2 5 points

On effectue une succession de tirages avec remise d’'une boule dans une urne. L’urne contient deux
boules numérotées 1 et 2

Soit X5 la variable aléatoire égale au numéro du tirage ou pour la premiére fois, les deux boules ont
été obtenues au moins une fois.

1. Déterminer la loi de X, 2 points
L’événement ne peut se réaliser au premier tirage mais pour n’importe quel tirage a partir du
deuxiéme, donc X3(Q) = [2; +o0]
de plus en notant pour k € N*, A : «la boule 1 a ét¢ piochée au k*™e tirage » et By, : « la boule
2 a été piochée au k™ tirage »,

n—1 n—1
alors pour n € Nyn > 2, [X =n| = ((ﬂ Ak> ﬂBn> U ((ﬂ Bk> ﬂAn>
k=1 k=1

il y a deux fagons de réaliser ’événement [X = n], soit de tirer la boule 1 au n — 1 premiers
tirages puis la boule 2 au n®™°, soit 'inverse.

n—1 n—1
Comme les événements sont incompatibles P(X =n) = P ((ﬂ Ak> N Bn> +P ((ﬂ Bk> N An>

k=1 k=1
donc par indépendance mutuelle des tirages, P (X (H P(Ag) ) B,)+ (H P(By) | P(Ay)

1
or Vk € N*,P<Ak) = P(Bk) = —

2
1 n—1 1 1 n—1 1 1 n 1 n 1 n 1 n—1
mero=n=(3) g (5) 3-() +(6) 2+ () - ()
2. Montrer que X5 admet une espérance et une variance et les déterminer. 3 points

Par définition, X, admet une espérance si la série ZnP(X = n) converge (absolument)
n=2

n n 1 k-1 n 1 k—1
or pour n € N, Z kP(X =k) = Z k (5) = Z k <§) — 1 (relation de Chasles)
k=2 k=1

k=2
k-1

or E k (5) est une somme partielle d’une série géométrique dérivée convergente car

1
-1 <1
2 ’
+o00 1 k—1 1
donc X5 admet une espérance, de plus Z k <§) = (7 =4
1
k=1

k—1
donc F(X5) = Zk() —1=3

De méme, par définition et propriété, X, admet une variance si la série E n?P(X = n) converge
n=2

n 1 k—1 n 1 kflzz 1 n 1 k—2 n 1 k—1
= k(k—1)( = k= == E(k—1) | = k=
Lun(3) 2k(s) =admen(s) ()
or la premiére somme est une somme partielle d'une série géométrique dérivée seconde conver-

400 1 k—2 9
<1etdeplus2k3(k:—1)(§> - ——— =1
K=2 (1-3)

et la seconde somme a été vue plus haut, donc X, admet une variance,

k—1 1+oo 1 k—2 k—1 1
de plus E(X2) = ZkQ( ) :§Zk(k—1) (5) +Zk:( ) =5 x16+3=11
k=2

donc d’aprés la formule de Keenig-Huygens, V (X,) = E(X3) — B(X,)? =11 — 3% =2

gente car




