ECG 1 - maths appli. - Lycée La Pérouse - Kerichen Mathématiques

DS n°6 - 3 mai 2025

Visez la qualité : 0+0+4+0+4+0<0,5
Bon devoir!

Exercice 1 - quelques systémes pour s’échauffer

1. Sans chercher a le résoudre, préciser de quelle nature est ’ensemble des solutions du systéme

I4+y—2z = 0
(51) :
—br—2y+1lz = 0
2. Résoudre le systéme
r—y+z =1
(52)! 20 +y—2z = 2
r—2y+32z = 0
0O 1 0
3. Lamatrice M = | -1 2 0 est-elle inversible ? Si oui, déterminer sa matrice inverse.
1 0 -1

Exercice 2

On considére deux variables aléatoires X et Y, indépendantes et suivant la méme loi donnée par :

On a donc également :

1 1 1

P X=0)=-P(X=1)=- P(X=2)==
(=0 =t pax—n-tepax-z-]
Py =0)= 2 Py =1)= 2 et P(Y = 2) =
IS 4 ST T2

On pose S=X +Y et T = XY et on admet que S et T sont des variables aléatoires.

1.

a.

b.

C.

25
. En déduire que ’espérance de T est égale & —

Déterminer ’ensemble des valeurs prises par S, puis déterminer la loi de S
5
En déduire que ’espérance de S est égale & 3

Retrouver ce résultat en utilisant la relation qui définit S

Déterminer I’ensemble des valeurs prises par T

. Vérifier que P(T =0) = 1, puis déterminer la loi de T'

16

16

Sans calculatrice



Exercice 3

On considére la fonction f définie sur ]0; +oo] par :

YV €]0; 4o00], f(z)=

o
5 S

On rappelle que 2 < e < 3
1. Montrer que la fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0
2. a. Montrer que f est dérivable sur ]0; +o0[ et que, pour tout réel = de ]0; +o0] :

(z—1)

1) =

f(x)

b. Dresser le tableau de variations de f et déterminer les limites suivantes : lim f(x) et lim f(x)
x—0 r—+00

c. Tracer I'allure de la courbe représentative de f
d. Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, I’équation f(z) = n, d’inconnue z dans ]0; +o0o[, posséde
exactement deux solutions u,, et v,, avec :
0<u,<1<wv,

3. a. Montrer que la suite (vy)n>2 est croissante.
b. Montrer par 'absurde que la suite (vy,)n>2 tend vers +oo quand n tend vers 400
4. a. Montrer que la suite (uy,),>2 est décroissante.

b. En déduire que la suite (u,)n>2 converge.
5. Dans les questions qui suivent, on note ¢ la limite de la suite (uy)n>2
a. Montrer par I’absurde que ¢ =0

b. En déduire que lim n?u, =1
n——+o0o

6. a. Montrer que Vn > 2, u, < —
n
e 1
b. Montrer que — converge (on rappelle que — conwverge).
que Y _ — converge (on rappelle que Y — ge)

nz2 nz1

c. En déduire la nature de la série Z Up,
n>2
7. Soient n un entier supérieur ou égal & 2 et ¢ un réel strictement positif.

On cherche & déterminer une valeur approchée de u,, avec une marge d’erreur inférieure ou égale & &

On rappelle pour cela le principe de ’algorithme de dichotomie

e On initialise deux variables a et b en leur affectant respectivement les valeurs 0 et 1

e Tant que b — a > €, on répéte les opérations suivantes.
On considére le milieu ¢ du segment [a, b]. Par monotonie de f sur ]0, 1], en distinguant les cas f(c) < net f(c) > n,
on peut déterminer si u,, appartient & I'intervalle [a, ¢] ou & 'intervalle [c, b]
Selon le cas, on met alors & jour la valeur de a ou de b pour se restreindre au sous-intervalle approprié.

b . .
, qui constitue une valeur approchée de u,, a € prés.

. a+
e On renvoie finalement la valeur

a. Recopier et compléter la fonction en langage Python ci- import numpy as np
contre, prenant en entrée un entier n supérieur ou égal a

2 et un réel strictement positif eps, et renvoyant une va- def approx_u(n, eps):

a =20
leur approchée de u,, & eps prés en appliquant I’algorithme b = 1
décrit ci-dessus. while

c = (at+b)/2
if np.exp(c/2)/np.sqrt(c) < n:

return (a+b)/2

b. Ecrire une fonction en langage Python, nommée sp, prenant en entrée un entier N supérieur ou égal a4 2 et un réel
N

strictement positif eps et renvoyant une valeur approchée de la somme Z Uy & eps preés.

n=2
On pourra faire appel a la fonction approz_u définie a la question précédente.



Probléme 1

Les parties peuvent étre traitées de maniére indépendante en admettant des résultats de la partie 1 pour faire la partie 2.

Partie 1 : étude d’une variable aléatoire

Les sommets d’un carré sont numérotés 1,2, 3 et 4 de telle facon que les cotés du carré relient le sommet 1 au sommet 2, le

sommet 2 au sommet 3, le sommet 3 au sommet 4 et le sommet 4 au sommet 1

Un mobile se déplace aléatoirement sur les sommets de ce carré selon le protocole suivant :

e au départ, c’est a dire & l'instant 0, le mobile est sur le sommet 1;

e lorsque le mobile est & un instant donné sur un sommet, il se déplace & 'instant suivant sur l’'un quelconque des trois
autres sommets, et ceci de fagon équiprobable.

Pour tout n € N, on note X,, la variable aléatoire égale au numéro du sommet sur lequel se situe le mobile & I’instant n.

D’apreés le premier des deux points précédents, on a donc Xg =1

1. Reconnaitre la loi de X7, ainsi que I'espérance de la variable X;
Avec Python, écrire un programme qui permet de simuler 1000 réalisations de X; et qui représente les fréquences
d’apparition de chacune des valeurs obtenues & 1’aide d’un diagramme en batons.

On admet pour la suite que la loi de X5 est donnée par :

2. Pour tout entier n supérieur ou égal & 2, donner, en justifiant, I’ensemble des valeurs prises par X,
3. a. Utiliser la formule des probabilités totales pour établir que :

¥n > 2, P(Xuin = 1) = £ (P(Xo = 2) + P(X, = ) + P(X, = 4)

b. Vérifier que cette relation reste valable pour n =0et n =1

c. Justifier que :
VneNP(X,=1)+P(X,=2)+P(X,=3)+P(X,=4) =1

1 1
En déduire légalité : Vn e N, P(Xp41 = 1) = —gP(Xn =1)+ 3

d. Etablir alors que : Vn € N, P(X,, =1) = i + Z (%)n
4. a. En procédant de la méme facon qu’a la question précédente, montrer que ’on a :
Vn € N, P(Xps1 = 2) = %(P(Xn 1)+ P(X, = 3) + P(X, = 4))
b. En déduire une relation entre P(X,+1 = 2) et P(X,, =2)
c. Montrer enfin que : Vn € N, P(X,, =2) = i B % <%>n
On admet que l'on a également : Vn € N, P(X,, =3) = P(X,,=4) = i — % (%)n

5. Déterminer, pour tout entier naturel n, espérance E(X,,) de la variable aléatoire X,

6. Calculer les limites de P(X,, = 1), P(X,, = 2), P(X,, = 3), P(X,, = 4) et F(X,,), quand n tend vers 400, et interpréter
les résultats.

Partie 2 : calcul des puissances d’une matrice A

P(X, =1) 01 1 1

P(X, =2) 1101 1
Pour tout n de N, on pose : U, = et A= -

P(X, =3) 3111 0 1

P(X,=4) 1110

1. a. Montrer (grace & certains résultats de la partie 1) que : Vn € N,U,,41 = AU,
Puis montrer que : Vn € N,U,, = A"Uy

b. En déduire la premiére colonne de A™

2. Expliquer comment choisir la position du mobile au départ pour trouver les trois autres colonnes de la matrice A™,
puis écrire ces trois colonnes.



Partie 3 : une deuxiéme méthode de calcul des puissances de A

1 0 0 0 1 1 1 1

0 1 00O 1 1 1
On considére les matrices I et J suivantes : I = et J =

0 01 0 1 1 1 1

0 0 0 1 11 1 1

1. Déterminer les réels a et b tels que A = al + bJ
2. a. Calculer J? puis établir que : Vk € N*, JF = 4k=1J

n
. n _ .
b. En admettant que la formule du bindme de Newton (M + N)" = Z (k:) M FN* est valable lorsque les matrices
k=0
M et N commutent, en déduire, pour tout entier n non nul, 'expression de A” comme combinaison linéaire de [
et J

c. Vérifier que 'expression trouvée reste valable pour n = 0

Partie 4 : une troisiéme méthode de calcul des puissances de A

-1 1 0 1
Soit, P la matrice définie par : P =

0o -1 1 1

0 0 -1 1

Montrer que P est inversible et déterminer P~*
Déterminer la matrice D telle que D = P~1AP
Montrer que A = PDP~!

Montrer que pour tout nombre entier naturel n, on a : A" = PD"P~}

OU i W N =

Retrouver pour tout nombre entier naturel n ’expression de A™



