ECG 1 - maths appli. - Lycée La Pérouse - Kerichen Mathématiques DS n°6 - 3 mai 2025

Corrigé Total sur 67 points
Exercice 1 - quelques systémes pour s’échauffer 4 points
1. Sans chercher a le résoudre, préciser de quelle nature est ’ensemble des solutions du systéme 0,5 point

Il s’agit d’un systéme non carré, donc il admet soit une infinité de solutions, soit

Yr+y—2z = 0 aucune solution.

(S1) : Par ailleurs, c’est un systéme homogene, donc (0,0, 0) est solution du systéme qui
—dr—2y+1lz = 0 admet donc au moins une solution.
De fait ce systéme admet une infinité de solutions.
r—y+z =1
2. Résoudre le systéme (S2) : wHy—2z = 2 1,5 points
r—2y+3z = 0
On utilise la méthode des « inconnues invisibles »
1 -1 1 |1 1 -1 1 1 1 -1 1 1
(S2)= |2 1 1|2 |=|0 3 =3|0 Ly« Ly—2Ly <[ 0 1 -1|0 Ly %Lg
1 -2 310 0o -1 2 |-1 Ls <« L3 — 1Ly 0o -1 2 |-1
1 -1 1 1 r—y+z = 1 r = 1+y—=z z = 1
(S2)& | 0 1 —-1]0 & y—2z = 0 ©1 y = z Sqy = -1
0 O 1 | -1 L3+ L3+ Lo z = -1 z = -1 z = -1

donc (S2) admet (1; —1; —1) pour unique solution.

0 1 0
3. Lamatrice M = | —1 2 (0 | est-elle inversible? Si oui, déterminer sa matrice inverse. 2 points
1 0 -1
On utilise 1la méthode des « inconnues invisibles »
0 1 0|1 00 1 0 —-1]0 0 1 Ly < Ls 1 0 —-1{0 0 1
-1 2 0|01 0 ]|«=] -1 2 01]0 10 <0 2 —-1]0 1 1 L1+ L1+ Lo
1 0 —-1]0 0 1 0 1 0|1 00 Ly + L3 01 0|1 0O
1 0 —-1]0 0 1 10 =110 01
<101 0|1 00 Ly Ly < 0 1 0 1 00
0 2 —-1]0 1 1 Lo <> Lg 00 —-1}-2 11 Ls <+ L3 —2Lo

A ce stade, nous avons déja démontré que la matrice M est inversible car elle a été réduite en une matrice triangulaire
supérieure dont les coefficients diagonaux sont tous non nuls.

10 -1/0 O 1 10 —-1]2 -1 0 Ly« L+ Ls
<101 0|1 O 0 <101 0|1 O 0
00 112 -1 -1 L3 < —Ls 00 11]2 -1 -1
2 -1 0

doncM~'=11 o 0

2 -1 -1
Option 2 : en fait 'inversion du systéme est plus simple ici car on peut raisonner uniquement par substitution :
y = y = o y = a r = 22—y
—z+2y = y g = 2y—y Sz = 22—y Sq y = 2
r—z = 2 z = z—2 z = 20—y -2 z = 22—y -2



Exercice 2
On considére deux variables aléatoires X et Y, indépendantes et suivant la méme loi donnée par :
1 1
P(X:O):Z,P(le):ZetP(X:Q):—

1 1 1
On a donc également : PY =0)= Z’P(Y =1)= 1 et P(Y =2) = 3

On pose S=X +Y et T = XY et on admet que S et T sont des variables aléatoires.
1. a. Déterminer ’ensemble des valeurs prises par S, puis déterminer la loi de S
S(Q)=[0,4] car0 < X <2et 0<Y <2donc0< X +Y <4ie. 0<5<4

8 points

2,5 points

et toutes les valeurs intermédiaires sont atteintes car [X =0|N[Y =0]=S5=0,X=1NY =0=5=1,[X =

AN =0]=S=2[X=2N[Y =1] =S =3et [X=2]N]Y =2] = S =4

1
PS=0)=P([X=0Nn[Y=0)=P(X=0)xPY =0)= 6 P indépendance des variables X et Y

PS=1)=P(([X=0Nn[Y =1))U([X =1]N[Y =0])) et incompatib. de [X =0]N[Y =1]et [X =1]N[Y = 0]
1 1 1
=P(X = Y =1 1 Y = -
(X =0)x P(Y = 1)+ P(X = 1) x P(Y =0) = = + = = =
P(S=2)=P([X=0Nn[Y =2))U(X =2]Nn[Y =0)U([X =1]N[Y =1]) L1 s
=P(X = Y=2)+P(X = Y =0 PY=1))=-+4-+—=—
(X =0)x P(Y =2)+ P(X =2) x P(Y =0) + P(X = ) x P(Y = 1) = ¢+ 5 + 0= = =
PE=3)=P((X=1)Nn¥ =2)Ju[(X =2)Nn(Y =1)]) L
=PX=1)xPY =2)+P(X=2)xPY 1):§+§:Z
1
PS=4)=P(X=2)n(Y=2))=P(X=2)xPY 2):1
i 0 1 2 3 4
En résumé :
P(S=14)|1/16 | 1/8 | 5/16 | 1/4 | 1/4
s ) ) ) :
b. En déduire que ’espérance de S est égale & — 1 point
S est une variable finie donc elle admet une espérance et
5 11 5 3 20 5
P__—1—2— Tyget o 3,205
Zkz k 0><16+ ><8+ ><16+3><4+ ><4 8+8+4+ 3 5
c. Retrouver ce résultat en utilisant la relation qui définit S 1 point
On sait aussi que S = X +Y donc par linéarité E(S) = E(X) + E(Y)
1 1 1 5 5 5
OrE(X)_E(Y)_OXZ+1XZ+2XQ_ZdonCE(S)_QXZ_Q
2. a. Déterminer ’ensemble des valeurs prises par T’ 0,5 point
T(2)=10,1,2,4}car0 < X <2et 0<Y <2donc0< XY <4ie. 0T <4
et les valeurs {0,1,2,4} sont atteintes car [X =0]N[Y =0]=T =0, X =1Nn[Y =1]=T=1,[X =2|n[Y =
1]=T=2et [X =2]N[Y =2] = T = 4 mais 3 ne peut pas étre atteint.
7
b. Vérifier que P(T =0) = 16 puis déterminer la loi de T' 2 points
[T =0] =[X =0]U[Y = 0], mais attention, ici, les événements ne sont pas incompatibles!
11 1
PT=0=PX=0+PY =0)-P([X=0Nn[Y =0]) = 4+171_6 176 (X et Y sont toujours indépendantes)
1
P(T:1):P([X:1]0[Y:1]):P(X:1)xP(Yzl):1—6
P(Tr=2)=P([X=1n[Y =2)U(X =2]n[Y =1])) o
_P(le)xP(Y:2)+P(X:2)xP(Y:1)=§+§ZZ
1
P(T:4):P([X:Q]ﬂ[Y:Q]):P(X:Q)xP(Y:Q):Z

En résumé :




25
c. En déduire que ’espérance de T est égale & — 1 point

16
T est une variable finie donc elle admet une espérance et
E(T)=0 Toixtqoxtyg ot b1 8,160 2%
TV T e Tt T 1T 16 2T T 16716 16 16
Exercice 3 20 points

On considére la fonction f définie sur ]0; +oo] par : Vz €]0; +00], flx)=

)
5l

On rappelle que 2 < e < 3

1. Montrer que la fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0 1 point
-0 1 1
On étudie la limite du taux d’accroissement : lim L\/— = lim @ = lim —= = 400 par opération (« — »)
z—0t x—0 z—=0t T =0t /T 0+
P . 1 ($ — 1) .
a. Montrer que f est dérivable sur ]0; +00[ et que, pour tout réel = de ]0;4o00[ : f'(z) = Tf(:v) 2 points
x

2.

. Tracer 'allure de la courbe représentative de f 1 point 1

La fonction o — /x est dérivable sur ]0, +-oc[ donc par composition puis quotient, f est dérivable sur ]0, +oo[. De
plus, f est de la forme 2 avec u(z) = e et v(z) = V&
v

1 e 1 u'v — uv'
de fait v/ (z) = =e? et v'(x) = et fl=——
u'(x) 5¢ v (2) NG f 2

1.z e% 1xe% e% x 1 e%

=e2 \/E — = — L _ L) &2 rx—1 % o 1
dochz>0,f/(:c):2 Ve 2 Vw 2\/5:(2 2)\/57_TX€_:50 f(:c)

x x x T NS 2
. Dresser le tableau de variations de f et déterminer les limites suivantes : lin% f(z) et liIJlra f(z) 1,5 points
xTr— Tr—r+00

(99
(SIE]

Pour z > 0, f(z) =

donc lim f(z) = 400 par croissance comparée.
Tr——+00

8
=

z
2

1
En 0, 0n a lim e? = 1, et lim vz = 0" donc, par opération, lim f(z) = +oo (« — »)
x—0 x—0 0+

z—0
z

f(z) donc f'(z) est du signe de z — 1 car f(x)i et  sont strictement positifs sur ]0, +-o00],

NG

—e2 = Ve on en déduit les tableaux de signes et de variations :

T —

Vo >0, f'(x) =

W= ')

€

de plus f(1) =
1 400 Y /
r—1 - 0 + 4

f/(.%') - 0 + %f
3 /
/

TS

+00 —+00

f \\/g/ i '/

On représente la fonction a Paide du tableau de variations : f(1) (sachant

que2<e<3<4é\/§<\/E<\/§<2),dep1uslatangenteest 0
horizontale en ce point et enfin les limites.

0 1 2 3 4 z

Nota bene : la courbe donne plusieurs clés pour la suite de ’exercice. On voit bien que pour tout entier supérieur
ou égal a deux, il existe deux antécédents (un sur [0,1] et un sur [1,+o0[) et que plus l’entier augmente, plus
Pantécédent sur [0, 1] se rapproche de 0, et, a contrario, I’antécédent sur [1, +oo[ se rapproche de +o00

. Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, I’équation f(z) = n, d’inconnue z dans ]0; +o00[, posséde

exactement deux solutions u,, et v,, avec : 0 < u,, < 1 < v, 2 points

1l s’agit bien str d’appliquer le théoréme de bijection deux fois. Commencons par observer que,
comme 2 < e < 3 < 4, on a /e < V4 =2 et donc, pour tout entier n > 2,n e=]\/e, +o0[
comme f est continue et strictement décroissante sur |0, 1[, d’aprés le théoréme de bijection, elle réalise une

bijection de ]0, 1] sur }i% f(x), f(1)| =]Ve, +oo|

en particulier, pour n > 2 alors n €]y/e, +oo[ et donc n admet un unique antécédent par f dans ]0, 1], noté u,,



de méme, sur |1, +oo[, f est continue et strictement croissante et réalise donc une bijection de cet intervalle sur
f(1), lin% f(x) [ =]V/e, +o0o[ et n admet alors un unique antécédent par f sur |1, +oc[ noté v,
Tr—

finalement, I’équation f(z) = n admet bien exactement deux solutions u,, et v, telles que 0 < u, <1 < vy,

3. a. Montrer que la suite (vy)n,>2 est croissante. 1,5 points

Toujours avec le théoréme de bijection, en notant g la restriction de f a ]1,4o00[ et dont I’ensemble d’arrivée est
]Ve, , +ool, alors comme vu plus haut, g est bijective et strictement

de plus par définition g(v,) = f(vn) =n et g(vny1) = f(vns1) =n+ 1 done g(v,) < g(vn41)

et par propriété sur la réciproque g~ ' est strictement croissante donc ¢! (g(vn))) < ¢ (g(vng1)) ie. vy < Vpi1
donc (vp)n>2 est (strictement) croissante.

b. Montrer par ’absurde que la suite (v,)n>2 tend vers +o0o quand n tend vers 400 1,5 points

Supposons que (v,) soit majorée, alors comme elle est croissante, d’aprés le théoréme de convergence monotone
elle converge et on note ¢ sa limite
de plus Vn > 2,v,, > 1 donc par passage a la limite dans I'inégalité ¢ > 1
mais alors, comme f(v,) = n, on a d’une part v, — ¢ = hIJIrl f(vn) = f(€) car f est continue
n—-+0oo
et d’autre part lim n = +o00 ce qui est contradictoire, donc (v, ) n’est pas majorée et étant toujours croissante,

n—-+oo
d’aprés le théoréme de la limite monotone, elle diverge vers +oo

4. a. Montrer que la suite (uy,),>2 est décroissante. 1 point

On raisonne de maniére complétement analogue a la question 3.a., avec h la restriction de f & )0, 1[ dont ’ensemble
d’arrivée est ]y/e, +o0|, alors est h bijective et strictement décroissante et h(un1) = n+ 1 < n = h(u,) donc
R (h(upy1)) > b (h(uy)) ie. tni1 > uy, et la suite (u,)n>2 est bien décroissante.

b. En déduire que la suite (u,)n>2 converge. 0,5 point
(Un)n>2 est minorée (par 0 par exemple) et décroissante donc d’aprés le théoréme de la limite monotone, (uy)n>2
converge.

5. Dans les questions qui suivent, on note £ la limite de la suite (up)n>2
a. Montrer par I’absurde que ¢ =0 1,5 points

En notant ¢ la limite de (uy,)n>2, supposons que ¢ # 0
alors comme précédemment, comme Vn > 2, u,, € [0,1] alors ¢ € [0, 1] par passage a la limite dans I'inégalité
de plus si £ # 0 alors £ > 0 et donc ¢ € Iy
donc par continuité de f, f(u,) — f(£)
orVn = 2, f(un) =n donc lim f(u,) =+occ car lim n = +o0
n—-+o0o n—-+oo

d’out la contradiction, donc w,, — 0

b. En déduire que lim n’u, =1 1 point
n——+oo
2
L, o s Un Un 2
Par définition de u,, f(u,) =n et donc e = J/u,n = (e 2 ) = (Vunn)” = e =n?u,
comme u, — 0, par continuité de ’exponentielle, on a e“* — 1 et de fait lirf nu, =1
n—-+0oo
e .
6. a. Montrer que Vn > 2,u, < —; 1 point
n
Unp
Grace a la méme relation : e*" = n?u,, on peut écrire pour n > 2,u, = —
n
or Vn > 2,u, < 1 donc en composant par I’exponentielle qui est croissante, on trouver e%» < el i.e. e < 1
Un 1
et donc F < F 1.€. Unp < F
e 1 .
b. Montrer que Z 2 converge (on rappelle que Z o converge). 1 point
n>=2 n>1

e 1 L . . 1 e e
E =e E — donc par opérations sur les séries si g — converge alors g — converge et donc E —
n? n? n? n?

n?
n>=2 n>2 n>1 n>1 n>=2
—+o0 “+o0
e 1
converge (de plus E — =e g —)
n n
n=2 n=2



c. En déduire la nature de la série Z Up, 1 point
n>=2

Z U, et Z % sont des séries a termes positifs (Vn > 2, u,, > 0et Z % converge d’aprés la question précédente,
nz2 n=2 n n=2 n
donc Z uy, d’apres le théoréme de comparaison sur les séries a termes positifs
n>2
7. Soient n un entier supérieur ou égal & 2 et ¢ un réel strictement positif.

On cherche & déterminer une valeur approchée de u,, avec une marge d’erreur inférieure ou égale a &

On rappelle pour cela le principe de I’algorithme de dichotomie

e On initialise deux variables a et b en leur affectant respectivement les valeurs 0 et 1

e Tant que b — a > €, on répéte les opérations suivantes.
On considére le milieu ¢ du segment [a, b]. Par monotonie de f sur ]0, 1], en distinguant les cas f(c) < net f(c) > n,
on peut déterminer si u,, appartient a 'intervalle [a, ¢] ou & l'intervalle [c, b]
Selon le cas, on met alors & jour la valeur de a ou de b pour se restreindre au sous-intervalle approprié.

. a . . ) N N
e On renvoie finalement la valeur , qui constitue une valeur approchée de u,, a € preés.

a. Recopier et compléter la fonction en langage Python ci-

) . 2 B R import numpy as np
contre, prenant en entrée un entier n supérieur ou égal a 2

et un réel strictement positif eps, et renvoyant une valeur def approx_u(m, eps):
approchée de u,, a eps prés en appliquant ’algorithme dé- a - ;’
crit ci-dessus. 1 point Eh;1e

¢ = (a+b)/2
if np.exp(c/2)/np.sqrt(c) < n:

return (a+b)/2

Le sujet nous rappelle comment fonctionne 'algorithme de recherche d’une solution par dichotomie. On divise
donc l'intervalle de recherche en 2 et poursuivant la recherche a gauche ou a droite, selon que f(c) > n ou non,
tant que la taille de 'intervalle (b — a) est supérieure & la précision voulue pour I’estimation. Si f(c¢) < n, comme
f est strictement décroissante sur |0, 1] ou se trouve u,,, c’est que notre solution est dans la moitié de gauche. Ceci
donne le programme suivant

import numpy as np
def approx_u(n, eps)
a=0
b=1
while (b-a) > eps
c=(a+b)/2 # milieu de 1l’intervalle
if np.exp(c/2)/np.sqrt(c) < n : # si f(c) < n
b=c # alors on cherche & gauche
else
a=c # sinon on cherche a droite
return (a+b)/2

b. Ecrire une fonction en langage Python, nommée sp, prenant en entrée un entier N supérieur ou égal a4 2 et un réel
N

strictement positif eps et renvoyant une valeur approchée de la somme Z Uy & eps pres.
n=2
On pourra faire appel a la fonction approz_u définie a la question précédente. 1,5 points
Le programme de la question précédente permet de calculer u,, pour tout n, avec la précision souhaitée. Une boucle
for permet facilement de calculer la somme des u,,. Comme erreur est cumulée N — 1 fois (somme de 2 4 n, il y a
donc N —1 termes), il suffit de choisir une erreur de eps/(N —1) pour que I'imprécision cumulée soit de eps au plus.
def sp(eps, N):
s=approx_u (2, eps/(N-1))
for k in range (3, N+1)

s=s+approx_u(k, eps/(N-1))
return s

# option 2 : avec une liste

def sp(eps, N):
return sum([approx_u(k, eps/(N-1)) for k in range(2, N
+1) 1)



Probléme 1 35 points

Les parties peuvent étre traitées de maniére indépendante en admettant des résultats de la partie 1 pour faire la partie 2.

Partie 1 : étude d’une variable aléatoire

15,5 points
Les sommets d’un carré sont numérotés 1,2, 3 et 4 de telle facon que les cotés du carré relient le sommet 1 au sommet 2, le
sommet 2 au sommet 3, le sommet 3 au sommet 4 et le sommet 4 au sommet 1
Un mobile se déplace aléatoirement sur les sommets de ce carré selon le protocole suivant :
e au départ, c’est a dire & l'instant 0, le mobile est sur le sommet 1;
e lorsque le mobile est & un instant donné sur un sommet, il se déplace a I'instant suivant sur I'un quelconque des trois

autres sommets, et ceci de fagon équiprobable.

Pour tout n € N, on note X,, la variable aléatoire égale au numéro du sommet sur lequel se situe le mobile & I’instant n.
D’apres le premier des deux points précédents, on a donc Xg =1

1. Reconnaitre la loi de X, ainsi que ’espérance de la variable X3 2,5 points
Avec Python, écrire un programme qui permet de simuler 1000 réalisations de X; et qui représente les fréquences
d’apparition de chacune des valeurs obtenues & 1’aide d’un diagramme en batons.

Comme le mobile ne reste pas sur le méme sommet, & ’instant 1 il va se trouver sur un des sommets 2,3 ou 4 et ce de

maniére équiprobable. Donc X7 < % (2;4), i.e. X; suit la loi uniforme sur lintervalle d’entier [2;4]

1 244
(donc X1(Q2) = [2;4] et Vk € [2;4], P(X1 = k) = 3 et) par propriété du cours F(X;) = % =3

import numpy.random as rd

Avec Python, on simule cela avec la commande randint de la librairie import matplotlib.pyplot as plt
X_1=rd.randint (2,5,1000)

numpy . random (attention, dans la commande, le deuxiéme entier est ex- yonp. zeros (3)

clu). On crée ensuite un compteur comportant 3 colonnes et on parcourt for i in range (0,1000)
toutes la liste pour compter le nombre d’apparition de chaque valeur a=x[i]

(attention un 2 est compté dans la colonne 0, un 3 dans la 1 et un 4 yla-2]=y[a-2]+1

dans la 2). Enfin on divise par 1000 pour obtenir des fréquences et on z:z:tg?g 4]

représente avec plt.bar : plt.bar (abs,y)

plt.show ()

On admet pour la suite que la loi de X5 est donnée par :

1 2
P(ngl):g P(X2:2):P(X2:3):P(X2:4):§
2. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, donner, en justifiant, ’ensemble des valeurs prises par X, 0,5 point

A partir de I'instant 2, comme 1’énoncé nous indique avec la loi de X5, le mobile peut se trouver sur n’importe quel
sommet avec une probabilité non nulle. De fait, ce sera également le cas & l'instant suivant, puis par « récurrence
immeédiate » a tous les instants suivants, donc ¥n > 2, X,,(Q2) = [1,4]

3. a. Utiliser la formule des probabilités totales pour établir que : 1,5 points
1
Yn>2, P(X,1=1)= g(P(Xn =2)+P(X,=3)+P(X,=4))

Pour n > 2, les événements [X,, = 1], [X,, = 2],[X,, = 3] et [X,, = 4] forment un systéme complet d’événements
comme nous ’avons vu ci-dessus, donc d’apreés la formule des probabilités totales :
P(Xp41=1)=PX, = H)P(Xp41 = 1|1X,, = 1)+ P(X,, = 2)P(Xp41 = 1|X,, = 2) + P(X,, = 3)P( X1 =
11X, =3)+ P(X, =4)P(X+1 = 1|X,, = 4)
or P(X,41 =1]|X, =1) =0 car le mobile ne reste pas sur le méme sommet d’un instant & un autre et

1
P(Xpp1 =1X, =2) = PXpt1 = 1|X,, =3) = P(Xp41 = 11X, =4) = 3 car si le mobile se trouve sur le
sommet 2,3 ou 4 a l'instant n, il se trouvera de maniére équiprobable sur un des trois autres sommets a ’'instant
suivant et entre autres, il aura une chance sur trois de se trouver sur le sommet 1

1
done P(Xpi1 = 1) = 2(P(Xy = 2) + P(Xy = 3) + P(Xy = 4))
Nota bene : 'hypothése n > 2 permet d’éviter les cas ol certaines probabilités sont nulles.

b. Vérifier que cette relation reste valable pour n =0et n=1 1 point
Pour n =0: alors P(X,,41 =1)=P(X; =1)=0et
%(P(Xn —9) 4 P(X, = 3) + P(X,, = 4)) = %(P(XO — 9) 4 P(Xo = 3) + P(Xo = 4)) = 0 car a Vinstant 0 le
mobile se trouve en 1 et & 'instant 1, il se trouve en 2,3 ou 4, donc 1’égalité est bien vérifiée.



1
Pour n =1 :alors P(X,,11 =1)=P(Xo2=1) = 3 d’aprés I’énoncé et

1 1 1/1 1 1 1
(d’apres la question 1.) donc I’égalité est bien vérifiée.
. Justifier que : VYneN,P(X,, =1)+P(X,=2)+P(X,,=3)+P(X,=4)=1 1,5 points
1 1
En déduire 'égalité : Yn € N, P(X,, 411 = 1) = —gP(Xn =1)+ 3
4
Soit n € N, d’aprés la question 2. X, (2) = [1;4], donc par propriété du cours Z P(X,=k) =1
k=1
d’out la premiére égalité demandée.
on en déduit que Vn € N, P(X,, =2)+ P(X,, =3)+ P(X, =4)=1—- P(X,, =1)
1
or d’aprés 3.a. et 3.b. (pourn=0et n=1),P(X,,41 =1) = g(P(Xn =2)+ P(X,, =3)+ P(X, =4))
1 1 1
. 1 3 1\" )
. Etablir alors que : Vn € N, P(X,, =1) = 1 + 1\73 2 points
La suite des (P(X,, = 1)), oy est donc une suite arithmético-géométrique, pour simplifier I’écriture, on peut poser
1 1
pour n € N, u,, = P(X,, = 1) et donc d’aprés la question précédente, on a Vn € N, u,, 41 = fgun + 3
on cherche dans un premier temps un point fixe :
1 1 4 1 1
= —— - -—a=-da=1la=-
e} 3a + 3 3a 3 e} e} 1
on introduit alors la suite (vy,)nen définie par v, = u, — —
1
soit n € N, par définition v, 41 = Up41 — 1
¢ d définition d 71+1 171+4 371+171 +171
et donc par définition de un, U1 = —gun + g -y =—gUnt o -5 = TgUnt =g | Unt ) =3t
. . 1
donc (vp)nen est géométrique de raison ~3
" 1 3
donc Vn € N,v,, = ~3 vo,orvozuo—z etug=P(Xp=1)=1 doncvozz
nN" 3 3/ 1\" 1 1 3/ 1\"
etVTLEN,’Un:(—g) Xzzz(—g) OI'VTLEN,U’”:’U”-FZ doncun21+1(—§)
. En procédant de la méme fagon qu’a la question précédente, montrer que l'on a : 1 point

1
Yn e N, P(X,11 =2) = g(P(Xn =1)+PX,=3)+P(X,=4))
Comme a la question 3.a., la formule des probabilités totales nous donne,
1
Vn > 2, P(X,41 =2)= g(P(Xn =1)+P(X,=3)+P(X,=4))
puis comme & la question 3.b., on la vérifie pour n =0et n =1

Pour n =0 : alors P(X,,11 =2)=P(X; =2) = % et
S (P(X, = 1)+ P(X, =3) + P(X, =4)) = 3 (P(Xo = 1) + P(Xo =3) + P(Xo = 4)) = 51+ 0+0) = 3

1
car a 'instant O le mobile se trouve en 1 et & 'instant 1, il se trouve en 2,3 ou 4 avec une probabilité de 37 donc

I’égalité est bien vérifiée.

2
Pour n =1 : alors P(X,,41 =2)=P(Xy;=2) = 9 d’apres ’énoncé et
1 1 1 1 1
5(P(X =1)4+ P(X, =3)+ P(X, 4)):§(P( 1)+ P(X1=3)4+ P(X; =4)) =3 (0+§+§)
1 2 2
=3%X3=3 (d’apres la question 1.) donc I’égalité est bien vérifiée.
. En déduire une relation entre P(X, 1 =2) et P(X,, =2) 1 point
1

De méme qu’a la question 3.c., Vn € N, P(X,;1 = 2) = g(P(Xn =1)+P(X,=3)+P(X, =4))
orVn € N,P(X, =1)+ P(X, =3)+ P(X, =4) = 1 — P(X,, = 2)

1 1 1
done P(X,1=2) = 5(1 - P(X, =2)) =~ P(X, = 2) + 3



1 1 1\"
c. Montrer enfin que : Vn e N, P(X,, =2)=- — - <—> 1 point

4 4 3

Donc P(X,, = 2) suit la méme relation arithmético-géométrique que P(X,, = 1), la seule différence sera le premier
terme de la suite auxiliaire géométrique. En I'appelant (w,) cette fois, on aura a nouveau :

VnGN,wnZ(—g) wo,maisavecwozp()@:o)—z:O_Z:_Z
1/ 1\" 1_1_1/ 1y"
= —— —_— i PX :2 = o= 5 T Y
donc Vn € N, w, 1 ( 3) puis P(Xn = 2) = wn + 4 4 4 ( 3)

1 1/ 1\"
On admet que 'on a également : Vn € N, P(X,, =3) = P(X,, =4) = 11 (——)

. Déterminer, pour tout entier naturel n, Pespérance E(X,,) de la variable aléatoire X, 2 points

4
Par définition de P’espérance, car Vn > 2, X,,(Q) = [1;4],Vn > 2, E(X,,) = Z kEP(X, =k)
k=1

et cette formule est en fait valable pour n = 0 (ce qui donne E(Xy) =1+ 04040 = 1, ce qui correspond a la loi
certaine ici) et n = 1 (ce qui donne E(X;) =0+ §(2 + 3+ 4) =3 comme vu a la question 1.)

donc d’apreés les questions 3.d., 4.c. et I’énoncé
VneN,E(X,)=PX,=1)+2P(X, =2)+3P(X, =3)+4P(X,, = 4)
=P(X,=1)+2P(X,=2)+3P(X,=2)+4P(X,, =2)=P(X, =1)+9P(X,, = 2)

_1.3 1"+9111"_10+39 N" 5 6/ 1\" 5 3/ 1\"
T4 4\ 3 4 4\ 3) | 4 \4 4 3) 2 4\ 3/ 2 2\ 3

. Calculer les limites de P(X,, = 1), P(X,, = 2), P(X, = 3), P(X,, = 4) et E(X,,), quand n tend vers +o0, et interpréter

les résultats. 1,5 points
1 n n
Tous ces termes font intervenir (—g) et (——) — 0 (forme ¢" avec |q| < 1)
1 3/ 1\" 1 1/ 1\"
donc sachant que P(X, =1) = 11 (—§> ,que P(X,,=2)=P(X,=3)=P(X,,=4) = i1 (—§>

et enfin que E(X,) =

| ot
I
CSY
/?
Wl =
=

1 5
alors lim P(X, =1)= lim P(X,=1)= lim P(X,,=1)= lim P(X,,=1)=-et lim F(X,)=-=2,5

n—00 n—00 n—00 n—00 4 n— 00 2
ce qui semble logique car, autant la situation de départ n’est pas équilibrée, autant petit & petit, il y a autant que

chance que le mobile soit sur n’importe quel sommet, donc les probabilités s’équilibrent et de fait on se rapproche d’une
loi uniforme sur [1;4] ce qui donne une « espérance limite » de 2,5

Partie 2 : calcul des puissances d’une matrice A

P(X, =1) 01 1 1
P(X, =2) 101 1 .
Pour tout n de N, on pose : U, = et A= - 5 points
P(X, =3) 1101
P(X, =4) 1110
1. a. Montrer (grace a certains résultats de la partie 1) que : Vn € N, U,,41 = AU,
Puis montrer que : Vn € N, U, = A"Uj 2 points

Pour n € N, par définition et d’aprés les questions 3.a., 3.b. et 4.a. et par analogie pour les lignes 3 et 4

1
P(Xpp1 =1) ?P(X" =D+ PXn=3)+ P(Xa =4)) P(Xn = 2) + P(X, = 3) + P(X, = 4)
. P(Xpy1 =2) 3(PXn =1+ P(Xn =3)+ P(Xa =4)) [ 1 [ P(X, =1) + P(X, =3) + P(X, = 4)
n+1l — = =5

. P(Xn41 =3) %(P(Xn =1)+P(X,=2)+P(X, =4)) P(Xn =1) + P(Xn =2) + P(Xn =4)
P(Xni1 =4) %(P(Xn 1)+ P(X, = 2) + P(X, = 3)) PXn =1)+ P(Xn =2) + P(Xn = 3)

01 1 1\ [PX,=1) (Xn =2) + P(X,, = 3) + P(X,, = 4)

1 01 1| |Px,=2)| 1|P&X,=1)+PX,=3)+P(X,=4)

de plus AU,, = - S
311 1 0 1| |PX,=3)| 3|PX,=1)+P(X,=2)+P(X,=4)
11 1 0) \P(X,=4) (Xp =1) + P(X, = 2) + P(X, = 3)



d’on I'égalité Vn € N, U,,41 = AU,
Puis on procéde par récurrence, pour n € N, on définit ’assertion P(n) : U, = A"Uj
Initiation : P(0) est vraie < Uy = A°Uy < Uy = 14Uy < Uy = Uy ce qui est vrai donc P(0) est vraie

Hérédité : soit n € N, supposons que P(n) est vraie

d’aprés la premiére partie de la question U, 11 = AU, et par hypothése de récurrence, u,, = A"uq
donc w1 = AA"Uy = A" U, cest-a-dire que P(n + 1) est vraie

donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie et donc U,, = A"Uy

b. En déduire la premiére colonne de A™ 1,5 points
Par définition de U,, et d’aprés la partie 1,
1 n 3 ( 1)"
4 4 3
P(Xo=1 1
1 21\ "3 P(Xyg=2 0
vn e N, U, = le 411 :1)’ n | de plus par définition Uy = (Xo ) =
Z_Z(_Z P(Xo=3) 0
4 4 3
11/ 1\" P(Xo=4) 0
4 4 3
aq aq 1 aq
ag as 0 as
donc en notant A" = alors A"Uy = =
az ... ... ... as ... ... ... 0 as
g . . .. Qy 0 Qa4

1 3 1\" 1 1 1\"
donc d’apreés ’égalité U,, = A"Uy, on trouve a; = 1 + 1 (—§> et ag = a3 = a4 = 11 (——)

2. Expliquer comment choisir la position du mobile au départ pour trouver les trois autres colonnes de la matrice A",
puis écrire ces trois colonnes. 1,5 points

11 suffit de reproduire la méme méthode, en considérant que le mobile se trouve sur le sommet 2 au départ pour connaitre
la deuxiéme colonne (puis le sommet 3 pour la colonne 3 et enfin le sommet 4 pour la colonne 4)

cela ne change par les relations de récurrence entre les probabilités, par contre cela change les premiers termes (P(X; =
0), P(X2 = 0)...) mais par analogie, si le mobile se trouve au sommet 2 a l'instant 0 alors le sommet 2 jouera le role

1 3 "
du sommet 1 dans I’étude que nous venons de faire et on aura alors P(X,, = 2) = 1 + 1 <§> et P(X,, =1) =

1 1 1\"
P(X,=2)=P(X,=3) = 171 <§> et finalement on comprend qu’on trouvera chaque coefficient de la diagonale
de A" d L + 3 )" t t 1 t t é * L 1"
e vaudra - + - 3 ) et que tous les autres seront égaux & o — 3
Partie 3 : une deuxiéme méthode de calcul des puissances de A
1 0 00 11 11
0 1 0 0 1 1 1 1
On considére les matrices I et J suivantes : [ = et J = 6 points
0 01 0 1 1 1 1
0 0 01 11 11
1. Déterminer les réels a et b tels que A = al +bJ 1 point
01 1 1
) ) 1 0 1 1 1 1
De maniere évidente J — I = =3Aetdonc A=-(J—-1)=—sI+2J
1101 3 33
1 1 1 0
1 1
d’out le résultat avec a = -3 et b= 3



2.

a. Calculer J? puis établir que : Yk € N*, J¥ = 4*=1J 1,5 points

1 1 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4
) 1 1 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 .
Je = = le produit d’une ligne et d’une colonne suffit car tous les
1 111 1 1 11 4 4 4 4
1 111 1 1 11 4 4 4 4

coefficients sont égaux (au produit de la méme ligne et de la méme colonne).
Puis on procéde par récurrence, pour k € N*, on définit Iassertion P(k) : J* = 4F=1J
Initiation : P(1) est vraie < J' =4'"1J < J =4%] & J = J ce qui est vrai donc P(1) est vraie

Heérédité : soit k € N*, supposons que P(k) est vraie

alors par hypothése de récurrence, J* = 45=1J

donc JHTt = 4k=1 g = 4F=1 % — 4k=1 4] = 4F J car J? = 4., c’est-a-dire que P(k+ 1) est vraie, d’ou ’hérédité
donc par théoréme de récurrence, Vk € N*| P(k) est vraie et donc J k—yk-lg

. En admettant que la formule du bindéme de Newton (M + N)" = Z <Z> M"~* NP est valable lorsque les matrices

k=0
M et N commutent, en déduire, pour tout entier n non nul, I’expression de A™ comme combinaison linéaire de I
et J 3 points

1 1
D’aprés la question 1.a., A = fgl + §J et de plus I et J commutent car [J = J et JI =1

n n n—k k
1 1 1 1
donc d’aprés la formule du binéme donnée par 1’énoncé : A" = (_§I + §J) = ,;:0 (Z) (—gl) (§J>

[ DR~ OO
R ORC PR ON (VR Aty

par relation de Chasles

_ (%)n l(q)”ﬂg (
- (%)n [(_1)"” <; (Z)(—n"—w—l) J]

2() pr =gy Z>< TR = (g() 1)k - <—1>">=

3

)(—1)"—’%’“1{]1 car Vk € N*, JF = 4k=17

o~

(=14+4)" = (=1)")

4>|>~
=

car d’aprés la formule du binome de Newton, Z <Z> )Rk — (144 =3

4( 3

car (%)n X (—1)" = (—%)n ot (%) (3" — (—1)") = (—) X 37— (—1)" x (%)n _

\" \" 1 \"
finalement A" = (g) [( "+ - } et donc A" = (——) I+ - (1 - (—g) ) J
1
1 —
3

. Vérifier que ’expression trouvée reste valable pour n = 0 0,5 point

Pour n = 0, on a alors dune A" = A =T

, 1N\"_ 1 1\" N’ 1 1\° 1
et d’autre part <§) I+Z<1<§> >J(§) I+Z<1<§) )JlxIJrZ(ll)JI

donc I’égalité est bien vérifiée.
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Partie 4 : une troisiéme méthode de calcul des puissances de A

Soit, P la matrice définie par : P = 8,5 points

1. Montrer que P est inversible et déterminer P! 2 points
On utilise la méthode des « inconnues invisibles »
1 0 0 1|1 0 0O 1 0 0 1|1 0 0 O
-1 1 0O 10 1 0 O 0 1 0O 21 1 0 O Lo« Lo+ L4
0 -1 1 1|0 0 1 0 - 0 -1 1 1|0 0 1 O
0 0 -1 1]0 0 0 1 0 0 -1 1{0 0 0 1
10 0 1|1 0 0 O 100 1]1 0 0 O
01 0 2|1 1 00 01 0 2|1 100
& =
o0 1 3|1 1 1 0 L3 <« L3+ Lo 00 1 3(1 1 1 0
00 -1 1]0 0 0 1 000 411 1 11 Ly« Ly+ Ls

A ce stade, nous avons déja démontré que la matrice M est inversible car elle a été réduite en une matrice triangulaire
supérieure dont les coefficients diagonaux sont tous non nuls.

3 1 1 1
100 0= —— —= —=
100 1/1 0 0 0 ‘11 14 ‘11 ‘11 Ly Ly — Ly
010 2[1 1 0 0 01005 5 =7 5| LaeLy—2L,
= =
001 3[1 1 10 00 1ol L I 3| Lyers-3L
1 1 1 1 4 4 4 4
000 1|~ — = — | Ly« L4 11 1 1
4 4 4 4 000 1l= = Z Z
4 4 4 4
3 1 1 1
4 4 4 4
1 1 1 1
-1_ |2 2 2 2
donc P™" = 11 1 3
4 4 4 4
1 1 1 1
4 4 4 4
2. Déterminer la matrice D telle que D = P~1AP 2 points
On s’attend & trouver une matrice diagonale, il suffit de calculer :
01 1 1 1 0 0 1 -1 0 0 3
111 0 1 1 -1 1 0 1 111 -1 0 3
AP = - ==
31t 1 0 11lo -1 1 1| 3[o 1 -1 3
1 1 1 0 0 0o -1 1 0 0 1 3
3 1
1A 4 14 -1 0 0 3 -1 0 0 O
th 14 th % 1 1 0 3 0 1 0 0
115 5 —5 —5 - 1 -
donc P71AP = = % % 12 % =
32 = = —=flo 1 -1 3 0 0 -1 0
tt t
-z - -z 0 0 1 3 0 0 0 3
4 4 4 4
1 1 1
donc D = di —_ ==, —=,1
onc 1ag( 373 )
3. Montrer que A = PDP~! 0,5 point

Par définition de D, PDP~! = PP 'APP~' = [, Al, = A car PP~ =1,

11



4. Montrer que pour tout nombre entier naturel n, on a : A® = PD"P~! 1,5 points
On procéde par récurrence, pour n € N, on définit ’assertion P(n): A" = PD"P~!
Initialisation : P(0) est vraie < A° = PD'P~! & I, = PI,P~!
ce qui est le cas car PP~ '=pPP~ ! =1, donc P(0) est vraie
Hérédité : soit n € N, supposons P(n) vraie
donc par hypothése A = PD"P~!
donc A"t = A" x A= PD"P'PDP~' = PD"[,DP~' = PD"DP~' = PD""' P! car PP =1,
donc P(n + 1) est vraie donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie.
5. Retrouver pour tout nombre entier naturel n 'expression de A" 2,5 points
D’aprés la question précédente Vn € N, A" = PD"P~! et par propriété sur les matrices diagonales
n\" " n\"
D"=diag|((—-=) ,(—=) ,(—=) ,1]), reste a calculer :
3 3 3
1\" 1"
_Z 0 0 0 (—) 0 0 1
1 0 0 1 ( 3) 31 . N
1 n
-1 1 0 1 0 — 0 0 - (g) <g> 0 1
0o -1 1 1 1\" 0 (1t L 1
I C K 5) (5)
o 0 -1 1 1\
0 0 0 1 0 0 — (——) 1
3
1 n
(__) 0 0 1 3 1 1 1
3/ " 14 1 1
Gy e [
np1_ 3 3 2 2 2 2
donc PD"P™" = \"™ 1\ " 1 1 1 3
o 73 3) M1 1 1 1
" o1
0 0 - (—g) LJ\4 4 4 4
1 N 3/ 1\" 1 1/ 1\" 1 1/ 1\" 1 1/ 1\"
4 4 3 4 4 3 4 4 3 4 4 3
1+ 3+1 " 1Jr 1+1 " 1+ 1 1 " 1+ 1 1 "
| 4 4 2 3 4 4 2 3 4 4 2 3 4 4 2 3
o 1+ 1+1 n\" 1Jr 1 1 n\" 1+ 1+1 n\" 1+ 1 3 n\"
4 2 4 3 4 4 2 3 4 2 4 3 4 2 4 3
1 1 n\" 1 1 n\" 1 1 " 1 n 3 "
4 4 3 4 4 3 4 4 3 4 4 3
1 . 3 " 1 1 " 1 1 1\" 1 1 "
4 4 3 4 4 3 4 4 3 4 4 3
1 1 " 1 n 3 " 1 1 nN" 1 1 "
|4 4 3 4 4 3 4 4 3 4 4 3
o1/ 1\t 1 1/ 1\" 1 N 3/ 1\" 1 1/ 1\"
4 4 3 4 4 3 4 4 3 4 4 3
1 1/ 1\" 1 1/ 1\" 1 1/ 1\" 1 N 3/ 1\"
4 4 3 4 4 3 4 4 3 4 4 3
ce qui est conforme au résultat trouvé a la conclusion de la partie 2. En I’état on ne peut pas comparer au résultat de

la partie 3 qui n’est pas explicite (A" y est exprimé en fonction de I et J
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