ECG 1 - mathématiques appliquées

Corrigés

Etude de dérivabilité

Exercice 1

Soit f définie sur R par : f(z) ‘

1+ |
1. Justifier que f est continue en 0

f est un quotient de fonctions continues sur R et son dénomina-
teur ne s’annule pas, donc f est continue sur R et a fortiori en 0

2. f est-elle dérivable en 07

Il faut passer par la définition dans ce cas :
X

f(x) — f(0) _ T 1 (car f(0) =0

0 — —
pour = 70, x—0 x 1+ |z
1 1
or gl:_)rré T+ BT 1 par opérations,
— f(0
donc lim M =1

z—0 z—0
donc f est dérivable en 0 et f'(0) =1

3. f est-elle de classe €* sur R?

La fonction valeur absolue est ¢ sur | — 0o, 0[ et sur |0, +oo|
donc f est € sur | — oo, 0] et sur ]0, +oo[ par opérations de fonc-
tions €

comme f est dérivable en 0 d’aprés 2., il reste a étudier la conti-
nuité de f" en 0

x
oer>O,f(x)—1+1x L 1 )
, X(1+z)—2xx
donc Vz > 0, f'(z) = (1+ )2 :(1+a7)2
eth<0,f($)=1_x
CIx(1—z)—2x(-1) 1

donc Vz < 0, f'(x) = 1-2)? - (1—x)2
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donc f est continue en 0, donc f est €' sur R

Exercice 2
On définit I'application f de R, vers R par :

1 si =0

fla) = { exp (zIn(z)) si x>0

1. Justifier que f est continue sur R

Par produit et composition de fonctions continues f est continue
sur |0, +00]
de plus par croissance comparée liII(l) xln(xz) =0
T—
et par ailleurs lim eX =1
X—0

donc par composition lir% f(z)=1= f(0)

T—

donc f est également continue en 0, donc f est continue sur R

. f est-elle dérivable en 07

Comme a l'exercice 1, il faut passer par la définition dans ce

@)= f(0) _ exp(aln(a)) 1
z—0 T
s iiii? ~! )

pour z > 0,

or a nouveau lim zIn(z) =0
z—0
el —1

X

donc par composition lim
20 xIn(z)

et par ailleurs lim 1
X—=0
exp (zln(z)) — 1 _

et comme lim In(x) = —oo, par produit lim J@) = 1(0) = —00
z—0 z—0 x—0

donc f n’est pas dérivable en 0

3. Déterminer la tangente a ¢ au point d’abscisse 0



Comme la limite du taux d’accroissement vaut —oo en 0, il s’agit
ici d'un cas particulier de tangente verticale, dont 1’équation est
z=0

. Dresser le tableau de variations de f. Tracer €7 et la tangente au
point d’abscisse 0

Par produit et composition de fonctions dérivables f est dérivable
sur |0, +oo et Va €]0, +-o00[, f'(z) = v/ (x)e"®)
1
avec u(z) = zIn(x) et donc v'(z) = In(z) + x x — = In(z) + 1 par
x

dérivation d’un produit

donc f'(z) = (In(z) + 1) exp (zIn(z))

donc f'(x) 2 0 < In(xz) + 1 = 0 (car Pexponentielle est toujours
positive), < In(z) > -1 <z > et

de méme f'(z) <0< 2 <e !, d’oi le tableau de variations :

X O 6_1 +0o0
f'(z) || - 0 +
1 —_ 400
f e
on a utilisé liIP f(r) = +oo0 puisque y l
T—>+00
lir}rq xln(x) = +4oo par produit puis par
T—>+00
composition avec lim e¥ = 400
X—+o0 4
Pour le tracé, on a besoin de la valeur de &
fe) :

or f (e7) = exp (e ' In (1)) = exp (—é) z /

ce qui n’est pas aisé a calculer a la main, on

utilisera f (e7") ~ 0,7 n

on peut aussi remarquer que pour r =

e,In(r) = 1 et donc f(x) > €, donc f «re- |
joint une forme exponentielle ». 0 1 2

Exercice 3
Soit f : [0, +oco[— R Papplication définie par :

Vz € [0,+oof, f(z)=+zIn(l+ x)

Montrer que f est de classe € sur [0, +oo]
Attention, du fait de la fonction racine carrée qui n’est pas dérivable en
0, on peut seulement dire que f est de classe € sur 10, 400 en utilisant
les théorémes généraux (opérations et composition : f est un produit
de fonctions : la fonction racine carrée, et la fonction x — In(1+ /),
cette derniére étant une composition).
Pour montrer que f est de classe €' sur [0, +o00], il reste donc & mon-
trer que f est dérivable en 0, et que f’ est continue en O :
f() = f(0) _ In(1+ V=)

x Ve

= 1 (nous 'avons vu en exemple du cours, il s’agit

> Pour z > 0,

t—0 t

de In'(1)), -

NG =1

par composition avec lim v/z = 0, on a : lim
z—0 z—0

donc f est dérivable en 0, et f’( )= 1.

s\~

DPourx>0,ona:f’(:):):7xln(1+\/_)+\/5><
111(1+\/7)jL 1

1+f

soit .

flw) = 2\/x 2(14+ /)
Il reste & savoir si f’ est continue en 0, pour cela on étudie la limite
de f'en 0

In(1
comme vu au dessus, lim M =1
z—0 \/E
de plus li L L d lim f/(z) = L 1 L_ 1
P A va) one lim [i(z) = 5 x 143 =

ainsi, hn%f (x) = f(0) et donc [ est continue en 0.
T—

Finalement, f est de classe € sur [0, +o0|



Exercice 4

1 >
Soit f définie sur R par f(z) = { elil(f)e S;i g;/<11

1. Montrer que f est continue sur R

f est continue sur | — oo, 1] et sur |1, +o00[ car définie par des fonc-
tions continues sur ces intervalles, la seule discontinuité possible
est en 1

mais lim f(z) = lim €® — e = e — e = 0 par continuité de la
r—1- r—=1-
fonction exponentielle

et lir?+ f(x) =In(1) = 0 par continuité de In
T
donc lim f(x)= lim f(x)= f(1)
z—1— z—1+
donc f est continue en 1 et donc sur R

. f est-elle dérivable sur R?

De méme, f est dérivable sur | — oo, 1] et sur |1, +00] car définie

par des fonctions dérivables sur ces intervalles, étudions alors la

dérivabilité en 1 : . )
x) — e’ —e

mais lim M = lim

z—1- z—1 z—1- T —
e’ — e puisqu’on reconnait le taux d’accroissement de cette
fonction g qui est par ailleurs dérivable et dont la dérivée est

= ¢'(1) = e avec g(z) =

g'(x)=e’ X |
et lim Jo) = A1) lim n(@) _ In’(1) = 1 d’aprés la nou-
rz—1t z—1 z—1T T —
velle limite du cours (ot on reconnait le taux d’accroissement de
— f1 - f1
la fonction In en 1) donc lim Ja) = /() = lim Ja) = /)
z—1- rz—1 rz—17t z—1

donc n’admet pas de limite quand x tend vers 1,

flx) = f(1)
1

l’ —
donc f n’est pas dérivable en 1

Nota bene : en résumé, on a utilisé que f était définie par deux
fonctions dérivables a gauche et a droite de 1, mais leurs dérivées
respectives ne se rejoignent pas en une valeur commune donc f
n’est pas dérivable en 1 (graphiquement, on pourrait définir une
tangente a gauche et une tangente a droite, qui ici sont diffé-
rentes).

Calcul de dérivée

Exercice 5

Soit f définie sur R, par: f(z) = {

1—2*In(z) si x>0
1 si 2=0

1. Justifier que f est continue sur R

f est continue sur |0, +oo[ (opérations de fonctions continues sur
ces intervalles), la seule discontinuité possible est en 0
mais lin% 2% In(z) = 0 par croissance comparée
T—>
donc par addition, lim f(z) =1 = f(0)

z#0
donc f est continue en 0 et donc sur R

. Justifier que f est dérivable sur R, et calculer f'(z) pour z > 0

De méme, f est dérivable sur ]0,+oo[ (opérations de fonctions
dérivables sur ces intervalles)
et Vo > 0, f'(z) = —(v/(2)v(z) + u(2)v' (7)) avec u(r) = 2* et

v(z) = In(x) et donc u'(x) = 2z et v'(z) = %

donc f'(x) = — (2:): In(x) + 2% x %) = 2zxIn(zx) —x = —z(1+
21In(z))

. Montrer que f est dérivable en 0, et calculer f'(0)

_ 2 _ 9
Pour z > 0, fl@)—f0)  1-2’n(x)—1  —z’In(z) _
z—0 T -
—zIn(x)
or lir% xIn(xz) = 0 par croissance comparée
T—
donc lim M =0

x—0 xr — 0
donc f est dérivable en 0 et f/(0) =0

4. Montrer que f est de classe € sur R,



De méme, par opérations de fonctions €7, f est " sur |0, +-oc], : . Y
et f est dérivable en 0 et £/(0) = 0 La courbe commence croissante mais avec une tan-
reste 4 vérifier la continuité de ;, en 0 gente horizontale en 0, puis atteint un maximum 1
11 .
d’apres 2., pour x > 0, f'(x) = —x — 2z In(7) pour r =e 2 = — = NG avant de décroitre .
N . o . / o o / €2
or 4 nouveau glcl_%xln(:c) = 0 donc g% fi(x)=0=f(0) il n’est pas aisé de calculer cette valeur a la main, } %X
z#0 _1 .
donc f’ est continue en 0, donc f’ est €' sur R, ol piend donc e”2 = 0,6 et le maximum vaut
1+ —~12
2e B

5. Dresser le tableau de variation de f

Exercice 6

0) = 0 0. F(x) > 0 1491 < Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes, détermi-
f1(0) = 0 et pour z > 0, f(z) > 0 & —2(1 +2n(z)) > 0 & ner un domaine A sur lesquelles elles sont dérivables en utilisant les
1+2In(x) <0 (car z > 0) & 2In(z) < -1 & In(z) < —- & théorémes généraux, et calculer leur dérivée.

1 — 1 _ 4,2
= car exp est croissante sur R 1. fi(x) 1-4z
fi(z) = Vu(x) avec u(x) = 1 — 42*, donc f; est définie dés lors

NG
1

de méme f'(r) <0z >e” ) ) , 1
queu(z) 20 1-4dr" 204 <1lex <1(:>|x|<—

0
1
2

r<e

N

on peut donc établir le tableau de variations de f sachant que 5
_1 _1\? 1 _ 1 1 11
f <6 2) =1- <€ 2) In (6 2) =1—¢! (_5) 111(6) =1+ % donc f; est définie sur [—57 §:|
et que xl_lgloo f(z) = —oo par opérations f1 est dérivable 14 ou elle définie et de plus la on u(z) ne s’annule
car lim 22 = lim In(z) = +oo donc lim 1 —2%In(z) = —oc0 pas (composition de fonctions dérivables : une fonction polyno-
T—r+00 T—+00 200 miale et la fonction racine carrée qui est dérivable sur ]0, 4+00]),
1 1 1
i.e.sil—4x27é04:>4:)327£1(:>x2:E@x:—§ ouzr =g
11
2 0 e 12 +00 donc f; est dérivable sur ~33 et
!
f'(z) 0 + 0 e ] 11 { fle) = @) —8z —4a
€T —=, =, = = g
; 1—|—2i 272 2y/u(z)  2vV1—42?  V1—4a?
e
, / \ e 2. fz(x) _ xln(:c)
alors fy(x) = exp[In(x) In(z)] = exp|(In(z))?]
donc fy est définie et dérivable sur ]0, 4+o00[ en tant que composi-
tion de fonctions dérivables.
6. Tracer 'allure de € au voisinage du point d’abscisse 0 de plus fo(x) = explu(z)] avec u(z) = (In(z))?



on peut écrire u(x) = v(x)?* avec v(z) = In(x)
1 21
et donc u'(x) = 20" (z)v(z) = 2; In(z) = $
21
donc Va > 0, fo(x) = u'(x) exp(u(x)) = n(z) exp[(In(x))?]
x
21
que l'on peut écrire fi(z) = I;(I) 2@ = 2n(z)zm@~1
1
. f3($> = E
f3(r) = 7" donc f3 est définie et dérivable sur | — oo, 0[ et sur
10, +00[ car c’est une fonction usuelle dérivable (fonction puis-
_ 4
sance), de plus Vo # 0, f4(z) = —4a™° = 3

. f(x) = 2

Aucune contrainte de définition et de dérivabilité ici, donc f est
définie et dérivable sur R

pour dériver, on utilise la formule du produit avec u(z) = 2% (et
donc u/(x) = 2x) et v(z) = e ** (et donc v'(x) = —2e~*)

donc Vo € R, f/(z) = 2ze™* + 2% x (=2¢7%*) = 2z **(1 — x)

/T

e? —1

La racine carrée limite la définition de g a R, et le dénominateur
limite & |0, +o0[ (car e — 1 =0 < €* =1 < 2 = 0), ce qui per-
met d’éviter le probléme de non-dérivabilité de la racine carrée
en 0 donc, en tant qu’opération de fonctions dérivables,

g est dérivable sur |0, +-00] et en notant u(zx) = 27 alors u'(z) =

. g(z) =

3
ix% et v(z) =e” — 1 (alors v'(z) =€)

%:B%(ef” — 1) — z2e”

on trouve, Vo > 0,¢'(x) =

(& —1p
_VEle (5 -2) 5]
(e —1p

 h(z) = (2? +1)°

h est définie par une « puissance quelconque », que 'on peut

écrire par définition, h(z) = exp (zIn(z” + 1))

donc h est définie sur R, car Vo € R,2? +1 > 0 et en écrivant
u(z) = xIn(2? 4 1), on obtient,

Vo € R, h(z) = u'(x)e"™

or u(x) s'écrit comme un produit v(z)w(x) avec v(x) = x (donc

v'(z) = 1) et w(z) = In(z? + 1) (donc w'(x) = %)

) exp (2 In(a? + 1))

donc Vo € R, 1/ (z) = <1n(x2 +1)+x x o

2

2
— <ln(:L'2 +1) + x;i 1) (22 +1)"

. k(z) = In (HT‘E_)

T _ -

et +e " e

Avec u(z) = (et donc u'(x) = ), on trouve que
k est définie et dérivable sur R car Vo € R, u(x) > 0 et k est une
composition de fonctions dérivables

u'(r) et ” et te

U/(LU) - ex—ze*” o er — =

de plus Vo > 0,k (z) =

Dérivées successives

Exercice 7
Soit g la fonction définie sur & par : Vo € 2, g(z) = —In(1 — )

1. Déterminer le domaine de définition Z de g

Le nombre g(x) est défini si et seulement si 1 —2 >0z <1
donc 7 =] — o0, 1]

. Justifier que g est de classe € sur ¥

g est de classe €°° sur | — 0o, 1] par composition de fonctions de
classe €, puisque In est de classe ¢ sur R,

. Par récurrence, établir une formule pour ¢™ (x), avec = € P et

n € N*



Pour z < 1:¢(x) = (1 -2 ¢'(@)=0-2)% ¢®@) =
201 —2) ¢W(x)=6(1—2)*

En extrapolant, on trouve la formule suivante, qui devient notre
assertion P(n)

pour n > 1, P(n) : Vx €] —M,l[,g(")(x) _ (n—1)!

(1 — )
Initialisation : P(1) est vraie comme nous l’avons vu juste au-
dessus.

Heérédité : soit n > 1, supposons P(n) vraie.

alors par hypothése, Vz €] — oo, 1], g™ (z) = (n—

T
donc g™ est dérivable sur | — oo, 1]
et pour x €]—o0, 1[, on peut aussi écrire g™ (z) = (n—1)!(1—2)™"
alors gV (z) = (n — 1)!(=n) x (=1) x (1 —z)™"*
1
ie. g" ™ (z)=nx (n— (1 —2) ") = nli(l oy

donc P(n + 1) est vérifiée, d’ou I’hérédité et donc par théoréme
de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie.

mais pour savoir si f est ou n’est pas dérivable sur R, il faut
examiner la dérivabilité en 0 « a la main ».

— f(0 2e" 2e "
i L8 O 2e7VE L 20
z—0 €T z—0 x z—0 \/_
(quotient), car lirr(l] e’ =1et lir% Vo =07
T—> T—>
donc f n’est pas dérivable en 0, et de fait, elle n’est pas dérivable
sur R,

= 400 par opération

. Déterminer lim f(x)

T—+00

lim f(z)= lim 2y

T—>—400 r—+o00 et

= ( par croissances compareées.

. Dresser le tableau de variations complet de f

—SC

Pourz > 0,0ona: f'(z) = —2¢ "z +2e "X —= =

donc f'(x) est du signe de 1 — 2z, d’ou le tableau de Vanations :
x 0 1/2 +00
f'(x) .+ 0 -

(1 2x)

! 0/\/2\0

Etude de fonctions

Exercice 8 6. Etudier la convexité de f, et montrer que ¢y admet un point

Soit f la fonction définie sur R, par : f(z) = 2¢ "v/x d’inflexion.

1. Vérifier que f est continue sur R
/ - pour z > 0, f'(z) = —2e7"Vx + e % x x7 /2

f est un produit de fonctions continues sur R 1 o7 1 32
done f'(z) = 2\ T— 20 x — T 4oy (“) “
1 2
2. Vérifier que f (§> =4/= 29\0/5 VT 2
e

I t écrire f” 4a* — 4z — 1
- que l'on peut écrire f"(z) = 5 \/_( x r—1)
L’équation du second degré 4z — 42 — 1 = 0 a deux solutions
4+2v5  2++5 25
4

3. f est-elle dérivable sur R, 7 Ty = =Ty =

Pour z > 0, f”(x) est du signe du trinéme 4z* — 4z — 1. Mais
ry < 0, et 71 > 0, donc on a le tableau de signe suivant :

D’aprés les théorémes généraux, on peut seulement dire que f est
dérivable sur R’ , par produit de fonctions dérivables sur R,



T 0 T +00

1" () — 0 -

On en déduit que € a un seul point d’inflexion : le point d’abs-
cisse r1, que f et concave sur |0,7] et convexe sur [ry, +00].

1
. Soit g définie sur [ :]0, 3 [ par : Ve € I, g(z) = f(x)

Montrer que g définit une bijection entre I et un intervalle J &
déterminer.

On applique le théoréme de la bijection & g qui est conti-
nue est strictement croissante sur I et donc bijective de [ sur

J= ]9(0),9 (%) l on trouve donc J — ] 0, \/g[

-1

. Justifier que ¢~ est dérivable sur J

g est donc une bijection continue, strictement décroissante de [
dans J. Elle est dérivable sur cet intervalle, et d’aprés la question
5, on sait que ¢'(z) # 0 pour tout z € I. Donc d’aprés la pro-
priété de dérivabilité de la bijection réciproque (voir cours), g !
est dérivable sur J

Exercice 9
Soit f la fonction définie sur [0, 1] par :

si oz €]0,1]

1. Montrer que f est continue sur [0, 1]

f est continue sur ]0, 1] car définie par l'inverse d’une fonction
continue

de plus lim In(x) = —oo donc par inversion de limite lim =
z—0 z—0 111( )
0

et donc lir% f(z) = 0= f(0) donc f est continue en 0 et de fait
T—
sur [0, 1]

. f est-elle dérivable en 07

On passe par la définition ici :
1

flx) = f0) _mwm _ 1

x—0 r  xln(z)
or liII(l) xIn(z) = 0 par croissance comparée (et méme 07)
z—
fz) = f(0)

donc par inversion lim ————~ = —
z—0 €xr — O

donc f n’est pas dérivable en 0

. Déterminer la tangente a ¢ au point d’abscisse 0

Comme la limite du taux d’accroissement vaut —oo en 0, il s’agit
ici d’un cas particulier de tangente verticale, dont ’équation est
r =0

. Etudier les variations de f

f est dérivable sur ]0, 1] et
—1In'(z) -1 1

1 / = = z = —
e 1) A s A (T )
or Vo €]0,1[, z(In(z))? > 0 (produit de termes strictement posi-
tifs)
donc Vz €]0,1[, f'(x) < 0, donc f est strictement décroissante
sur |0, 1[ et donc sur [0, 1] par propriété.

. Etudier la convexité de f, et les points d’inflexion de €%, et don-

ner les tangentes a 6y aux éventuels points d’inflexion.
D’apreés la question précédente,

vz €]0,1], f'(z) = ) 2

avec v(z) = z(In(z))
donc f est dérivable sur |0, 1| et
o (-2
donc f"(x) est du signe de v'(z)

or v(z) = a(x)b(x) avec a(z) = = (et donc da'(x) = 1) et




b(:)j’) = (1I1(:L’))2 donc b/(l’) = 21n/([)j) 1n(a:) — 21n(m)

donc v'(z) = (In(x))* + z x 2@ = (In(z))* + 21In(z)

(In(x) + 2)
<0

~—

= In(z
or Vz €0, 1], In(x
2

1
donc v'(z) >0 & In(z)+2< 0 n(z) < 2&x<e” =5

~—

1 1
de méme v'(z) <0 2> s etv(r) =01 =—
e e
donc par caractérisation des fonctions convexes et concaves, f est
convexe sur ]0, e ?[, concave sur Je %, 1[ et admet un point d’in-
flexion en e™? car f” s’annule en changeant de signe en ce point

de plus la tangente a ¢ au point d’abscisse e~ a pour équation

y=f"(e?) (x—f) +f(el‘2>
or f(e_z) = =) =3 et f’ (6_2) = —m —

e2 e?
(22 4
2 1 2 1 1
donc I’équation est y = —% (:5 — 6_2) 3 = _%I + 173
" e? +1
soit y = ——x + -
Y=ty

. Représenter €

Sans aide il n’est pas facile de dé- \ 05 10
terminer 62, a défaut, on peut se ~N_ |7
contenter de e? ~ 8 et donc prendre ™ §
1
I’équation y = —2z — 1 pour la tan- \
gente trouvée précédemment \
de plus on utilise la tangente ver- _3
ticale en 0 et lin} f(z) = —oo car \
Tr—r
limIn(xz) = 0~ (puis par inversion) -4
z—1 \Cgf
5

Exercice 10
Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = ze®

1. Etudier les variations de f et ses limites.

f est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables
et Ve € R, f'(x) = € + ze” = (1 +x)e”

donc f'(x) est du signe de (1 + x), c’est-a-dire négative sur
| — o0, —1] (strictement si on exclut —1) et positive sur [—1, 400,
donc f est strictement décroissante sur | — oo, —1] et strictement
croissante sur [—1, 4+00]

enfin par croissances comparées, lim ze® = 0, et d’autre part

T—r—00
lim z = 400, lim e = 400 donc par produit lim ze® =
Tr—r+00 T—r+00 T—r+00
+00

. Déterminer la tangente a ¢ au point d’abscisse 0

Cette tangente a pour équation y = f'(0)(z — 0) + f(0)
or f/(0) = (14+0)e” = 1 et £(0) = 0 donc I'équation de la tangente
est y=ux

. Montrer que f induit une bijection entre [—1, +oo[ et [—e ™!, +o00].

On notera h cette bijection.

f est continue (car dérivable) et strictement croissante sur
[—1, +00], donc, d’aprés le théoréme de la bijection, f induit (ou
réalise) une bijection de [—1, 400 sur [f(—1), 1iri1 f(z)], i.e. sur
T—r+00
[—e™!, 4+oof car f(—1) = —1 xe et liIP f(z) = +00 comme
T—>+00

nous l'avons vu plus haut.

. On note W = h™'. Montrer que W est dérivable sur | —e™!, +-00[

-1 T W)
et que pour x > —e et x # 0, on a : W'(z) A1 W ()
Par propriété, la réciproque d’une fonction dérivable est dérivable
14 ot elle ne s’annule pas, or g est dérivable (c’est le cas de f donc
c’est le cas de g aussi) mais ¢'(—1) = f'(—1) = 0, donc W est
dérivable sur |h(—1), +o00], i.e. sur | — e, +oo|
de plus, nous savons que Vo €] — e, +-oo[, W'(x) =

(W (x))



) 1
dOIlC W ( ) (1 4 W(ZL’))&’W(QC)

or W(z)e"™ = f(W(x)) = h(W(x)) = hoh™(z) =«
soit W (x)e"@ =z

dont on déduit V'@ = % des lors que W(x) # 0, ce qui est
le cas pour x # 0 (en effet W(x) # 0 = h(W(z)) = h(0) i.e
x=0)
finalement Vo €] — e, +oof et z # 0,
1 1
W/(ZL') — - — - — W(.:C)
7ot et =1+ W)
Exercice 11
Soit f la fonction définie sur R par :
e’ —1
fla) = et 41

1. Montrer que f est de classe €' sur R, et déterminer f’

f est de classe € sur R (et méme €™ en tant que quotient de
fonctions €' (ou € ) sur R

de plus avec u(z) =e* — 1 et v(z) =€ + 1

on a alors u/(z) = € et v(z) = €”

et donc Vz € R, f/(ZL') _ u’(l’)U(x) - u(x)q/(x)

e*(e” + ?1])@—) (e" —1)e® 2"
- (6x+ ]_)2 - (em + 1)2

2. Dresser le tableau de variations complet de f

Avec D'expression trouvée précédemment, on trouve que Vr €
R, f'(z) > 0 donc f est strictement croissante sur R, il faut alors
calculer les limites pour compléter le tableau :

d’une part lim e* = 0 donc par opérations lim = —— = —1
T——00 T——00 0+1

et en +o00, on factorise pour lever 'indétermination :

e“(l—e™) 1—e™® . .
f(z) = (1t e™  1fe= et donc par opérations xl_l}f_noo =1

on peut donc dresser le tableau de variations de f

X —00 —+00

f /1

—1

. Etudier la convexité de f, et montrer que ¢ admet un point

d’inflexion.

Comme nous ’avons vu plus haut, f’ est dérivable et en notant,
pour = € R, a(x) = 2¢* et b(x) = (¢* + 1)?
on a d'(x) = 2" et V(x) = 2e"(e” + 1) et de fait

Vo e R, f"(z) = alz)blz 2)< )2( z)t'(z) (car d'(z) = a(x))
_'_

e((e” + 1)* — 2e”[2e"(e” + 1)]
(e* 4 1)4
C 2e"(e” 4 1) (e" +1—2e") 2" (1—¢e")
B (e* +1)* o (er 4+ 1)3

donc f”(x) est du signe de 1 — e*, de fait

') >0 2<0,f"(x) <0 z>0et f"(2) =0 2=0
donc par caractérisation des fonctions convexes et concaves, f est
convexe sur R_, concave sur R, et admet un point d’inflexion au
point d’abscisse 0 (puisque sa dérivée seconde s’annule en chan-
geant de signe).

. Tracer €} ainsi que la tangente au point d’inflexion.

Cette tangente a pour équation y = f/(0)(x —0)+ f(0) i.e. y = g

0
e 1(0) =0t £10) = 7 =

On se contente alors du point (0,0), de la tangente et des limites
pour tracer f

Y T Cgf

[
uin



3. En déduire que pour n entier tel que n > 2 :

S < Fm) — £0)
k=2

Exercice 12 On a montré a la question précédente que

1
. . , . * . _ _ - 1
Soit f la fonction définie sur R* par : f(x) . VkENk>2,— < f(k) — f(k—1)
Pour n € N*, on pose

n n 1 n
S":Z% doncpournEN,n}Q,Zﬁ<Z(f(k)—f(k—1))
p . k=2 k=2
1. Montrer que la suite (S,),>1 est croissante. or Z(f(k) — f(k —1)) est une somme télescopique,
(S,) est la somme partielle d’une série a termes positifs, il s’agit =2
donc d’une suite croissimte (on peut s’en convaincre en écrivant donc Z(f(k) ~fk—1)) = f(n) — f(1)
S — S, == —
+ CEnE =
2. Soit k un entier tel que k£ > 2 et de fait Z k2 < f(n) = f(1)
a. Montrer que pour tout x € [k — 1, k], h=2
1 1 4. En déduire que la suite (.S,,),>1 converge.
Par définition de f, f(n) — f(1) = —— — <_I) =1-—-=
n n
f est €7 car c’est 'opposée d’une fonction usuelle (z "oy
_ . 1 1 donc f(n) — f(1) <1 et de fait Vn € N,n > 2, — <1
z~1),de plus, Vo € R*, f'(z) = — (—;) =3 f(n) = f(1) k2
alorspour ke Nk >2ze[k— 1,k = (k—1)?<2? <K ~1 ~ 1 :
car la fon%tion carré est croissante sur R™ o ; k2 Lt —~ k2 par relation de Chasles
et donc — < f'(z) < car la fonction inverse est n 1 N
) k2 (k—1)? doncZ—2<1—|—1:2
décroissante sur ]0, +-o00[ —~k
b. En déduire un encadrement de f(k) — f(k — 1) donc (S,),>1 est une suite croissante et majorée, elle est donc

convergente d’aprés le théoréme de la limite monotone (on aurait

A / A ) N 9.2
Etant donné que f est bornée sur [k, k — 1], d’aprés I'inéga- aussi pu parler d’une série a termes positifs majorée).

lité des accroissements finis que ’on applique avec a = k — 1
et b = k (qui sont bien des points de Uintervalle [k — 1, k],

on en déduit que %[k —(k=1)] < f(k) — f(k—1) <

1 o1 1
Gtk (= Dle 5 < S0 = S = 1) < g

k2

10



Exercice 13

Soit f la fonction définie sur son domaine de définition Z; par

1

f@) =1

On définit une suite u = (uy,)nen par :

UOzl

{ Vin € N> Upt1 = f(un)

1
On pose [ = {5, 1}

Uk W=

Déterminer 7y

Etudier les variations de f sur [0, +o0]
Montrer que f(I) C I

En déduire que pour tout n € N, u,, € [

Déterminer les points fizes de f, c’est-a-dire les solutions de
I'équation f(x) = x. On note « 'unique point fixe de f tel que
ael

. Montrer que :

veel, |f(x)] <

O b~

. Montrer que :

4
Vi eN, Junn —al < 5l —af

4 n
. Montrer par récurrence que : Vn € N, |u, —a| < (—) el

9

. Etudier la convergence de la suite u

Exercice 14

Soit f la fonction définie sur son domaine de définition 25 par

o) = % (x—i— g)

11

On définit une suite u = (uy,)en par :

Uy = 2
U1 = f(Un)

{VneN,

On pose I = [V/3, +oo]

1. Déterminer %y

3

f est définie dés que — est défini, i.e. © # 0
x

donc 7y = R*

. Etudier les variations de f sur |0, +oo[

f est dérivable sur 7, (somme de fonctions dérivables) et
1 3
Vz €]0, J)==11-=
v €0 ool 10 = 5 (1- 3
3 3 2
done fl(z) >0 1- = >0 = <1 =
x? x? 3
fonction inverse est décroissante sur |0, +oof
s2>3eVae2>V3 (car la fonction racine est croissante sur
Ry
&z > V3 e x> V3 (car
de méme f'(z) <0<z < V3

0, \/§] et, croissante sur [\/g, —i—oo[

> 1 (car la

8

> 0)

donc f est décroissante sur

[ —

(i.e. sur I)

. Montrer que f(I) C I

Soit x € I, alors V3 < « et donc f (\/§> < f(x) car f est crois-
sante sur [

TR -4 (- 2) 309
donc V3 < f(z), ie. f(z) el
donc f(I) C I ('image de tout élément de I est dans /)



4.

6.

En déduire que pour tout n € N, u,, € I

Du grand classique, par récurrence! Pour n € N, on définit
P(n):u, €l

Initialisation : ug = 2 = V4 > V3 (car la fonction racine est
croissante), donc ug € I et donc P(0) est vraie

Hérédité : soit n € N, on suppose que P(n) est vraie

par hypothése u,, € I donc f(u,) € I d’aprés 3.

i.e. up1 € I donc P(n+ 1) est vraie, d’ou 'hérédité

donc par théoréme de récurrence, Vn € N, P(n) est vraie, i.e.
U, €1

. Déterminer les points fixes de f et étudier le signe de f(x) — x

pour z € R*
. . 1 3 3
Soit x € R alorsf(:c):x<:>§ r+—|=rer+-=2r&
x x

~ =2 < 3 = 2? (bien équivalent car x # 0

x
donc f(z) =z < z=—V3ouz =3

Par ailleurs, on trouve de méme f(z) —z>0< — > x

8w

1 cas : x>0

alorsf(:z)—x}()@i%}ﬁ@x@}x

2™ cas <0

alorsf(z)—x}O(:)BéxZ(:)\/gé\/E@\/§<|x|
@ﬁé—x@—x/ﬁ}x

finalement f(z) — 2z < 0 sur [—\@,O[U [\/3, +oo[ et posatif

sinon.

a. Etudier la monotonie de

D’aprés 4., Vn € Nju,, €

donc d’aprés 5., Vn € N, f(u,) —u, < 0 donc f(u,) < u, i.e.
Unp+1 < Unp,

donc u est décroissante

b. En déduire que u converge vers un réel ¢

12

u est décroissante et minorée (car Vn € N,u, € I, donc
Uy = \/§) donc d’apres le théoréme de la limite monotone, u
converge vers un réel ¢

c. Montrer que £ = v/3

D’aprés la question précédente, u,, — ¢

donc f(u,) — f(£) car f est continue

or par propriété u, — £ = u,1 — ¢

or Vn € Nu,1 = f(uy,), donc par unicité de la limite,
t=f(¢)

donc ¢ est un point fixe de f, donc £ =3 ou £ = —V/3

or Vn € N,u, > /3 donc par passage a la limite dans I’in-
égalité, £ > V3

de fait ¢ # —V/3 et de fait £ = /3

. Montrer que :

1
Vn € N, Un+1—\/§‘<§

un_@

Comme dans l’exercice 13, on va démontrer cela grace a I'in-
égalité des accroissement finis et dans un premier temps, il faut
majorer |f'(x)], on va le faire sur I'intervalle I

d’aprés la question 2. Vz € I, f'(x) > 0 et donc |f'(z)| = f'(x)

de plus f'(z) = % (1 - %) = f(r) < %7 ie. |f'(z)] < %

Soit n € N, on peut donc appliquer 'IAF, en prenant a = v/3 et
b = u, qui sont bien des éléments de I, donc :

()] < o
Upi1 — \/5’ < % Uy — \/5‘ car f(u,) = upsq1 et f (\/§> =3

1.e.

. En déduire que la suite u converge vers v/3

De nouveau comme a ’exercice 13, on va montrer dans un pre-
1 n
P(n) : « |u, — \/5‘ < (5) ‘uo - \/§‘ » que l'on

définit pour n € N

mier temps :




1\ °
Initialisation : P(0) est vraie < ’uo — \/§‘ < <§> ‘uo — \/g‘ &
o — V3| < o — V3]

ce qui est vrai, donc P(0) est vraie

Hérédité : soit n € N, on suppose que P(n) est vraie

d’aprés 7., (U1 — \/5‘ <z - \/5‘
1 n
or par hypotheése |u,, — \/3’ < (5) ‘uo — \/5‘
donc — \/_‘ < ) uo — \/g’
1 n+1
et donc |u, 11 — \/§’ < (2) ‘uo — \/g‘ i.e. P(n+1) est vraie,

d’ou I’hérédité
donc par théoréme de récurrence, ¥n € N, P(n) est vraie.

1 n
On peut alors conclure, car <§> — 0 (suite géométrique de

raison |¢q| < 1)

donc par théoréme des gendarmes, |u,, — V3 ) — 0 ce qui équivaut

au, — V3

Option B (qui évite la récurrence) :

pour n € N, on pose v, = |u, — \/3’
1

alors d’apres 7., v, < §vn

1
> 0 donc =

donc (v,)nen est décroissante et minorée (car positive) donc
d’aprés le théoréme de la limite monotone, elle converge vers un
réel ¢ et ¢/ >0 car Vn € N, v, >0

/

1
de fait §vn —

or U, v, < v, et donc v, < v,

2

et donc par passage a la limite dans l'inégalité v, 1 < =v,,

2

13

. Déterminer un entier N tel que ’uN — \/§’ <10

! /

— et donc — < 0,ie. ¢ <0

or ¢ > 0 donc ¢ = 0 puis on conclut de méme

on obtient ¢ <

-7
Pour cela, on a besoin du résultat démontré au 8. avec la récur-
rence :
1 n
un — V3| < (5) uo — V3|

commeu0:2et1<\/§<2,alors ‘uo—\/g’gl
1 n

n

1
donc des lors que 3 < 1077, on aura le résultat escompté

1\" 1
or (5) <1077 < nln (5) < —T71n(10) (car les fonctions In et

exp sont croissantes)

—71n(10) < nln(2) 7In(10)

In(2
on trouve donc que le premier entier qui satisfait cett(g londi—
tion est n = 24 (on pourrait trouver cette valeur en sachant que
210 > 10°)
cela signifie que le calcul de ugy (avec Python par exemple) nous
donne une valeur approchée de v/3 dont la précision est d’au
moins 1077

< —nln(2) < >7ln(10) & n >



Exercice 15
Soit f I’application

R—R
f: e’

T
e +1

On définit une suite (u,)nen par :

ug € R
Upy1 = f(un>

{VneN,

1. Dresser le tableau de variations complet de f (on fera apparaitre

les limites).

f est dérivable sur Z; (quotient de fonctions dérivables) et
e’(e*+1) —e® xe” e’
Ve eR, f(z) = ( ) =
(690 + ]_)2 (690 + 1)2
donc f est strictement croissante sur R, il faut alors calculer les
limites pour compléter le tableau :

d’une part lim e* = 0 donc par opérations lim = —— =0
T——00 r——00

et en +o00, on factorise pour lever I'indétermination :
efL’
€Tr) = =
/(@) e*(l1+e®) l14e®
on peut donc dresser le tableau de variations de f

et donc par opérations lim =1
Tr—r—00

x —00 “+00

f /1

0

. Montrer que pour tout n € N*, u, € [0,1]

Vn € N, up1 = f(u,) donc u,q € [0,1]

car d’aprés la question précédente, f(R) C [0, 1]
et Vn € N u, 1 € [0,1] & Vn € N* u, € [0,1]

. Montrer que f admet un unique point fixe a et que o €]0, 1]
(indication : étudier la fonction g définie par g(x) = f(z) — z).
Comme suggéré, on pose, pour x € R, g(z) = f(z) —x

donc g est dérivable et Vo € R, ¢'(z) = f'(z) — 1

14

. Montrer que : Vz € [0,1],|f(z)| < =

eSE

/
o f 0= Gy
donc ¢'(r) < 0 et donc g est strictement décroissante sur R
de plus lim g(x) =+4occar lim f(x)=0et lim g(z)=—o0

T——00 T—>—00 T—>+00

car lim f(z)=1

T—+00
de plus g est continue, donc elle réalise une bijection de R dans
R
de fait I’équation g(x) = 0 admet une unique solution
par ailleurs g(0) = £(0) — % > 0et g(1) = f(1)— 1 < 0 (car
Ve e R, f(x) < 1)
donc d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires (g étant tou-
jours continue), g(z) = 0 admet une solution sur [0, 1] et méme
sur |0, 1] car g(0) # 0 et g(1) # 1
or « est 'unique solution de cette équation sur R, donc « €]0, 1]

<lcare® < (e”"+1)* =¥ 4+ 2e" + 1

e
4

soit x € [0,1], alors 1 < e” < e (car la fonction exponentielle est
croissante sur R)
et donc e” +1 > 2 et donc (e + 1)2 > 4 car la fonction carré est

croissante sur R
donc ———— < - et donc en multipliant par I'inégalité e* < e,
(er4+1)2 = 4 P P & h

€T

) e
on obtient 7(693 1) <

¢
4
e f'(x) < Z et donc |f'(z)| < = car f'(x) >0

. Montrer que :

e
Vn € N*,  fup1 —al < Zlun —q

D’aprés la question précédente, et avec n € N*, on peut donc
appliquer I'TAF sur [0, 1], en prenant a = a et b = w,, qui sont
bien des éléments de [0, 1], donc :

F) = f (@] < 5

lu, — af ie.



8. Déterminer un entier N tel que |uy —a] < 10

e
|un+1 - O“ < Z |un - O“ car f(un) = Upq €t f (Oé) =

. Montrer par récurrence que :
e\n—1
Vn e N*,  |u, —al < <Z)

n—1
Pour n € N*, on définit P(n) : |u, — o < °

ey 1-1
Initialisation : P(1) est vraie < |u; — a| < (Z) =1
ce qui est vrai car u; € [0,1] et a € [0, 1],
donc P(1) est vraie
Hérédité : soit n € N*, on suppose que P(n) est vraie
d’aprés 5., |u,1 — o] < Z |u, —

e\n—1
or par hypothése |u, — a| < (Z)

donc Z|un —al < <Z>

e n
et donc |u,11 — al < (Z) i.e. P(n+1) est vraie, d’ou I'hérédité
donc par théoréme de récurrence, ¥n € N*, P(n) est vraie.

. Conclure quand a la convergence de (uy)nen

6 n
On peut alors conclure sur la convergence de (u,,),en car (Z) —

0 (suite géométrique de raison |g| < 1)

donc par théoréme des gendarmes, |u,, — o] — 0 ce qui équivaut
au, — o

-3

15

n—1
D’aprés 6., Vn € N |u, — a| < (Z)

e\n—1
donc des lors que (—) < 1073, on aura le résultat escompté

or (Z))"‘l <103 (n—1)ln <Z> < —31In(10) (car les fonc-
tions In et exp sont croissantes)

< (n—1)(1-In(4)) < =31In(10) & (n—1)(In(4)—1) > 31In(10) <
31n(10)

In(4) — 1

on trouve donc que le premier entier qui satisfait cette condition
est n = 19 (difficile sans outil de calcul)

cela signifie que le calcul de uy9 (avec Python par exemple) nous

donne une valeur approchée de o dont la précision est d’au moins
107?

n>1

. Ecrire un script Python qui permet d’obtenir un tel entier NV

Justement ! Tant que le seuil de 1073 n’est pas atteint, on va cal-
e
culer de maniére itérative les puissances de —, en calculant au

passage les valeurs de u, Il faut quand méme une valeur de wuy
(I’énoncé ne le précise pas), on choisit ici ug = 2

import numpy as np
u=2
n=0
while (np.exp(1)/4)*x(n-1)>10%*(-3)
n=n+1
u=np.exp(u)/(np.exp (u)+1)
print (u,’est une valeur approchee de alpha a 0,001 prés?’)



