
ECG 1 - maths appliquées Chapitre 18 - Théorie des graphes Mai 2025Cet outil est très utilisé en sienes soiales pour représenter des individus et leurs di�érents liens, parexemple pour l'étude des réseaux soiaux. L'objetif va être de pouvoir identi�er les ommunautésformées, les entres d'intérêt ommuns. Une exploitation intelligente de es données est indispensablepour suggérer à l'utilisateur les hoses qu'il est suseptible d'aimer, les personnes qu'il onnait peut-être et pour réer des publiités iblées adaptées à haun.Un résultat étonnant : en moyenne seules 8 personnes vous séparent de n'importe quelle autre per-sonne à la surfae de la Terre. Si vous prenez la onnaissane de la onnaissane.... d'une de vosonnaissanes, en moyenne 8 personnes permettront de vous onneter ave n'importe quel français,amériain, indien ou japonais. Et il est rare de dépasser 11 ou 12. Il s'agit là du diamètre moyen dugraphe soial de l'humanité (soure : zeste de savoir).Objetifs d'apprentissageA la �n de e hapitre, je sais :� représenter une situation à l'aide d'un graphe �� reonnaitre di�érents types de graphes : orienté, omplet,onnexe, eulérien et leurs élémentsaratéristiques : sommets, degrés, arêtes, haînes �� érire et interpréter une matrie d'adjaene �� interpréter les puissanes d'une matrie d'adjaene et utiliser ses propriétés �� utiliser et interpréter la formule d'Euler (dite des poignées de main) �Dé�nitionsDé�nitions :un graphe est un ensemble de points, dontertaines paires sont reliées par un (ou plu-sieurs) lien(s),es points sont nommés sommets (parfoisn÷uds) et es liens sont nommés arêtes,deux sommets reliés par une arête sont ditsadjaents,une arête reliant un sommet à lui-même estappelé boule,un graphe est simple si le graphe est sansboule et s'il y a au plus une arête entre deuxsommets,l'ordre d'un graphe est le nombre de sessommets,le degré d'un sommet est le nombre d'arêtesdont le sommet est une extrémité,un graphe est dit pondéré lorsqu'un réel po-sitif est a�eté à haque arête.

Remarque : es points n'ont pas de position abso-lue dans le plan, ni de position relative les uns parrapport aux autres.Exemple 1 :e grapheest d'ordre 6 et il possède 4 som-mets de degré 3, 2 sommets de de-gré 2 et 8 arêtes bA b Bb CbD b
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Exemple 2 :e graphe est pondéré.e n'est pas un graphe simple aril possède une bouleou ar deux sommets sont reliéspar deux arêtes di�érentes
B Attention, dans le as d'une boule, une arêteest omptée deux fois.Propriété - formule d'Euler(ou formule des poignées de main) :la somme des degrés de tous les sommets d'ungraphe est égale au double du nombre totald'arêtes.En partiulier, la somme des degrés est unnombre pair.
Exemples : ave le graphe 1 i-dessus, on trouve quela somme des degrés vaut 16 soit 2× 8 (8 arêtes)Dans une petite ville, il y a 15 appareils télépho-niques. Est-il possible de les relier par des �ls télé-phoniques pour que haque appareil soit relié aveexatement 5 autres ?Non, la somme des degrés serait alors de 751
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Graphe orientéDé�nition :on appelle graphe orienté un graphe dontles arêtes sont orientées, 'est à dire dirigéesd'un sommet à l'autre, on les représente alorsave une �èhe. Exemple 3 :
bA b B
bC b D B on n'applique pas laformule des poignées demain aux graphes orien-tés.Représentation matriielleDé�nition : ave G un graphe (non orienté ouorienté) d'ordre n(n ∈ N

∗) dont les sommetssont numérotés de 1 à non appelle matrie d'adjaene du graphe
G la matrie M ∈ Mn(R) dé�nie par :
∀(i, j) ∈ [[1, n]]2, mij = nombre d'arêtes re-liant le sommet i au sommet jDé�nitions : une haine est une liste de som-mets dont deux sommets onséutifs sont re-liés par une arête. La longueur d'une haineest le nombre d'arêtes onstituant la haine.

Remarques : si le graphe est� non orienté, la matrie est symétrique ;� orienté, il faut onsidérer le sens de la �èhe.Exemple (3 i-dessus) :
M =

















0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

1 1 0 0

















Exemple 4 :12 345Voir matrie i-dessousPropriété : si G est un graphe non orientéayant n sommets numérotés de 1 à n et Msa matrie d'adjaene, et k ∈ [[1, n]]alors pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2,Mk
ij est égalau nombre de haines de longueur k reliantle sommet i au sommet j(Mk

ij est le oe�ient de la ligne i et de laolonne j de la matrie Mk)
Exemple 4
M =





















0 1 1 1 0

1 0 0 0 0

1 0 0 1 0

1 0 1 0 1

0 0 0 1 0





















et M2 =





















3 0 1 1 1

0 1 1 1 0

1 1 2 1 1

1 1 1 3 0

1 0 1 0 1



















ConnexitéDé�nition : un graphe est onnexe s'il existeune haine entre toute paire de sommets.Propriété : soit G un graphe orienté (ou non)ayant n sommets, alors
G est onnexe ⇔ tous les oe�ients de
In+M+ · · ·+Mn−1 sont stritement positifs

Ave l'exemple 3, I4 +M +M2 +M3 =














2 1 1 0

1 2 1 0

1 1 2 0

2 2 2 1















don le graphe n'est pas onnexe
Ne pas revenir sur ses pas : graphes eulériensDé�nitions :une haine eulérienne est une haîne onte-nant toutes les arêtes du graphe, hauneétant parourue une seule fois,un yle eulérien désigne une haîne eulé-rienne fermée,un graphe est dit eulérien s'il ontient aumoins un yle eulérien.

En fait un graphe onnexe admet :� une haine eulérienne ssi au plus deux sommetssont de degré impair,� un yle eulérien ssi tous ses sommets sont de de-gré pair.Exemples : il n'y a pas de solution aux ponts de Kö-nisberg, ar plus de 2 sommets ont un degré impair,
⊲ le graphe de l'exemple 2 ontient au moins unehaine eulérienne mais pas de yle eulérien.2


