ECG 1 - maths appli.

Chapitre 19 - Intégration (sur un segment)
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de variables

Objectifs d’apprentissage

A la fin de ce chapitre, je sais :
e trouver des primitives de fonctions définies par une forme usuelle
e calculer des intégrales a ’aide de la définition, d’une intégration par parties ou d’un changement

0

O

e exploiter les propriétés de l'intégrale : linéarité, relation de Chasles, positivité, croissance [
e interpréter graphiquement une intégrale comme une aire

O

1 Primitive

et que [ = f

Définition : soit f une fonction f définie sur
un intervalle I, on dit qu'une fonction F' est
une primitive de f lorsque elle est dérivable

Exemples :

Propriété :
une primitive

toute fonction continue admet

Remarque : toutes les fonctions usuelles sauf la par-
tie entiére (encore que...) admettent des primitives.

Les primitives de base

Fonction : x +— Primitive : z — Fonction : = Primitive : z
¢ (ceRY) x
22 3
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22 23
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nz" " (n € Z) v =
1
Vi vr
¢ (a# —1) e’

Remarque : x — In(x) est bien une primitive de : z — — sur |0, +00o[, mais pour avoir une primitive

aussi sur | — oo, 0], il faut compléter d’otu le In |z| (qui vaut In(—z) sur | — oo, 0])

Les primitives des composées de base

Fonction Primitive Fonction Primitive
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2 wu® o # —1
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' u = u'u U NG
uut = El u'e®
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Propriétés : Exemple :
e si I est une primitive de f alors
Ve € R, F + ¢ est une primitive de f

e si F} et F, sont deux primitives d’'une méme
fonction alors dc € R, F} — F5, = ¢

2 Intégrale

Définition : f est une fonction continue sur [a,b] | Remarque : si G est une autre primitive alors
I’intégrale de f sur [a, b] est le nombre G(b) — G(a) =

F(b) — ) noté / f(z)dz = F(b) — F(a)
ou F est une primitive de f sur [a, d]
Notation : F(b) — F(a) = [F(z)]"

Exemple :

Convention : si a < b, on peut parler de

/b " f@)de = — / f(2)d

2.1 Premiéres propriétés de 1’intégrale

Propriété - linéarité de l'intégrale : si f et g sont | Exemple :

deux fonctions continues, (A, ) € R?

u[@ﬂ@+w@»m=AlU@meLZ@mx

Propriété - relation de Chasles : avec a < b < ¢ Remarque : on peut ’étendre a plus de sous-

c b c intervalles
[ #wne = [ p@an [ s

2.2 Intégrale et inégalités

Propriété - positivité de 'intégrale : A Attention aux bornes : il faut que a < b

b
iV € [a,], f(2) > 0 alors / f)dz >0 | Remarque:

b
si Vo € [a,b], f(z) <0 alors / flz)dz <0

Propriété - croissance de 'intégrale : Remarque :

Va, f(z :>/f dx/()d




Propriété : si a <

| < [rlas

Exemple : avec 0 < a < b

b
1—
/ xdaj <
o 1+

~

Propriété : si f est continue et positive sur [a, b],
alors

b
/f(x)dsz(:)f:(J

b
Exemple : si / f(x)?’dz =0 (a<b)

2.3 Primitive définie par une intégrale

Propriété : si f est une fonction continue sur un

intervalle I et a € I, alors
xX

F:xw— / f(t)dt est une primitive de f sur

a
c’est la primitive qui s’annule en a

Exemple :

/jln <\/E+ %) dt est

2.4 Techniques de calcul d’intégrale

Propriété - intégration par parties

avec u,v deux fonctions de classe € sur [a, ],

/ab o (z)v(x)de = [u(z)v(z)])’ — /ab u(z)v' (z)dz

Exemple :

/1 Qxln(x)dx -

Propriété - changement de variable

avec u : I — J une fonction €' (strictement
monotone) et f une fonction continue sur J

/ fla d:c—/f

Exemple :

1 e
T -1
/e dx =
o ¢ +1 1




b
/ f(z)dx = aire sous la courbe & entre a et b

Remarque : on parle d’aire algébrique car si f
est négative alors l'aire est négative.

3 Interprétation graphique - aire sous la courbe
C
aire sous la courbe =
Fonction constante égale a C'
b
| #aye =
a
Fonction affine
aire sous la courbe =
Propriété : /

Courbe de f et aire algébrique

Propriété - approximation de l’aire par la mé-
thode des rectangles :

si n tend vers 00 (i.e. les rectangles deviennent
de plus en plus étroits) alors ,

5 (2) o f

autrement dit, lorsque leur largeur diminue,
I’aire des rectangles se rapproche de la valeur
de l'intégrale qui vaut 1’aire sous la courbe.
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