ECG 1 - maths appli. Devoir en temps libre n°11 Pour le 19 mai 2025

Corrigé total sur 23 points
Exercice 1 16 points
Soit f Papplication : |0, +00[— R définie par f(z) = ° N
er —
1. a. Calculer f'(z) 1 point

. Montrer que Vz €]0, +ool, f"(z) =

f est € sur ]0,4o00] en tant qu’'opérations de fonctions € et, avec u(x) = z et v(x) =
e — 1 et donc u'(x) =1 et V'(z) = €%,
w(x)v(x) —u(z)v'(x) e —1—azxe® e(l—x)—1
Vz €]0 '(z) = — _
X G] 7+OO[7 f (:E) ’U(:E)2 (61' _ 1)2 (em _ 1)2

T

(C

De méme, pour x > 0, en posant a(z) = e”(1 —x) — 1 et b(z) = (e — 1)

xe® —2e" + x4 2) 1,5 points

on obtient ' (z) = e — ” — ze® = —xe” et b (x) = 2¢”(e” — 1) et donc
g —xet(e” —1)2 — (e"(1 —x) — 1)2e"(e” — 1)

f (l‘) - (em o 1)4
et = 1) [~x(e” = 1) = (e*(1 —x) — 1)2]
- @1
G [—xe® + x — (2e* — 2ze” — 2)] et [—ze® + x — (2e* — 2ze” — 2)]
- @17 - @17

e*(xe® +x — 2e” + 2) e’

- (e — 1) G (xe® — 2¢” + x + 2) comme attendu

. Etudier les variations de la fonction g : [0, +oo[— R définie par g(x) = ze® — 2e* + x + 2

En déduire que Vz €]0, +oo, f”(x) > 0, que peut-on en déduire sur f 7 2 points

g est dérivable et Vz € [0, +00[,¢'(z) = e® + ze” — 2"+ 1 =we® —e"+1=€"(z— 1)+ 1
le signe de ¢’ ne peut étre obtenu d’emblée, donc on dérive & nouveau pour connaitre les
variations de ¢’ : Vz € [0, +o00[, ¢"(z) = €” + ze” — € = xe”

donc Vz € [0, 400[,¢"(x) > 0, donc ¢’ est strictement croissante

or ¢'(0) = e”(0—1)+1 = 0 donc Yz €]0, +oo, ¢ (z) > 0 donc ¢ est strictement positive sauf
en un nombre fini de points, donc g est strictement croissante, or g(0) = 0e” —2e°+0+2 = 0
donc Vz €]0, +o0[, g(x) > 0 et de fait Vo €]0, +oo[, f’(x) > 0 (car € — 1 positif si = > 0)
on peut en déduire que f est convexe

. Dresser le tableau de variations de f 2 points

/' est donc strictement croissante, de plus, pour x > 1,1 — 2 < 0 donc €*(1 — x) < 0 et
donc (1 — ) — 1 < —1, de fait f'(z) <0

et comme f’ est croissante c’est également le cas (f'(x) < 0) pour z < 1

donc Yz €]0, +o00[, f'(z) < 0 donc f est strictement décroissante.

Nota bene : on aurait aussi pu étudier la limite de f” en oo (en factorisant par les termes
dominants), on trouverait 0 ce qui montre également que f’ est négative (car croissante)...
ou remarquer que f' = —¢'/(...)? donc < 0

donc f est strictement décroissante, reste a étudier ses limites :
1

1o . . .oet—1
en 0, on reconnait l'inverse du taux d’accroissement d’exponentielle en 0 : lnré =
T—r X

donc par inversion lim
. z—0+ e’ —
croissance comparée :

=1 i.e. liIT(l)f(:L‘) = 1 et en 400, il s’agit presque d’une
T—r



X T

J(w) = et —1 e*(l —e™®) x| 0 +o0
or par croissance comparée lim - 0 et de plus 1
r—+00 €% f \
1i1l1 1 — e * =1 donc par produit hril f(z)=0 0
T—r+00 T—r+00

on peut donc dresser le tableau de variations

2. On considére la suite (u,),en définie par ug =1 et Vn € N u, 1 = f(uy,)

a. Montrer que la suite (u,),en est bien définie. 1 point
Par récurrence évidemment! On définit pour n € N, P(n) : u,, > 0 (ce qui est nécessaire
pour appliquer f définie sur |0, +00()

Initialisation : uy = 1 donc ug €]0, 4+00[, donc P(0) est vraie

Hérédité : soit n € N, on suppose que P(n) est vraie

par hypothése u,, €]0, +o00|

orx > 0 = e” > 0 (stricte croissance de 'exponentielle) = ¢* — 1 > 0 et donc f(x) =

1 > 0 par quotient de termes positifs
er —
donc f(u,) > 0donc P(n+ 1) est vraie, d’ot I'hérédité

donc par théoréme de récurrence, ¥n € N, P(n) est vraie, i.e. u, €]0,+o0o[

1
b. Montrer que Vz €]0, +oo|, | f'(z)| < 5 et 0 < fx) <1 2,5 points
1
dmett li ! = —=
(on admettra que zg&f (x) 2)

D’aprés la question 1.d, f’ est strictement croissante et de plus continue, donc d’aprés le

théoréme de la bijection, elle réalise une bijection de |0, 4+o00[ sur lir% I (z), 1i1l1 f(z)| =
T— T—>+00

1
} ~3 O[ en effet lirré f'(z) est donnée par 'énoncé et
T—

) e“l—z)—1 €e(1—2)—1 xe”ﬁx o
€T) = = =
(e —1)2 e —2e+1 e  1—2eT4e 2
: ) e’ x . : ,
donc lim f'(z) =0 car —— = —et lim — = ( par croissances comparées
T —+00 e<T er z—+oo €T
1
et lim — = lim e *= lim e =0 (par limites de références)
r—+o00 I T—+00 T—r+00
—x
et lim = 0 (par quotient) d’ou le résultat par opérations
r—+oo I

1 1
et en particulier Vz €0, +o0], —3 < f'(z) <0 donc 3 >—f'(z) =0

e3> 17()| 2 0 (1f/(@)] = —f(x)

De méme f est strictement décroissante et de plus continue, elle réalise donc une bijection

de 0, 4o0[ sur 1i1+n f(z), lir% f(z)| =]0,1], et en particulier Yz €]0, +00[,0 < f(x) < 1
T—r+00 T—

c. Résoudre I'équation f(z) == 1 point
Soit x €]0, +oc[, alors par définition de f :

f(x):x(:)L:x(:) 1:1(carx;é())(:)ex—l:1(:)635:2(:):10:111(2)

et —1 et —

1 1
d. Montrer que ¥n € N, |u,1 —In(2)| < §|un —In(2)| puis que |u, —In(2)| < o 2,5 points

1
D’apres 3.a., Vo €]0, +oo|, | f'(x)] < 3 donc avec n € N, on peut appliquer I'inégalité des

accroissements finis, en prenant a = In(2) et b = w,, qui sont bien des éléments de |0, +0o0]
(2 > 1= 1n(2) > 0 par stricte croissance de In et d’aprés 2.a) pour u,



| =

done | (u,) — f (In(2))] <
car f(u,) = ups1 et f(In(2
On procéde & nouveau par récurrence pour la deuxiéme inégalité :

1 n
pour n € N, on définit : Q(n) : |u, —In(2)| < (5)

= 0(2)] f.e. [tner — In(2)] < % [y — In(2)]
) = In(2)

~—DO

1\©
Initialisation : Q(0) est vraie < |ug — In(2)| < (5) < |1-In(2)| <1
ce qui est vrai car In(2) € [0, 1], donc Q(0) est vraie
Hérédité : soit n € N, on suppose que Q(n) est vraie

d’aprés le résultat que nous venons de démontrer, |u,; — In(2)| < = |u, — In(2)|

1

o | =

1\" 1 1\"
or par hypothése |u,, —In(2)| < (5) donc 3 lu, —In(2)] < (5)

1 n+1
et donc |u, 1 — In(2)| < (5) i.e. Q(n + 1) est vraie, d’ou ’hérédité

donc par théoréme de récurrence, Vn € N, QQ(n) est vraie.

e. Conclure quant a la convergence de (uy)nen 1 point

1
on — 0 (car 2" — oo : suite géométrique de raison strictement plus grande que 1)
donc par théoréme des gendarmes, |u, — In(2)| — 0 ce qui équivaut a u, — In(2)

f. Avec Python et en utilisnt les résultats précédents, écrire un programme qui renvoie une

valeur approchée de In(2) a 10~° prés. 1,5 points
1 1

D’aprés la question précédente, Vn € N, |u, — In(2)| < o donc dés lors que on <1077,

on aura :

le résultat escompté (I’écart entre u,, et In(2) sera infé- .

rieur & 107°) o Py P

Donc avec Python, tant que le seuil de 107> n’est pas  1=0
while 1/2%*n>10**(-5) :

atteint, on va calculer de maniére itérative les valeurs nen+i
u=u/(np.exp(u)-1)
de o0 en calculant au passage les valeurs de u, print (u,’est une valeur approchee

3 de alpha a 0,00001 prés’)
On trouve 0,69315 comme valeur approchée avec w7

Exercice 2 7 points

On s’intéresse a I’équation différentielle
&y — 4y + 3y =t
1. Résoudre I’équation différentielle homogéne associée. 1 point

Pour résoudre 1’équation homogéne linéaire du second ordre y” — 4y’ + 3y = 0, on commence
par déterminer les racines du trinéme 22 — 4z + 3

or de maniére évidente, 1 est une racine, de fait ’autre racine est 3

donc les solutions sont, par propriété, les fonctions  — e’ + pe® o (A, p) € R?

2. Déterminer une solution particuliére de & parmi les fonctions de Ry|t] 2 points

On cherche un polynoéme de degré 2 (ou moins) solution, on définit donc la fonction P(t) par
P(t) = at® + bt + ¢ pour t € R,, ce qui entraine P'(t) = 2at + b et P"(t) = 2a
donc P est solution de 3" — 4y’ 4+ 3y = t* & Vt € R, P"(t) — 4P'(t) + 3P(t) = t*
&Vt € R,2a — 4(2at +b) + 3(at®> + bt +c) = t* < Vt € R, 3at® + (3b — 8a)t + 2a — 4b + 3¢ = t*
8
donc par identification 3a = 1 et donc a = — puis 3b — 8a = 0 donc 3b = = et donc b = —
2 32 6 32 26 26

t enfin 2a — 4b =0d = -2 4= ——+ — = —— = —etd = —
et enfin 2a + 3¢ = 0 donc 3¢ a+ 3+9 9+9 9e onc ¢ 57



1 8 26
donc le polynéme définit par P(t) = §t2 + §t + o7 est une solution particuliére de &

. Déterminer ’ensemble des solutions de & 0,5 point

I’ensemble des solutions est alors constitué des fonctions qui sont la somme de la solution par-
ticuliére trouvée et d’une fonction solution de I’équation homogéne, de fait :

1 8 26
=t ot —t+ — + et + pe™, (A R?
5 {»—>3 tottoyt e+ pe”, (A, p) €

. L’équation & admet-elle une situation d’équilibre ? 1,5 points

On peut facilemnet voir que I’équation n’admet pas de situation d’équilibre car il n’y a pas de
fonction constante solution.
En effet si on pose f(x) = k une fonction constante (k € R)

alors f solution <> Vt € R, f"(t) —4f'(t)+3f(t) =t* &Vt e R, 3f(t) =t* &Vt € R, f(t) = %tz
car on a alors f constante = f' = 0et f/ =0

or il est impossible qu’une fonction constante vaille gtz (qui n’est pas constant sur R)

Option 2 : on peut aussi remarquer que toutes les solutions ont une limite infinie quand ¢ tend

vers +0o (400 ou —oo selon les valeurs de A et p)
or une situation d’équilibre a une limite finie (car c¢’est une fonction constante).

. Déterminer la solution de & vérifiant y(0) = 0 et 3'(0) = 0 2 points
1 8 26
On reprend le résultat de la question 3., une solution de & s’écrit y(t) = §t2+§t+ o7 + el +pe
2 8
ot (A, 1) € R? donc y/(t) = gitgt e + 3pet
26 8
doncy(t):0:>2—7+)\+u:0ety'(t):0:>§+)\+3u:()
nous avons donc a résoudre le systéme
26 26
A+ = —= A+ o= —=
g e 87 2
A 3 = —= 20 = ——=+— Lo+ Ly—L
+ o ” 9 s 9 + o7 2 2 s 1 1
A= ———pu A= —— —pu A= ———=-
N N 27 N 27 27
oy — 24 N 26 0, — 2 1
s o7 T o7 = o7 = o7
. . L. . 1, 8 26 , 1 4
donc l'unique solution de & vérifiant ces conditions est ¢ — y(t) = §t + §t + o7 € + 7€



