
ECG 1 - maths appli. Devoir en temps libre n°11 Pour le 19 mai 2025Corrigé total sur 23 pointsExerie 1 16 pointsSoit f l'appliation : ]0,+∞[→ R dé�nie par f(x) = x

ex − 11. a. Caluler f ′(x) 1 point
f est C

∞ sur ]0,+∞[ en tant qu'opérations de fontions C
∞ et, ave u(x) = x et v(x) =

ex − 1 et don u′(x) = 1 et v′(x) = ex,
∀x ∈]0,+∞[, f ′(x) =

u′(x)v(x)− u(x)v′(x)

v(x)2
=

ex − 1− x× ex

(ex − 1)2
=

ex(1− x)− 1

(ex − 1)2b. Montrer que ∀x ∈]0,+∞[, f ′′(x) =
ex

(ex − 1)3
(xex − 2ex + x+ 2) 1,5 pointsDe même, pour x > 0, en posant a(x) = ex(1− x)− 1 et b(x) = (ex − 1)2on obtient a′(x) = ex − ex − xex = −xex et b′(x) = 2ex(ex − 1) et don

f ′′(x) =
−xex(ex − 1)2 − (ex(1− x)− 1)2ex(ex − 1)

(ex − 1)4

=
ex(ex − 1) [−x(ex − 1)− (ex(1− x)− 1)2]

(ex − 1)4

=
ex [−xex + x− (2ex − 2xex − 2)]

(ex − 1)3
=

ex [−xex + x− (2ex − 2xex − 2)]

(ex − 1)3

=
ex(xex + x− 2ex + 2)

(ex − 1)3
=

ex

(ex − 1)3
(xex − 2ex + x+ 2) omme attendu. Etudier les variations de la fontion g : [0,+∞[→ R dé�nie par g(x) = xex − 2ex + x+ 2En déduire que ∀x ∈]0,+∞[, f ′′(x) > 0, que peut-on en déduire sur f ? 2 points

g est dérivable et ∀x ∈ [0,+∞[, g′(x) = ex + xex − 2ex + 1 = xex − ex + 1 = ex(x− 1) + 1le signe de g′ ne peut être obtenu d'emblée, don on dérive à nouveau pour onnaitre lesvariations de g′ : ∀x ∈ [0,+∞[, g′′(x) = ex + xex − ex = xexdon ∀x ∈ [0,+∞[, g′′(x) > 0, don g′ est stritement roissanteor g′(0) = e0(0−1)+1 = 0 don ∀x ∈]0,+∞[, g′(x) > 0 don g′ est stritement positive saufen un nombre �ni de points, don g est stritement roissante, or g(0) = 0e0−2e0+0+2 = 0don ∀x ∈]0,+∞[, g(x) > 0 et de fait ∀x ∈]0,+∞[, f ′′(x) > 0 (ar ex − 1 positif si x > 0)on peut en déduire que f est onvexed. Dresser le tableau de variations de f 2 points
f ′ est don stritement roissante, de plus, pour x > 1, 1 − x 6 0 don ex(1 − x) 6 0 etdon ex(1− x)− 1 6 −1, de fait f ′(x) < 0et omme f ′ est roissante 'est également le as (f ′(x) < 0) pour x < 1don ∀x ∈]0,+∞[, f ′(x) < 0 don f est stritement déroissante.Nota bene : on aurait aussi pu étudier la limite de f ′ en +∞ (en fatorisant par les termesdominants), on trouverait 0 e qui montre également que f ′ est négative (ar roissante)...ou remarquer que f ′ = −g′/(. . . )2 don < 0don f est stritement déroissante, reste à étudier ses limites :en 0, on reonnait l'inverse du taux d'aroissement d'exponentielle en 0 : lim

x→0

ex − 1

x
= 1don par inversion lim

x→0+

x

ex − 1
= 1 i.e. lim

x→0
f(x) = 1 et en +∞, il s'agit presque d'uneroissane omparée :



f(x) =
x

ex − 1
=

x

ex(1− e−x)or par roissane omparée lim
x→+∞

x

ex
= 0 et de plus

lim
x→+∞

1− e−x = 1 don par produit lim
x→+∞

f(x) = 0on peut don dresser le tableau de variations x

f

0 +∞

1

002. On onsidère la suite (un)n∈N dé�nie par u0 = 1 et ∀n ∈ N, un+1 = f(un)a. Montrer que la suite (un)n∈N est bien dé�nie. 1 pointPar réurrene évidemment ! On dé�nit pour n ∈ N, P (n) : un > 0 (e qui est néessairepour appliquer f dé�nie sur ]0,+∞[)Initialisation : u0 = 1 don u0 ∈]0,+∞[, don P (0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que P (n) est vraiepar hypothèse un ∈]0,+∞[or x > 0 ⇒ ex > 0 (strite roissane de l'exponentielle) ⇒ ex − 1 > 0 et don f(x) =
x

ex − 1
> 0 par quotient de termes positifsdon f(un) > 0don P (n+ 1) est vraie, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, P (n) est vraie, i.e. un ∈]0,+∞[b. Montrer que ∀x ∈]0,+∞[, |f ′(x)| 6

1

2
et 0 6 f(x) 6 1 2,5 points(on admettra que lim

x→0+
f ′(x) = −

1

2
)D'après la question 1.d, f ′ est stritement roissante et de plus ontinue, don d'après lethéorème de la bijetion, elle réalise une bijetion de ]0,+∞[ sur ]lim

x→0
f ′(x), lim

x→+∞

f ′(x)

[

=
]

−
1

2
, 0

[ en e�et lim
x→0

f ′(x) est donnée par l'énoné et
f ′(x) =

ex(1− x)− 1

(ex − 1)2
=

ex(1− x)− 1

e2x − 2ex + 1
=

xex

e2x
×
−1 + 1

x
− e

−x

x

1− 2e−x + e−2xdon lim
x→+∞

f ′(x) = 0 ar xex

e2x
=

x

ex
et lim

x→+∞

x

ex
= 0 par roissanes omparéeset lim

x→+∞

1

x
= lim

x→+∞

e−x = lim
x→+∞

e−2x = 0 (par limites de référenes)et lim
x→+∞

e−x

x
= 0 (par quotient) d'où le résultat par opérationset en partiulier ∀x ∈]0,+∞[,−

1

2
6 f ′(x) 6 0 don 1

2
> −f ′(x) > 0i.e. 1

2
> |f ′(x)| > 0 (|f ′(x)| = −f ′(x))De même f est stritement déroissante et de plus ontinue, elle réalise don une bijetionde ]0,+∞[ sur ] lim

x→+∞

f(x), lim
x→0

f(x)

[

=]0, 1[, et en partiulier ∀x ∈]0,+∞[, 0 6 f(x) 6 1. Résoudre l'équation f(x) = x 1 pointSoit x ∈]0,+∞[, alors par dé�nition de f :
f(x) = x⇔

x

ex − 1
= x⇔

1

ex − 1
= 1 (ar x 6= 0)⇔ ex − 1 = 1⇔ ex = 2⇔ x = ln(2)d. Montrer que ∀n ∈ N, |un+1 − ln(2)| 6

1

2
|un − ln(2)| puis que |un − ln(2)| 6

1

2n
2,5 pointsD'après 3.a., ∀x ∈]0,+∞[, |f ′(x)| 6

1

2
, don ave n ∈ N, on peut appliquer l'inégalité desaroissements �nis, en prenant a = ln(2) et b = un qui sont bien des éléments de ]0,+∞[(2 > 1⇒ ln(2) > 0 par strite roissane de ln et d'après 2.a) pour un2



don |f(un)− f (ln(2))| 6
1

2
|un − ln(2)| i.e. |un+1 − ln(2)| 6

1

2
|un − ln(2)|ar f(un) = un+1 et f (ln(2)) = ln(2)On proède à nouveau par réurrene pour la deuxième inégalité :pour n ∈ N, on dé�nit : Q(n) : |un − ln(2)| 6

(

1

2

)

nInitialisation : Q(0) est vraie ⇔ |u0 − ln(2)| 6

(

1

2

)0

⇔ |1− ln(2)| 6 1e qui est vrai ar ln(2) ∈ [0, 1], don Q(0) est vraieHérédité : soit n ∈ N, on suppose que Q(n) est vraied'après le résultat que nous venons de démontrer, |un+1 − ln(2)| 6
1

2
|un − ln(2)|or par hypothèse |un − ln(2)| 6

(

1

2

)

n don 1

2
|un − ln(2)| 6

(

1

2

)

n+1et don |un+1 − ln(2)| 6

(

1

2

)

n+1 i.e. Q(n + 1) est vraie, d'où l'héréditédon par théorème de réurrene, ∀n ∈ N, Q(n) est vraie.e. Conlure quant à la onvergene de (un)n∈N 1 point
1

2n
→ 0 (ar 2n →∞ : suite géométrique de raison stritement plus grande que 1)don par théorème des gendarmes, |un − ln(2)| → 0 e qui équivaut à un → ln(2)f. Ave Python et en utilisnt les résultats préédents, érire un programme qui renvoie unevaleur approhée de ln(2) à 10−5 près. 1,5 pointsD'après la question préédente, ∀n ∈ N, |un − ln(2)| 6

1

2n
don dès lors que 1

2n
6 10−5,on aurale résultat esompté (l'éart entre un et ln(2) sera infé-rieur à 10−5)Don ave Python, tant que le seuil de 10−5 n'est pasatteint, on va aluler de manière itérative les valeursde 1

2n
, en alulant au passage les valeurs de unOn trouve 0, 69315 omme valeur approhée ave u17

import numpy as np

u=1

n=0

while 1/2**n >10**( -5) :

n=n+1

u=u/( np.exp (u) -1)

print (u,’est une valeur approchee

de alpha a 0 ,00001 près ’)Exerie 2 7 pointsOn s'intéresse à l'équation di�érentielle
E : y′′ − 4y′ + 3y = t21. Résoudre l'équation di�érentielle homogène assoiée. 1 pointPour résoudre l'équation homogène linéaire du seond ordre y′′ − 4y′ + 3y = 0, on ommenepar déterminer les raines du trin�me x2 − 4x+ 3or de manière évidente, 1 est une raine, de fait l'autre raine est 3don les solutions sont, par propriété, les fontions t 7→ λet + µe3t où (λ, µ) ∈ R

22. Déterminer une solution partiulière de E parmi les fontions de R2[t] 2 pointsOn herhe un polyn�me de degré 2 (ou moins) solution, on dé�nit don la fontion P (t) par
P (t) = at2 + bt+ c pour t ∈ R,, e qui entraine P ′(t) = 2at+ b et P ′′(t) = 2adon P est solution de y′′ − 4y′ + 3y = t2 ⇔ ∀t ∈ R, P ′′(t)− 4P ′(t) + 3P (t) = t2

⇔ ∀t ∈ R, 2a− 4(2at+ b) + 3(at2 + bt+ c) = t2 ⇔ ∀t ∈ R, 3at2 + (3b− 8a)t+ 2a− 4b+ 3c = t2don par identi�ation 3a = 1 et don a =
1

3
puis 3b− 8a = 0 don 3b =

8

3
et don b =

8

9et en�n 2a− 4b+ 3c = 0 don 3c = −2a + 4b = −
2

3
+

32

9
= −

6

9
+

32

9
=

26

9
et don c =

26

273



don le polyn�me dé�nit par P (t) =
1

3
t2 +

8

9
t+

26

27
est une solution partiulière de E3. Déterminer l'ensemble des solutions de E 0,5 pointl'ensemble des solutions est alors onstitué des fontions qui sont la somme de la solution par-tiulière trouvée et d'une fontion solution de l'équation homogène, de fait :

S =

{

t 7→
1

3
t2 +

8

9
t+

26

27
+ λet + µe3t, (λ, µ) ∈ R

2

}4. L'équation E admet-elle une situation d'équilibre ? 1,5 pointsOn peut failemnet voir que l'équation n'admet pas de situation d'équilibre ar il n'y a pas defontion onstante solution.En e�et si on pose f(x) = k une fontion onstante (k ∈ R)alors f solution⇔ ∀t ∈ R, f ′′(t)−4f ′(t)+3f(t) = t2 ⇔ ∀t ∈ R, 3f(t) = t2 ⇔ ∀t ∈ R, f(t) =
1

3
t2ar on a alors f onstante ⇒ f ′ = 0 et f ′′ = 0or il est impossible qu'une fontion onstante vaille 1

3
t2 (qui n'est pas onstant sur R)Option 2 : on peut aussi remarquer que toutes les solutions ont une limite in�nie quand t tendvers +∞ (+∞ ou −∞ selon les valeurs de λ et µ)or une situation d'équilibre a une limite �nie (ar 'est une fontion onstante).5. Déterminer la solution de E véri�ant y(0) = 0 et y′(0) = 0 2 pointsOn reprend le résultat de la question 3., une solution de E s'érit y(t) = 1

3
t2+

8

9
t+

26

27
+λet+µe3toù (λ, µ) ∈ R

2 don y′(t) =
2

3
t+

8

9
+ λet + 3µe3tdon y(t) = 0⇒

26

27
+ λ+ µ = 0 et y′(t) = 0⇒

8

9
+ λ+ 3µ = 0nous avons don à résoudre le système











λ + µ = −
26

27

λ + 3µ = −
8

9

⇔











λ + µ = −
26

27

2µ = −
8

9
+

26

27
L2 ← L2 − L1

⇔











λ = −
26

27
− µ

2µ = −
24

27
+

26

27

⇔











λ = −
26

27
− µ

2µ =
2

27

⇔











λ = −
26

27
−

1

27
= −1

µ =
1

27don l'unique solution de E véri�ant es onditions est t 7→ y(t) =
1

3
t2 +

8

9
t +

26

27
− et +

1

27
e3t

4


