
Lyée La Pérouse - Kerihen ECG 1 - mathématiques appliquées DS n°7Conours blanMathématiques4 juin 2025Durée : 4 heuresLe devoir omporte quatre exeries et un problèmeCalulatries non autorisées� Les exeries peuvent être traités dans l'ordre souhaité.� De nombreuses questions sont indépendantes, les résultats des questions non traitées peuvent bien sûr être admis.
Exerie 11. On s'intéresse à l'équation di�érentielle E1 : y′(t) = −3y(t) + 4e−3ta. Donner les fontions f dé�nies et dérivables sur R véri�ant l'équation di�érentielle

y′ = −3yb. Montrer que la fontion t 7→ 4te−3t est une solution de l'équation di�érentielle E1. Déterminer toutes les solutions de E1d. Cette équation admet-elle une situation d'équilibre ?2. On s'intéresse à l'équation di�érentielle E2 : y′′ + 5y′ − 6y = 18a. Résoudre l'équation di�érentielle E2b. Déterminer la solution de l'équation di�érentielle E2 véri�ant y(0) = 0 et y′(0) = 1Exerie 2Pour tout entier naturel n, on pose pour tout réel x de [0; 1], gn(x) = ln(1 + e−nx) et In =

∫ 1

0

gn(x)dx1. a. Montrer que ∀x ∈ [0, 1], ∀n ∈ N, gn+1(x) 6 gn(x)b. En déduire que la suite (In)n>0
est déroissante.. Montrer que la suite (In)n>0

est onvergente.2. a. A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n,
In = ln

(

1 + e−n
)

+ n

∫ 1

0

xe−nx

1 + e−nx
dxb. Montrer que ∀n ∈ N, 0 6 In 6 ln

(

1 + e−n
)

+ n

∫ 1

0

xe−nxdx. Pour tout entier naturel n non nul, aluler ∫ 1

0

xe−nxdxd. En déduire lim
n→+∞
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Exerie 3Soit f la fontion dé�nie sur R par f(x) = ex

e2x + 11. a. Démontrer que f est paire sur Rb. Justi�er que f est C
1 sur R, étudier ses variations et ses limites.. Montrer que l'équation f(x) = x admet une unique solution ℓ ∈ R+d. Justi�er que : 0 6 ℓ 6
1

2Données numériques : e 1

2 ≃ 1, 65 et e ≃ 2, 72e. Montrer que : ∀x > 0, |f ′(x)| 6 f(x) et en déduire que : ∀x > 0, |f ′(x)| 6
1

2f. Véri�er que f

([

0,
1

2

])

⊂

[

0,
1

2

]2. On dé�nit la suite (un)n∈N par : u0 = 0 et ∀n ∈ N, un+1 = f(un)a. Montrer que, pour tout n ∈ N, un ∈

[

0,
1

2

]b. Montrer que, pour tout n ∈ N : |un+1 − ℓ| 6
1

2
|un − ℓ| puis que |un − ℓ| 6

1

2n+1. En déduire que la suite (un)n∈N onverge vers ℓ3. Informatique : ave Python,a. érire une fontion f qui prend en entrée un réel x et qui alule f(x)b. en utilisant la fontion f préédente, érire une fontion SuiteU qui prend en entrée un entier positif n et quialule un. en utilisant la fontion SuiteU préédente, érire un programme qui permet d'obtenir une valeur approhée de ℓà 10−6 près ?4. Etude de onvexité de f et représentation graphique.a. Démontrer que f est C
2 et que ∀x ∈ R, f ′′(x) =

ex(1− 6e2x + e4x)

(1 + e2x)3b. Démontrer que le polyn�me P (x) = x4 − 6x2 + 1 admet une unique raine sur [1,+∞[, que l'on notera α. En déduire le signe de f ′′ sur R+, puis déterminer la onvexité et les éventuels points d'in�exions de f sur R+On pourra exprimer les résultats en fontion de αd. On note β = lnα, donner en fontion de β, l'équation de la tangente à Cf au point d'absisse βQuelle est la partiularité de ette tangente ?e. Sans alul, déterminer la onvexité et les éventuels points d'in�exions de f sur R−f. Représenter f graphiquement.Données numériques : β ≃ 0, 88 f(β) ≃ 0, 35 et f ′(β) = −
1

45. Ave Python,a. érire un programme qui représente f sur l'intervalle de votre hoix (on onsidèrera que la fontion f est déjàdé�nie).b. érire un programme qui permette, à l'aide de l'algorithme de dihotomie, de déterminer α ave une préision de
10−3

2



Problème 1Soit n un entier ave n > 2On onsidère une urne ontenant n boules noires et 2 boules blanhes, toutes indisernables.Aline e�etue des tirages suessifs d'une boule sans remise dans l'urne jusqu'à obtenir une boule blanhe.Elle laisse alors la plae à un deuxième joueur, Bob, qui e�etue des tirages suessifs d'une boule ave remise dans l'urnejusqu'à obtenir l'autre boule blanhe.On note X la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules noires tirées par Aline avant de tirer une boule blanhe eton appelle Y la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules noires tirées par Bob avant de tirer la boule blanhe (s'ilne reste plus de boule noire, on a don Y = 0).Par exemple, si n = 9 et que les tirages suessifs ont donné une boule : � noire, blanhe, noire, noire, noire, noire, blanhe �alors :� Aline a e�etué deux tirages, elle a retiré une boule noire puis une boule blanhe de l'urne ;� l'urne ontient maintenant 9 boules : 8 noires et une blanhe ;� Bob a e�etué ensuite inq tirages dans ette urne, il a piohé 4 boules noires qu'il a reposées dans l'urne apès haquetirage puis il a piohé la boule blanhe ;� X vaut 1 et Y vaut 4Pour i ∈ N
∗, on note Bi l'événement � au ième tirage on a obtenu une boule blanhe �.Partie 1 - as partiulier où n = 2On suppose don ii que l'urne ontient initialement 2 boules blanhes et 2 boules noires.1. Exprimer les événements [X = 0], [X = 1], [X = 2] à l'aide des événements B1, B2, B32. En déduire les probabilités des événements : [X = 0], [X = 1], [X = 2]3. En déduire l'espérane et la variane de X4. Montrer que la probabilité de l'événement [Y = 0] est donnée par : P (Y = 0) =

1

25. Pour tout entier i tel que i > 1, déterminer les probabilités suivantes :
P ([X = 0] ∩ [Y = i]), P ([X = 1] ∩ [Y = i]), P ([X = 2] ∩ [Y = i])6. En déduire que pour i ∈ N

∗, P (Y = i) =
1

6

(

1

2

)i

+
1

6

(

2

3

)i7. Que doit valoir +∞
∑

i=0

P (Y = i) ? Véri�er le résultat attendu.8. Montrer que Y admet une espérane, et que E(Y ) =
4

39. On pose Z = Y (Y − 1)a. Déterminer Z(Ω)b. Justi�er que Z admet une espérane, et aluler E(Z)10. En déduire que Y admet un moment d'ordre 2 et que E(Y 2) = 611. Caluler la variane de Y12. Expliquer e que réalise le programme suivant (on détaillera notamment le résultat de son exéution).
import numpy . random as rd

import numpy as np

import matplotlib . pyplot as plt

x=rd. geometric (0.2 ,10000)

n=np.max (x)

y=np.zeros (n)

for i in range (0, 10000) :

j=x[i]

y[j -1]=y[j -1]+1

y=y /10000

a=np. arange (1,n+1 ,1)

z=[(0.8) **i*0.2 for i in range (0,n)]

plt .bar (a,y, width =0.8 , color =’b’)

plt .bar (a,z, width =0.5 , color =’r’)

plt . show () 3



Partie 2 - as généralOn suppose ii que n > 21. Caluler P (X = 0)2. Pour tout k ∈ [[1, n]], exprimer l'événement [X = k] à l'aide des événements Bi3. Pour tout k ∈ [[1, n]], montrer que P (X = k) =
2(n− k + 1)

(n+ 1)(n+ 2)4. Cette formule est-elle enore valable pour k = 0 ?5. a. Caluler Sn =

n
∑

k=0

(n− k)(n− k + 1) grâe au hangement d'indie i = n− kb. En déduire l'espérane E(n−X) de la variable aléatoire n−X. En déduire que E(X) =
n

3Partie 3 - as partiulier où Aline n'obtient pas de boule noireComme dans la partie préédente, n > 2On suppose ii que X = 0, autrement dit que Aline obtient une boule blanhe au premier tirage.On note T la variable aléatoire dé�nie par T = Y + 11. Combien de boules au total ontient l'urne au moment où Bob ommene à jouer ? Combien de boules blanhes ?2. Justi�er que T suit une loi géométrique dont on préisera le paramètre.3. Donner E(T ) et V (T )4. En déduire E(Y ) et V (Y )

Exerie 4Soit M la matrie dé�nie par M =

















1 1 1 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1















1. Soit N la matrie telle que M = I4 +Na. Pour tout n ∈ N, aluler Nnb. Montrer que ∀n ∈ N,Mn = I4 + nN +
n(n− 1)

2
N22. On onsidère maintenant le graphe dont M est la matrie d'adjaene.a. Représenter e graphe.b. En utilisant le ritère de onnexité d'un graphe à partir de sa matrie d'adjaene, déterminer si e graphe estonnexe.. Erire un programme Python qui permet de visualiser le résultat de e ritère.d. Combien existe-t-il de haine(s) de longueur 32 pour aller du sommet 2 au sommet 3 ?
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