ECG 1 - m. appli. Chapitre 20 - Espaces vectoriels et applications linéaires Juin 2025

Objectifs d’apprentissage - A la fin de ce chapitre, je sais :

e montrer qu’un vecteur est (ou n’est pas) une combinaison linéaire d’une famille de vecteurs [J
e démontrer qu’'un ensemble est un sous-espace vectoriel O]
e démontrer qu’'une famille de vecteurs est libre, génératrice ou une base O
e déterminer les caractéristiques d’une appli. linéaire noyau, image, range, matrice associée [

Le concept qui préside a ce chapitre est la linéarité. Depuis le collége, on parle de fonctions linéaires,
par exemple f(z) = 3x. En fait, deux propriétés définissent la linéarité (ici d’une fonction) :
e ladditivité : f(z1 4+ z2) = f(z1) + f(x2), ici c’est le cas car
f(a:l + .I’Q) = 3(1’1 + .I’Q) = 31’1 + 31’2 = f(xl) + f(l’g)
e la proportionnalité : f(Ax) = \f(x) ici c’est le cas car f(Ax) = 3(Ax) = A3z = \f(x)

1 Espaces vectoriels

Définitions et propriétés

Exemples

Définitions : un espace vectoriel est un en-
semble dont les éléments peuvent étre addition-
nés entre eux ou multipliés par un nombre réel, le
résultat de 'opération étant toujours un élément
de I’ensemble.

Autrement dit, F est un espace vectoriel si toute
combinaison linéaire d’éléments de I’ensemble est
toujours un élément de ’ensemble.

Les éléments d’un espace vectoriel sont appelés

vecteurs. Les coefficients réels (A) sont appelés
scalaires.

Les ensembles R, R? R?, ..., R" sont des espaces
vectoriels. En effet (pour R?)

avec X = (z1,x9,73) et Y = (y1,y2,ys) alors

X +Y = AX =

de méme, les ensembles des matrices colonnes
Mo (R), AM51(R), ..., A, 1(R) sont des espaces
vectoriels

Il en existe beaucoup d’autres : I'ensemble des
fonctions paires est un espace vectoriel.

Définition : avec E un espace vectoriel, lorsque
I C E est un espace vectoriel, on dit que F’ est
un sous-espace vectoriel de F

Propriété : si E est un espace vectoriel, alors
I C FE est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement si : @ F' est non vide
oV(z,y) € F*a+yecF
eVAER \reF

F = {(z,0),z € R} est un sous-espace vectoriel
de R?
en effet,

LA méthode officielle pour montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel (sauf cas évident comme
les Vect) : on montre en fait qu'il s’agit d’un sous-espace vectoriel de quelque chose de plus gros.

1. on trouve I’ensemble plus gros

2. on précise que 1’élément nul est dans I’ensemble (qui de fait est non vide)

3. on montre que pour tous x1,xs de 'ensemble et tout A réel Az et x1 + xo sont dans I’ensemble.

Propriété : (0,0,0) est toujours solution d’un systéme linéaire homogéne (donc 1’ensemble
lensemble  des | des solutions est non vide) et par exemple pour (z1,y1,21) et (z2,ys, 22) deux
solutions  d’un t+y+z = 0

A C solutions du systéme
systéme linéaire

homogéne est un
(sous-)  espace
vectoriel

y—z = 0
alors




2 Familles de vecteurs :

base, famille libre, famille génératrice

(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1) forment la base ca-
nonique de R? car tout élément de R® s’écrit
comme une unique combinaison linéaire de
ces 3 vecteurs

Définition : on dit que la famille de vecteurs ! , ! forment une base de .#5;(R) car
(u1,usg, ..., up,) est une base d’un espace vec- 0 1
toriel £ si tout vecteur de £ se décompose | tout élément de .#5(R) s’écrit de maniére unique
de maniére unique sous forme d’une combi-
naison linéaire de (u1,us, ..., u,) Ty (z — y) 1 +y 1

Yy 0 1
Définition on dit que les vecteurs | (5,—2,11) peut s’écrire

(5,—2,11) = 5(1,0,0) — 2(0,1,0) 4 11(0,0, 1)

Remarque : on définit de méme les bases canoniques
pour n’'importe quel espace R" ou ., 1(R)

Propriété : si un espace vectoriel admet une
base de p vecteurs alors tout autre base a p
vecteurs

Les exemples ci-dessus permettent d’affirmer que
toute base de R? a 2 vecteurs, toute base de R® a 3
vecteurs.

Définition : on dit que la famille de vecteurs
(ur,ug, ..., u,) est une famille génératrice
d’un espace vectoriel F si tout vecteur de E
se décompose sous forme d’'une combinaison
linéaire de (uy,usg, ..., up)

Remarque : une base est une famille génératrice.

Exemple : de fait ((1,0), (0,1)) est une famille géné-
ratrice de R?, mais ((1,0), (0, 1), (7, —15)) 'est aussi.

Définition : on dit que la famille de vecteurs
(ug, ug,...,up,) est libre d’un espace vecto-
riel £ si v<)\1, )\2, e )\p) S Rp’

A1u1+-~-+)\pup:0:>v1<; S [[1,p]],)\k:0

Remarque : autrement dit les vecteurs d’une famille
libre ne peuvent pas étre combinaison linéaire les
uns des autres (« il sont libres » car «ils ne sont pas
liés aux autres »).

Propriété : une famille de vecteurs est une
base < la famille est libre et génératrice

Remarque : cela illustre les deux volets de la base,
tout vecteur admet une décomposition (génératrice)
et cette décomposition est unique (libre).

Définition et propriété le sous-espace
vectoriel engendré par une famille de vec-
teurs (uy, ug, ..., u,) est 'ensemble constitué
de toutes les combinaisons linéaires de ces
vecteurs. C’est un espace vectoriel que I'on
note Vect(uy, us, ..., up)

Vect((1,0), (0,1)) =

Vect((1,1), (2,2)) =

LA méthode officelle pour montrer qu’un vecteur est combinaison linéaire d’autres vecteurs, on écrit,

V= T1U] + TolUo + T3us + ...

(cf. exercices 2 et 3), puis on résout le systéme.

Définition : la dimension d’un espace vec-
toriel est le cardinal d’une de ses bases.

R? est de dimension 2, R? est de dimension
R™ est de dimension

Propriété : une famille libre (respectivement
génératrice) a n vecteurs d’un sous-espace
vectoriel de dimension n est une base.

Remarque : dans la pratique, on utilisera le plus sou-
vent cette propriété pour démontrer qu’une famille
est une base.

Définition : le rang d’une famille de vec-
teurs est le maximum du cardinal de ses
sous-familles libres.
Propriété : le rang de la famille
(ur,ug,...,u,) est égal a la dimension
Vect(uy, ug, . .., up)

Avec X = (1,2,-1), Y =(-3,—1,-5) et
Z =(-2,1,—6) alors (X,Y, Z) est de rang




Propriété : les sous-espaces vectoriels de R? sont de
dimension

e 0, c’est alors {0}

e 1, ce sont tous les Vect u ot u # (0,0)

e 2, cest alors R?

Remarque :

comme vu plus haut, dés lors

qu’une famille de deux vecteurs de R? est
libre, elle constitue une base de R?

Ce résultat se généralise & R” (une famille
libre de n vecteurs de R™ en est une base).

3 Applications linéaires

Définitions et propriétés

Exemples

Définition : soit E et F des espaces vectoriels, une
application de E dans F' est dite linéaire si

flaty) = fl@)+ fy)
fQAz) = Af(x)
que 'on peut aussi résumer en

V(z,y) € E*> et VA ER, fAx +y) = Af(z) + f(y)

V(z,y) € E* et YA € R, {

f:

Voir exercices 13.1, 13.2, 14 et 15

Définition : le noyau d’une application linéaire est
I’ensemble des antécédents de 0 par cette application
on le note ker f (avec f Papplication).

R*> — R
(z,y) — z—y
alors f(z,y) =0 <
donc ker f =

soit, f :

Propriété : le noyau et I'image d’une application li-
néaire sont des (sous-) espaces vectoriels.
En particulier 0 € ker f et 0 € Im f

On note Im f I'image

avec ’exemple précédent, on en déduit que
ker f = {(a,),a € R} et Im f sont des
espaces vectoriels.

pour Im f, ce n’est pas un scoop car
Im f =

pour toute matrice M de ., (R), I’ap-

%nJ(R) — «%nJ(R)
X—MX

Propriété :
plication est une application

linéaire.

—4
Avee M = et X =

-1 2 Y

alors

X—>MX = est une applica-

tion linéaire

Définition : le rang d’une matrice A est le rang de
la famille des vecteurs colonnes de la matrice A, on
le note rg(A)

-4 7
rg =
-1 2

car

Propriété : pour une matrice A, rg(A) = rg(*A)

On peut donc étudier indifféremment le
rang des vecteurs colonnes ou celui des vec-
teurs lignes

Théoréme du rang : soit f 'application linéaire défi-
nie par la matrice M € #,(R)
o 1 () = Mo (B)
X —MX
alors dim(ker f) +rg(M) =n

avec ’exemple précédent,
dim(ker f) =
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