
ECG 1 - mathématiques appliquées TD 20 - Espa
es ve
toriels et appli
ations linéaires Juin 2025Espa
es ve
toriels, sous-espa
es ve
torielsExer
i
e 1Soit X =









x1

x2...

xn









∈ Mn,1(R) et Y =









y1
y2...

yn









∈ Mn,1(R)Soit α ∈ R, et β ∈ R1. Démontrer que α(X + Y ) = αX + αY2. Démontrer que α (βX) = (αβ)XExer
i
e 2Soit v1 = 



−1
2
0



, v2 = 



3
−5
−1



, v3 = 



0
1
−2



 et v4 = 



1
−1
1



Montrer que v4 est 
ombinaison linéaire des ve
teurs v1, v2, v3Exer
i
e 3Soit v1 = 



1
−2
3



, v2 = 



−1
2
1



, et v3 = 



3
5
−1



Montrer que v3 n'est pas 
ombinaison linéaire des ve
teurs v1 et v2Exer
i
e 4Déterminer si les ensembles suivants sont des sous-espa
es ve
torielsde M2,1(R) et justi�er la réponse.1. F1 =

{(

x

1

)

; x ∈ R

} 3. F3 =

{(

x

y

)

∈ M2,1(R) | x− 2y = 1

}2. F2 =

{(

x

y

)

∈ M2,1(R) | 3x− y = 0

}

Exer
i
e 5Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espa
es ve
toriels de
M3,1(R)1. F =











x

2x
−x



 ; x ∈ R







2. G =











x

y

z



 | x− y + 2z = 0





Exer
i
e 6Montrer que F est un sous-espa
e ve
toriel de M4,1(R) :

F =























x1

x2

x3

x4









| x1 + x2 − x3 + x4 = 0 et 2x1 + x2 + x3 + 2x4 = 0













Exer
i
e 7Soit u =





2
1
−3



, v =





3
2
−1



, w1 =





1
0
−5



 et w2 =





1
1
2



Montrer que Ve
t(u, v) =Ve
t(w1, w2)BasesExer
i
e 8Soit F =











x1

x2

x3



 ∈ M3,1(R), x1 − x2 + 3x3 = 0





1



Soit u1 =





1
1
0



, et u2 =





−3
0
1



Montrer que (u1, u2) est une base de FExer
i
e 9Soit F =























x1

x2

x3

x4









∈ M4,1(R) |

{

x1 + x2 + x3 + x4 = 0
2x1 + x2 + x3 − x4 = 0













Trouver une base de FExer
i
e 10Soit F =























x1

x2

x3

x4









∈ M4,1(R) | x1 + 2x2 − x3 − 3x4 = 0













Trouver une base de FExer
i
e 11Soit u1 =





1
1
0



, u2 =





1
2
1



, et u3 =





2
3
2



Montrer que la famille (u1, u2, u3) est une base de M3,1(R)Exer
i
e 12Soit F l'ensemble des









x1

x2

x3

x4









∈ M4,1(R) tels que : 


x1 + 2x2 − x4 = 0
x1 − 3x2 + 9x3 = 0

3x1 − 4x2 − x4 + 18x3 = 0Déterminer une base de F

Appli
ations linéairesExer
i
e 13Déterminer, pour les appli
ations suivantes, si elles sont ou non li-néaires, et démontrer la réponse.1. f :

M3,1(R) → M2,1(R)




x

y

z



 7→

(

2x− y + z

x+ y

)

2. g :
M2,1(R) → R
(

x1

x2

)

7→ x1 + 6x2
3. h :

M3,1(R) → M2,1(R)




x

y

z



 7→

(

x2 + y

x+ z

)

Exer
i
e 14Dans 
ha
un des 
as 
i-dessous,(a) Montrer que l'appli
ation f est linéaire.(b) Déterminer le noyau de f et en donner une base.(
) Déterminer Im(f) et en donner une base.(d) Déterminer la matri
e de l'appli
ation f1. f :

M2,1(R) → M3,1(R)
(

x1

x2

)

7→





3x1 − x2

0
−3x1 + x2



2. f :

M3,1(R) → M3,1(R)




x1

x2

x3



 7→





x1 + x2 + 2x3

x2 − x3

x1 + 3x3



3. f :

M3,1(R) → M2,1(R)




x

y

z



 7→

(

y

x− y + z

)

2



Exer
i
e 15Soit f l'appli
ation dé�nie par f :
R

3 → R
3

(x, y, z) 7→ (y, x, z)1. Justi�er que f est une appli
ation linéaire de R
3 dans R3 et dé-terminer ker f et Im f2. Montrer que E

−1(f) = {X ∈ R
3, f(X) = −X} est un espa
eve
toriel et en donner une base e13. Montrer que E1(f) = {X ∈ R

3, f(X) = X} est un espa
e ve
to-riel et en donner une base (e2, e3)4. Montrer que (e1, e2, e3) est une base de R
35. Déterminer la matri
e A qui dé�nit l'appli
ation linéaire de R

3dans R3 égale à f6. Soit B et P les matri
es B =





−1 0 0
0 1 0
0 0 1



 et P =





−1 1 0
1 1 0
0 0 1



Déterminer P−1 puis montrer que A = PBP−1Exer
i
e 16Soit f l'appli
ation dé�nie par f :

M3,1(R) → M3,1(R)




x

y

z



 7→





3x− y + z

2x+ 2z
x− y + 3z



On note B = (e1, e2, e3) la base 
anonique de M3,1(R) et I la matri
eidentité de M3(R)1. Justi�er que f est une appli
ation linéaire de M3,1(R) dans
M3,1(R) et déterminer une matri
e A telle que ∀X ∈
M3,1(R), f(X) = AX

2. Montrer que V = {X ∈ M3,1(R), f(X) = 2X} est un espa
eve
toriel.Justi�er que V possède une base 
onstituée de deux ve
teurs, quel'on notera u1 et u23. On pose u3 = e1 + e2 + e3, montrer que la famille (u1, u2, u3) estune base de M3,1(R)4. Déterminer ker fQue peut-on en déduire pour l'appli
ation f ?5. Déterminer Im f et en donner une base. Que peut-on en déduirepour l'appli
ation f ?Exer
i
e 17 - pour aller un peu plus loinSoit f :

M3,1(R) → M3,1(R)




x

y

z



 7→





x+ 2y + z

x+ y + 3z
x− y



1. Montrer que f est linéaire.2. Déterminer la matri
e A de f dans les bases 
anoniques.3. Montrer que f est bije
tive.4. Déterminer f−15. Déterminer la matri
e B de f−1 dans les bases 
anoniques.6. Cal
uler A−1Que 
onstate-ton ?
3


