ECG 1 - mathématiques appliquées

Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels

Exercice 1

€ U1
X2 Yo
) € Mpi(R)etY = |

Soit X = € M1 (R)

L Yn
Soit « € R, et f € R

1. Démontrer que a(X +Y) = aX +aY
2. Démontrer que o (X) = (af)X

Exercice 2

-1 3 0 1
Soitvi; =\ 2 |,vu=|-5],v3=| 1 |etvyg=|—1
0 -1 -2 1

Montrer que v4 est combinaison linéaire des vecteurs vy, vy, U3

Exercice 3
1 —1 3
Soit vy = | 2|, vu=1| 2 |,etvg=1[ 5
3 1 —1
Montrer que v3 n’est pas combinaison linéaire des vecteurs vy et vy

Exercice 4

Déterminer si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels
de .#51(R) et justifier la réponse.

1. Flz{(f) §xeR} 3. ng{@) E‘//fll(RHx—zy:l}
{@E%,l(ﬂ%)\gx_y:o}

2. Iy
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Exercice 5

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de

M1 (R)

x x

1. F = 2 | sz €R 2. G = y| lze—y+22=0
—x z

Exercice 6

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de .#y1(R) :

|[L’1+ZL’2—ZL’3—|—{L’4:0€t 2[L’1+ZL'2+{L’3+2[L’4:0

Exercice 7

2 3 1 1
Soitu=1[1 J,vo=1 2 |, wi=] 0 Jetwy=1|1
-3 -1 -5 2

Montrer que Vect(u,v) =Vect(w;, ws)

Bases

Exercice 8

T1
Soit F' = To
x3

c %3@(]1%),1’1 — T2 + 31’3 =0



1 -3
Soit Uy = 1 y et Ug = 0
0 1

Montrer que (u,ug) est une base de F

Exercice 9

Soit F'={ | 2 e//a,l(R)\{ pibas e =

21’1+1’2+!L’3—!L’4 =
Trouver une base de F'

Exercice 10

I
T2
xs3
Ly

Soit F' = € %471(]1%) | T+ 2!13'2 — X3 — 3!13'4 =0

Trouver une base de F’

Exercice 11

1 1 2
Soitu1: 1 , Ug = 2 , et ug = 3
0 1 2

Montrer que la famille (u, ug, ug) est une base de .31 (R)

Exercice 12

Soit F' ’ensemble des

il xr1 + 2!13'2 — T4 =

:52 € M1 (R) tels que : T — 3ry + 913 =

;’ 3ry — 4wy — 1wy + 1813 =
4

Déterminer une base de F'

o O

Applications linéaires

Exercice 13

Déterminer, pour les applications suivantes, si elles sont ou non li-

néaires, et démontrer la réponse.

M3 (R) M1 (R) M3 (R
";j 2x—y—|—z ";j
. r+y e
%2 1(R
2.9 (xl) = 21+ 629
T2

Exercice 14

Dans chacun des cas ci-dessous,
(a) Montrer que P’application f est linéaire.

Déterminer le noyau de f et en donner une base.

(b)
(c) Déterminer Im(f) et en donner une base.
(d) Déterminer la matrice de ’application f

%271(]1%) — ,//371(R)
1. f : (.]}'1) R 3:1:10_ )
T2 —3r1 + x4
%371(]1%) — %3,1(]1%)
2. f: 1 T1 + 2o + 223
’ ) T2 — Lo — X3
XT3 T+ 31’3
%3, (R) — %271(R)

1
3. . [° y
(g ~ (m—y+z)

— %21(

a: +vy
x—l—z

)

)



Exercice 15
R - R
z,y,2) — (y,2,2)
1. Justifier que f est une application linéaire de R*® dans R? et dé-
terminer ker f et Im f

2. Montrer que E_(f) = {X € R* f(X) = —X} est un espace
vectoriel et en donner une base ¢e;

3. Montrer que E;(f) = {X € R?, f(X) = X} est un espace vecto-
riel et en donner une base (es, e3)

Soit f I’application définie par f : (

4. Montrer que (e, eg, e3) est une base de R

5. Déterminer la matrice A qui définit Papplication linéaire de R?
dans R? égale & f

-1 00 -1 10
6. Soit Bet Plesmatriccs B=| 0 1 0JetP=]1 1 0
0 01 0 01
Déterminer P~! puis montrer que A = PBP™!
Exercice 16
«//371(R) — %3,1(]1%)
. , .. P ) T 3r—y+=z2
Soit f I’application définie par f : Y N 9% 4 22
z T —y+3z

On note & = (ey, e, e3) la base canonique de .5 1(R) et I la matrice
identité de .Z3(R)
1. Justifier que f est une application linéaire de .#5;(R) dans
M31(R) et déterminer une matrice A telle que VX €
M3, (R), f(X) = AX

2. Montrer que V = {X € #;:(R), f(X) = 2X} est un espace
vectoriel.
Justifier que V' posséde une base constituée de deux vecteurs, que
I’on notera u; et ug

3. On pose uz = e1 + e3 + e3, montrer que la famille (u, us, u3) est
une base de ;1 (R)

4. Déterminer ker f
Que peut-on en déduire pour I'application f 7

5. Déterminer Im f et en donner une base. Que peut-on en déduire
pour l'application f?

Exercice 17 - pour aller un peu plus loin

M3 (R) — M1 (R)
Soit f - 5 — iiiy:é

z -y
1. Montrer que f est linéaire.
2. Déterminer la matrice A de f dans les bases canoniques.
3. Montrer que f est bijective.
4. Déterminer f~*
5. Déterminer la matrice B de f~' dans les bases canoniques.
6. Calculer A™!

Que constate-ton ?



