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[ Feuille d'exercices n°1 - Généralités sur les Fonctions

1 Généralités sur les fonctions

Exercice 1. Domaines de définition
Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

1. f:x—a® -5z . 2z + 6
4. 1:x+—
) N Inx 3r—1
B I S
g 22 | 27 — 8

5. j:x > /224 (n— 1)z —n ol n est un entier
3. h:x— vinz naturel.

2 Continuité, suites implicites

Exercice 2. suite implicite - 1
On définit, pour tout n € N, la fonction f,, par : fn(x) = 2° + nz — 1.

1. Dresser le tableau de variations complet f,, (nb : "complet" signifie "avec les limites").

2. Montrer que pour tout n € N, il existe une unique solution w,, a I'équation f,(z) = 0. Montrer ensuite
que u, > 0.

3. Démontrer que pour tout n € N, fr11(upn) > fnt1(tns1). En déduire que la suite (u,) est décroissante.
4. En déduire que la suite (u,) converge vers une limite £ > 0.

5. En raisonnant par I'absurde, démontrer que ¢ = 0.
) 1
6. Démontrer que pour toutn > 1, — < u, < —.
1+n

7. En déduire que lim Un
n—

+oo

Exercice 3. suite implicite - 2
On définit, pour tout n € N, la fonction f, par: f,(z) = 2" + 2 — 1.

1. Soit n € N*. Démontrer que I'équation f,(x) = 0 admet une unique solution z,, € |0, 1[. Calculer x; et
xZ9.

2. Démontrer que pour tout n > 0, fryi1(xn) < foyi1(xps1). En déduire le sens de variation de la suite

3. Démontrer que la suite (z,,) converge vers une limite £ € |0, 1].

4. En raisonnant par I'absurde, démontrer que £ = 1.

Exercice 4. suite implicite - 3
Pour tout n € N, on considére, la fonction f,, définie sur R, par :

Ve e Ry, fo(z)=e®+nz? 3.

1. Soit n € N. Démontrer que I'équation f,(x) = 0 admet une unique solution «,. Puis prouver que si
n > 0 alors o, €0, 1].

2. Soit n > 0. Démontrer que pour tout € Ry, fr41(x) > fu(x).
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3.
4.
5.

6.

En déduire que la suite () est décroissante.
Démontrer que la suite (a;,) converge vers une limite £ > 0.
On suppose que ¢ > 0. En déduire une contradiction.

Donner la valeur de /.

3 Dérivation et limites

7~

\.

Exercice 5.
Dans chaque cas suivant :

1.

2.

Donner le domaine de définition et de dérivabilité de f sans justifier.
Déterminer la dérivée de f. Vous la factoriserez au maximum.

(Bonus) : Dresser le tableau de variations de f.

fre—axlne 6. f:xr— Ve —2
f:.%'l—>€x2 7.f:x»—>ln(:c2—1)—ln(x2+1>.
. 2 —x
froe (27430 —2)e™. 8. fra (22 43z —2)e "
i 2
f.xr—>ln(:v +1) 9.f:x&—>x+1+ln(x+2).
- z+1
f:mHm 10. (k%) f: x> €"In(sinz).

7

\.

Exercice 6. Justifier proprement qu’une fonction est dérivable

1.

T

Montrer que la fonction f : 2 — e~% — 22 est dérivable sur R, puis calculer f'(x) pour tout = € R.

Montrer que la fonction f : ¢ — — est dérivable sur | — 0o, 0| et sur |0, 1[, puis calculer f'(x)

LA
In(1—¢)
pour tout x €] — oo, 0[U]0, 1].

Montrer que la fonction f : x +— In (\/1 - :L') est dérivable sur | — oo, 1[, puis calculer f'(x) pour tout
x €] —o0o,1[.

_1
t

Montrer que la fonction f: ¢ +— est dérivable sur ]0, 1], puis calculer f/(¢) pour tout ¢ €]0, 1].

e
1-t¢

Montrer que la fonction f : 2 +— z* est dérivable sur R, puis calculer f'(z) pour tout x € RZ.

7~

Exercice 7. Limites
Déterminer les limites suivantes :

1.

lim 3z% —¢* 5 lim
T—+00 T—+00
i 34 6. im 1o
T—+400 I
. 2 3
xllgl+ r"Ilnx +x 7. (%) (inspiré de HEC 2020)

Déterminer la limite a droite et a gauche en 0 de

. 2 3
xll,rfoow Inz+z la fonction u définie par u(t) = te .
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Exercice 8. Composée
1. Soit f:xa?—3z+5etg:a—e”
(a) Donner I'expression de fogetdego f

(b) Donner I'expression de fo fetgog.

1
2. Soit f:ax L—Fl Vérifier que pour tout z € R\ {1}, fo f(z) = x. En déduire f o f o f(x).
T —

Exercice 9. Parité

xT

) . e
1. Démontrer que la fonction f: z —
e* +1

est impaire.

1

. 1
2. Etudier la parité des fonctions f:x— ——— et g:xz —
et +e? (e —e™7)

2

. er )
3. Démontrer que la fonction f: x +— ———— est paire.

(" +1)

Exercice 10. Fonctions périodiques

T 7
1. Démontrer que la fonction u : x > cos (7) est g—périodique.
2. Soit ¢ € RY,.

2t
(a) Démontrer que la fonction v : ¢ — cos (¢) est ¢-périodique.

1
(b) En déduire une fonction 440-périodique.
3. Démontrer que la fonction f: z — C?S((Wx)) est périodique de période 1.
sin(mz

4. Soit f une fonction définie sur R telle que, pour tout réel x, f(z + 1) = —f(x). Démontrer que f est
2-périodique.
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