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Vous serez interrogé sur une ou deux des questions de cours listées ci-dessous. Puis sur un exercice préparé et
enfin un ou plusieurs exercices non préparés. La question de cours doit étre parfaitement sue. L'exercice préparé
doit étre traité correctement également.

1 Exercices préparés et démonstrations

Exercice préparé 1

Enoncer et démontrer la propriété des racines d'un polynéme a coefficients réels.

Exercice préparé 2

Linéariser cos* z. (c'est I'exercice 8 de la feuille d'exercices n°?2).

Exercice préparé 3

Factoriser le polynéme P(X) = 2X3 —3X? + 1.

Pour les avancés (plus de 10 au dernier DST) :

Exercice préparé 4

Simplifier Y} _ cos (k6)

ECS1 - Mathématiques



Lycée Paul Valéry - 2020/2021 Mathématiques - ECS1 - Programme de colle n°2

2 Compétences attendues.

Généralités sur les fonctions

e Savoir déterminer un domaine de définition. Notamment savoir refaire I'exemple 2 du chap. 1 et les questions
2, 3 et 4 de I'exercice 1 de la feuilles d’exercices n° 1.

e Savoir déterminer simplement la limite en +00 ou en —oo d'un polyndme ou d’une fonction rationnelle
(exemples 8 et 9 du chap. 1).

e Savoir calculer une dérivée en utilisant les formules de dérivées. Savoir notamment retrouver les dérivées
I'exercice 5 de la feuilles d'exercices n°1 (sans forcément savoir justifier le domaine de dérivation).

e Savoir effectuer un changement de variables pour calculer une limite. Savoir refaire tous les exemples donnés
en cours :
1. lim, ;- (1 —2)In(1 — z).
2. lim (Inz)*—In(z3) +1

T—+00

. 1
3. lim,_,o+ ze=.

e Savoir utiliser a® = e®™® (si a > 0) pour :

— Savoir Déterminer la limite quand n — +oco de (1 + l)n

— Etudier la fonction f définie sur R% par: Vz € R, f(x) = 2" (Ecricome 1996).
1. Déterminer la limite de f en 0 et en 4o00.

2. Justifier que f est dérivable et la dériver pour étudier ses variations.

e Savoir utiliser les croissances comparées pour calculer des limites. Savoir notamment refaire les exemples
du cours.

Complexes

1. Savoir mettre un complexe sous forme algébrique, savoir notamment appliquer la méthode du conjugué.
2. Savoir déterminer le module et I'argument d'un complexe. Savoir éviter de faire des calculs quand c’est
possible. Savoir mettre sous forme exponentielle et diviser deux formes exponentielles.

3 4

3. Savoir linéariser une expression du genre cos® z ou cos® x en utilisant les formules d'Euler.

4. Savoir manipuler le conjugué dans un calcul.
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3 Questions de cours

Généralités sur les fonctions

1.1. (a) Donner le domaine de définition et le domaine de dérivabilité de = — /.
Réponse attendue : Domaine de def : R, domaine de dérivabilité : R .

(b) Compléter la troisieme colonne des tableaux ci-dessous :

N° fx) f'(x)
1 x5
1 x3
. 2 x3
N f(x) ['(x)
xﬂ
1 nez 3 Vx
1
2 X 4 3
Z
nez x
3 e* 3
5 xz
4 In x
6 1
3
5 cosx
1
6 sinx 7 3
xZ
Réponse attendue :
N° f(x) ['(x)
1 x3 3x2
1 x3 3x%
_ . 2 x3 —3x7*
N f(x) f'x)
Xt et 1 _1 1
3 xT=—_
1 nez nx Vx 2 * 2\x
1
il n 3 31
x x 3 3 5
3 e e 5 = 3.3
1 2
4 In x < ] 1 3
- x3 x*
5 cosx —sinx
1 _3
. 7 2
3
6 sinx cosx s 5
xZ =2
1.2. Compléter la quatrieme colonne des tableaux ci-dessous :
N® Opération Fonction Dérivée
1 Somme u+v
N° Opération Fonction Dérivée
Produit par une i .
2 constante ku 8 Racine carrée Vu
3 Produit uv 9 Exponentielle e
a Puissance ut .
(n €z 10 Logarithme Inu
Inverse d’une 1
5 puissance entiére — 11 Sinus cosu
mez) u
1 .
6 Inverse ” 12 Cosinus sinu
. u
7 Quotient b 13 Composée flw)

Réponse attendue :
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N*® Opération Fonction Dérivée
1 Somme u+tv u +v
N° Opération Fonction Dérivée
Produit par une u'
2 ku ku' 8 Racine carrée Vu —
constante 2vu
3 Produit uv u'v+v'u 9 Exponentielle et u'et
a Puissance un — 10 L ith 1 u’
" ogarithme nu —
mez) u
Inverse d’une .
. N 1 —nu ) s
5 puissance entiére — — T 11 Sinus cosu —u'sinu
mez u u
1 —u' . . ,
6 Inverse 2 e 12 Cosinus sinu ucosu
. u wv—vu
7 Quotient p 5 13 Composée fQuw) u'f'(u)
L4

Fonctions paires et impaires et fonctions T-périodiques

1.3. (a) Donner la définition d'une fonction paire et d'une fonction impaire.
Réponse attendue : def donné dans le cours.
Une fonction peut-elle &tre ni paire ni impaire?
Réponse attendue : Oui. Peut-elle &tre paire et impaire?
Réponse attendue : Oui, c'est alors la fonction nulle.
Donner la propriété de symétrie des courbes des fonctions paires et impaires
Réponse attendue : On attend la proposition 17 du chap. 1.

(b) Donner la définition d'une fonction T-périodique.
Réponse attendue : (repa définition 14 du chap. 1.)

Limites usuelles - limites de suites
1.4. (a) Donner la limite quand n — +oo de (n®) dans le cas & > 0 et a < 0.
Réponse attendue : voir Cours.

(b) Donner la limite quand n — 400 de (¢™) dans selon les valeurs de gq.
Réponse attendue : voir Cours.

(c) Enoncer toutes les limites de croissances comparées des suites.
Réponse attendue :

a 1 B
e Vao >0, VB >0, lim n = 400 et lim (Inn) =0.
n——+00 (h’l TL)B n—+oco né
qTL «
e Vg>1, Va >0, lim — =+ococet lim — =0.
n—+oo N n—+oo g
e Vge|—1,1[, Ya >0, lim ¢"n*=0.
n—-+oo
n 1 B
e Vg>1,¥3>0 Ilim — ieoet lim B _ g
n—+oo (In n)ﬁ nstoo  gn
e Vge|—1,1[, Ya >0, lim ¢" (1nn)ﬁ:0.
n—-+0o00

Croissances comparées de fonctions

1.5. Enoncer toutes les limites de croissance comparée des fonctions vues dans le cours.
Réponse attendue :

. _a . (lnx)ﬁ _
e Vo> 0, V3 > 0, xgrilm )’ 400 et xEr—&{loo o 0.

e Va >0, VneN* lima®(Inz)" =0.
z—0

i A i er
o Va>0, Vy >0, xgrlloo %= =0et lim <5 = +oo.

r—r—+00

e Vn e N* Vv >0, liLI}}maeV”C = 0.

ECS1 - Mathématiques


https://cahier-de-prepa.fr/ecs1-pv/download?id=160
https://cahier-de-prepa.fr/ecs1-pv/download?id=160

Lycée Paul Valéry - 2020/2021 Mathématiques - ECS1 - Programme de colle n°2

e Vv >0, V3 >0, lim £~ =+4ooet lim

(Inz)?
evr

YT

=0.

z—+oo (Inz) 400

Limites de taux d’accroissement

1.6.

Enoncer toutes les limites de taus d’accroissement.
Réponse attendue :

T __
exlzl

lim

z—0

lim 20+2) _ 4

z—0 z

lim S02 — 1

z—0 ¥

tanx =1
T

lim
z—0

Fonction tangente

1.7. (a) Donner la définition de la fonction tan.
Réponse attendue : La fonction tan est définie par : tanx = 22£,
COos T
(b) Donner le domaine de définition de la foncion tan.
Réponse attendue : La fonction tan est définie sur R privé de tous les § + k7 ol k est un entier.
Elle posséde donc un infinité de valeurs interdites qui sont : g 37“ 57” ... et —g, —37”, —57”
Pour les avancés, on attend la réponse suivante :
T
Dtan:R\{2+kW'kf€Z}

(c) Donner les propriété de parité et de périodicité de la fonction tan. Et expliquer ces propriétés.
Réponse attendue : La fonction tan est impaire et m-périodique. Cela signifie que tan(—x) =
—tanx et que tan(z + 7) = tanx (pour x pris dans le domaine de définition).

(d) Donner et démontrer les deux formules de dérivées de la fonction tan.

Réponse attendue : tan'(z) =1+ tan?z = _;—. En effet :
, sinz\’ sin’ xcosx — cos’ xsinx
tan'(z) = = 5
cos T cos? x
_ coswcosw — (—sinz)sinz
N cos?x
B cos? x + sin? x 1
N cos?x ~ cos?x
cos?z  sin’z 9
= 5 + 5— =1+ tan“x
cos’x  cos’w
Complexes

Forme algébrique - partie réelle - partie imaginaire

On n’attends pas que vous donniez la définition de ces trois choses, mais que vous sachiez facilement donner la
forme algébrique de nombres simples (comme dans I'exercice de cours 1 du chap. 2). Il faut savoir aussi donner
la partie réelle ou la partie imaginaire d'un nombre donné.

2.1.

(a) Donner 4 ou 5 imaginaires purs et placez-les dans le plan complexe.

Réponse attendue : Ce que vous voulez tant que ce sont des imaginaires purs! Voir éventuellement
I'exemple 1 du chap. 2.

(b) Donner la forme algébrique de (3 — 74)(2 + 8i), 1, (1 +1)2, (1 +2i)3, i'?

Réponse attendue : Voir la correction de I'exercice de cours 1 du chap. 2.

(c) On pose a =3 — 4i et b =3 — 5i. Donner la forme algébrique de a + ib.

Réponse attendue : Voir la correction de |'exercice de cours 2 du chap. 2.
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2.2. (a) Donner la propriétés de la partie réelle d'une somme/différence/produit par un réel.
Réponse attendue : Pour z,2’ € Cet A€ R. On a:
Re(z + 2') = Re(z) + Re(?’) ; Re(z —2') = Re(z) —Re(z') ; Re(\z) = ARe(z)
Im(z+2)=Im(z)+Im(2") ; Im(z—2)=Im(z) —Im(2) ; Im(\z)=Am(z)
(b) Que peut-on dire de Re(zz')?
Réponse attendue : Rien et surtout pas c'est égal a Re(z) + Re(2/).
(c) Compléter : Re(z1 + 22 + -+ + 2zp) =
Réponse attendue : Re(z; + 22 + - -+ + 2z,) = Re(21) + Re(z2) + - - - + Re(zy)
(d) Réécrire I'égalité ci-dessus avec le symbole X.
n n
Réponse attendue : Re (Z zk> = Z Re(zy)
k=1 k=1
Conjugué
2.3. Compléter les égalités suivantes :

2.4.

2.5.

2.6.

o 2+Z= et donc : Re(z) =
® 2 —Z= et donc : Im (2) =
e zc R

e zciR&

e V2,2 €eCz+72 =
e V2,2 eC,z—7 =
.g:

. S|2750,®:
osiZ#£0, (%)=

° z =

® 2Z =

Réponse attendue :

z+7% = 2Re(z) et donc : Re(z) = 232

z—Z% =2ilm (z) et donc : Im (z) = =

2ER <<= 2—-Z=0 <= 2=7%

z€EI R «— 2472=0 << z2=-2
o V2,2 cCoz+2 =72+7

e V2,2 €eCz—2=z—-7

L]
4
N
N
L
—
ISEI=
—
Il
=

° z =z
e 2Z = Re(2)? + Im (2)?

Ahri 3-5i 14 1+i 1
Donner la forme algébrique de 53¢ . 35 , 1=, 3

Réponse attendue : Voir correction de |'exercice de cours n®3 du chap. 2.

Que peut-on dire des racines d'un polynéme a coefficients réels ?
Réponse attendue : Si P est un polynéme a coefficients réel et que « est une racine de P alors @ est
aussi une racine de P.

On pose o = 1 + i. Vérifier que « est racine du polyndme P défini par P(X) = X3 —5X2 +8X — 6. En
déduire une autre racine.
Réponse attendue : Voir correction de |'exercice de cours n°6 du chap. 2.
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Module et argument

27. (a)

Donner la définition du module d'un complexe z.
Réponse attendue : |z| = Va2 + b2.

Donner l'interprétation géométrique de |z[.
Réponse attendue : C'est la distance entre I'origine du plan complexe et le point image de z. (On
peut aussi dire plus simplement la distance entre z et 0.)

Donner l'interprétation géométrique de |21 — 22].
Réponse attendue : C'est la distance entre z; et 29.
Tracer I'ensemble des complexes z tels que |z| = 2.

Réponse attendue : C'est le cercle de centre I'origine du repére et de rayon 2. Mais il faut I'avoir
compris, ne pas apprendre cette réponse par coeur !

Tracer I'ensemble des complexes z tels que |z —i| = 3.
Réponse attendue : C'est le cercle de centre i et de rayon 3. Mais il faut I'avoir compris, ne pas
apprendre cette réponse par cceur!

2.8. Compléter les égalités suivantes :

(a)

(b)

|2 =
Réponse attendue : |z|? = 2z
i |z2| = ;| &= A ;2 =
ii. Inégalité triangulaire : |z + 2/|
iii. Optionnel : <|lz—2|<
Réponse attendue :
|| 1

/ . Z | —
’ ’ |?|_7| )

1
z

i |22 = |z]]2 = 5 M=l
ii. Inégalité triangulaire : |z + 2/| < |z| + |7/|.

< o= 2| < || + |2/

iii. Optionnel : ’|z! — 7]

2.9. Compléter la propriété suivante du cours : Soient z € C. On a :

(a)
(b)
()
(d)

Module de z et de sa partie réelle :
Module de z et de sa partie imaginaire :
Module de z, Z et —z :

Caractérisation d’un complexe nul par son module z =0 <

Réponse attendue :

2.10. (a)

Module de z et de sa partie réelle : Re(z) < |[Re(2)| < |z].
Module de z et de sa partie imaginaire : Im (z) < [Im (z)| < |z|.
Module de z, Z et —z : |z| = |Z| = |—%].

Caractérisation d’'un complexe nul par son module z =0 <= |z| =0.

Donner la définition de I'argument d'un complexe z # 0.
Réponse attendue : On appelle argument de z tout nombre réel 0 tel que :

On note alors § = Arg(z).

Donner l'interprétation géométrique de arg(z).
Réponse attendue : Faire un schéma indiquant que arg(z) est I'angle orienté allant de la demi-droite
des réels positifs au vecteur d’origine O et d'extrémité z.
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(c) Déterminer un argument des complexes suivants, en évitant si possible des calculs inutiles.
21=V3+3i ; zm=14i ; z=—i ; z24=-5 ; z5=2

Réponse attendue : Voir la correction de |'exercice de cours n°7 du chap. 2. Ne surtout pas
apprendre le résultat par cceur! il faut avoir compris la méthode !

Forme exponentielle d’un complexe.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

Donner la définition de ¢

Réponse attendue : ¢/ = cosf + isiné.
Donner les deux formules d’Euler. ” Y i
Réponse attendue : cosf = # ; sinf = ¢ _2; :
Compléter les égalités ci-dessous :
il 4 =0 — . il _ il
Réponse attendue :
e +e % =9cos(0) ; € —e ¥ =2isin(f) Attention au "i" du 2i!.

Donner les 4 formule d'addition.
Réponse attendue :

=cosacosb+ sinasinbd
=sinacosb + cosasinbd

=sinacosb — cosasinb

Donner les formules de duplication.
Réponse attendue :

_ 2

=cos’a —sin’a

=1-2sin’a

= 2sinacosa
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