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Feuille d’exercices no 3 - Éléments de logique et
démonstrations par récurrence

Exercice 1. (HH) Soit x ∈ R et z ∈ C.
Compléter les propositions par les symboles =⇒ ,⇐= ou ⇐⇒ :

1. x = 3 . . . x2 = 9

2. x = 2π . . . eix = 1

3. ex = 1 . . . x = 0

4. x(x+ 2) = x(2x+ 3) . . . x = −1

5. x2 ≥ 9 . . . x ≥ 3

6. Pour x > 0, ln(x4) = 16 . . . ln(x) = 4.

Exercice 2. (HHH) Soit f une fonction définie sur R.
Traduire à l’aide de quantificateurs les propositions suivantes :

1. f est une fonction constante

2. f n’est pas une fonction constante

3. f est une fonction affine

4. f est paire

5. f est 3-périodique

6. f est périodique

7. f est croissante sur R.

8. 2 possède un antécédent par f .

9. Tout réel y possède un antécédent par f .

Exercice 3. (HH) Soit x un réel.
Traduire à l’aide de quantificateur les propositions suivantes :

1. x est un entier pair

2. x est un entier impair

3. x est un rationnel

4. x est un irrationnel

Exercice 4. (H) Soit I un intervalle de R non vide et f : I → R une fonction à valeurs réelles définie sur I.
Exprimer les négations des propositions suivantes :

1. ∀x ∈ I, f(x) 6= 0

2. ∀y ∈ R, ∃x ∈ I, f(x) = y

3. ∃M ∈ R,∀x ∈ I, |f(x)| ≤M

4. ∀x, y ∈ I, x ≤ y =⇒ f(x) ≤ f(y)

5. ∀x, y ∈ I, f(x) = f(y) =⇒ x = y

6. ∀x ∈ I, f(x) > 0 =⇒ x ≤ 0.

Exercice 5. (I) On considère la suite (un) définie par :

∀n ∈ N, un+1 = 2un − 3 et u0 = 7.

Démontrer par récurrence que :
∀n ∈ N, un = 2n+2 + 3.

Exercice 6. (H) On considère la suite (un) définie par :

∀n ∈ N, un+1 = un + 3n(n+ 1) + 1 et u0 = 0.

1. Conjecturer l’expression de un pour tout n ∈ N.
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2. Démontrez votre conjecture par récurrence.

Exercice 7. (H)
Soit (un)n∈N la suite définie par u0 = 5 et ∀n ≥ 1, un =

(
1 + 2

n

)
un−1 + 6

n .
Démontrer que pour tout entier naturel n, on a : un = 4n2 + 12n+ 5.

Exercice 8. (H)
Démonter par récurrence que pour tout entier naturel n, 3n ≥ 1 + 2n

Exercice 9. (HH)
Soit (un)n∈N la suite définie par u0 = 1

2 et ∀n ∈ N, un+1 = 1
2

(
un + 2

un

)
.

Démontrer que pour tout entier n ≥ 1, un ≥
√

2

Exercice 10. (H) Une suite récurrente linéaire d’ordre 2
Soit (un)n∈N la suite définie par u0 = 2, u1 = 3 et ∀n ∈ N, un+2 = 3un+1 − 2un.
Montrer que, pour tout n ∈ N, un = 1 + 2n.

Exercice 11. (HH) Suite de Fibonacci
Soit (vn)n∈N la suite définie par v0 = 0, v1 = 1 et ∀n ∈ N, vn+2 = vn+1 + vn.
Montrer que, ∀n ≥ 1, vn ≤ 2n−1.

Exercice 12. (HH)
Soit (wn)n∈N la suite définie par w0 = w1 = 1 et ∀n ∈ N, wn+2 = (n+ 1)(wn+1 + wn).
Montrer que, ∀n ∈ N, wn = n!.
On rappelle que n! = 1× 2× 2× · · · × n et que 0! = 1.

Exercice 13. (HHH) Identité de Cassini
On note (Fn)n∈N la suite définie par F0 = 0, F1 = 1 et ∀n ∈ N, Fn+2 = Fn+1 + Fn (suite de Fibonacci).
Montrer que que ∀n ∈ N, FnFn+2 − F 2

n+1 = (−1)n+1.

ECS1 - Mathématiques


