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FEO4 - Quelques corrigés supplémentaires

Correction exercice 13

1. On pose P(n) : « uy, est définie et u, > 0 ».
Initialisation : wug et u; sont bien définies et valent respectivement 1 et 2 donc P(0) et P(1) sont vraies.
Hérédité : soit n € N, on suppose que P(n) et P(n + 1) sont vraies. Montrons que P(n + 2) est vraie.
upUn+1 > 0, par hypothese de récurrence, donc ,/u,u,11 existe bien et est strictement positif, donc 12
est bien définie et u, 2 > 0. P(n + 2) est donc vraie.
Donc, par récurrence, pour tout entier n on a 0 < u, < 2.

2. (a) Soit n € N.

1 1 1 1
Unt2 = In(Upy2) = In (Vuptng1) = 3 In(uptni1) = 5 (Inup +Inwupyq) = 3 Inwu, + 5 In wpiq
= 57)71 + §Un+1
1
= §’Un+1 =+ i'l)n.

Donc (vy,) est bien une suite récurrente linéaire d'ordre 2.

(b) L'équation caractéristique de la suite (v,) est 22 = 1z + 4 ce qui équivaut 3 2% — Jz — 1 =10

2
A= (- - (-) =142t
A > 0 donc il y a deux racines réelles :

VAR I DS NS LV B TS
’,"1: 2 = 2 :7et’r‘2: 2 = 2 :521
Il existe donc deux réels X\ et u tels que :
1 n
Vn € N, vn:)\(—2> +pux1"
1 n
<~ Vn € N, vn:)\(—2> +u
Pour n = 0 et n1, on obtient :
0
v = A(—%) +
1
v = )\(—%) +
In(ug) = A+p
—
{ln(ul) = -+
0 = A+up
<~
{1n(2) = -+
nwo= —A
—
{111(2) = —%)\—)\
wo= =\
<~
{ln(2) =3
wo= =X
‘:){gln(z) Y
2
po= 3In(2)
‘:’{A = Z2m(2)
On a donc, pour tout n € N :
2 \" 2 2 1\"
n=—=In(2)(—= “m2)=:m®@)(1-(-=) ).
=g (-3) + 3 =30 (1- (=) )

et
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Correction exercice 22

1. Soit n € N.

Unto = f(unt1) = f(f(un)) = fo f(un) = 6u, — f(u,) D'aprés la relation (x)

= | 6up — Unt1

2. On reconnait en (uy) une suite récurrente linéaire d'ordre 2. Je passe les calculs, vous savez déterminer
I'expression de (uy) (sinon il faut vous entrainer!!).

. Y *
3. On sait que f est a valeurs dans R* .

Or pour tout n > 1, u, = f(un—1) donc on a u, > 0 pour n > 1.

Supposons par |'absurde que p # 0.

On a u, = pu(—3)" (u){ig;"

Ona lim (%)n = 0 donc

2
n—-+o0o

+1) = p(=3)" (4 x (%2)" +1).
(2) +1=1

n
Donc il existe un rang N a partir duquel (_72) +1>0.
Si ¢t < 0 on considére un entier n > N pair et si i > 0, on considére un entier n > N impair.
n
Dans les deux cas, on a pu(—3)" < 0 et (%2) + 1> 0 et donc u, < 0 ce qui est absurde.

Donc ¢ = 0.

4. On a donc, pour tout n € N, u, = A x 2",

Donc up = A x 20.
Ce qui équivaut a = = .
D’ou

On a donc :

D'ou :

5. On vérifie enfin que :

vn eN, u, =x x 2"

f(x) = fup) =uy = = x 2! = 2z.

f(z) =22

Jof(@) = f(f(x) = f(22) =2 x 2 = 4a.

et que :

6x — f(x) = 62 — 22 = 4.

On a donc bien, pour tout réel x (puisqu'on a choisit un = quelconque) f o f(z) = 6z — f(x).
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