Lycée Paul Valéry - 2019/2020 Mathématiques - ECS1 - Feuille d’exercices n°5
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Feuille d'exercices n°5 - Sommes et produits
Exercice 1. (5%) (Voir la correction ici) Calculer les sommes suivantes :
10 10 n+1 n—1 n+-2
1. S=3%Yk 3. A= Yk 5. B= 3 7.C=3>k 9. D= )
k=1 k=3 k=1 k=1 k=5
10 10 n+1 n—1 2n
2. 5= Kk? 4. a= Y k? 6. b= > k2 8. c= Y Kk? 10. E= Y k
k=1 k=3 k=1 k=1 k=n
Exercice 2. (5%) (Voir la correction ici) Calculer les sommes suivantes :
10 n 2n 2n
lLa= > 2 3. A=Y (—4)F 5. D=5 3* 7.0=% %
k=0 k=0 k=n k=n
n 2n n
2. A=Y 3k 4. A= 3F 6. B= Y. 5%
| k=4 k=0 k=0
Exercice 3. (%) (Voir la correction ici)
Ecrire 3 I'aide du symbole 3~ les expressions suivantes
1344354364, 4315 3u+
244243444+ 20 4.2—4—-6—-8+...450
Exercice 4. (%)
Calculer les sommes suivantes, ou n et m sont des entiers donnés :
10 10 L .9
1. A= 5 1—5k+3k? 2. B=Y 28 —6+2k 3.0:214z+z—2
k=1 k=1 i=
7 2n moo.
4. 8=33i—2 5. T=3 k(1—k) 6. (k) U= 27!
i=2 k=n J=1
m n
7. (KXx) V=3 312k 8. (hk) W =3 eft!
j=1 =0
Indications : Pour T : développer k(k — 1). Pour U : 2071 =27 x 2.
Exercice 5. Quelques sommes pour s’entrainer... (Voir la correction ici)
Calculer les sommes suivantes
11 125 11 11
LY k 2.3k 3.) 4. > (3+5k)
k=5 k=9 k=5 k=5
11 ok 125 11 ok+1 11 ok
2 48 2 3
5. Z ? 6. Z 27 7. Z F 8. Z 2@
k=5 k=3 k=5 k=5
n n n 2012
9. > (2k+1) 10. ) (-1)F 11. ) 5% 2. 3 7
i1 =1 k=1 k=823
n n n 9 1
2 k| 1.2 2
13. ) k(2k* —1) 14. ) 2"+ K +2) 15. Y (6k* +4k+1) 16, Y o
k=1 k=0 k=1 k=1
. gk k21 k-1
17. Y — 18. Y ¢ 19. ) 20. >
o A i (22) o kAl = k-l
Indication pour le 18 : voir I'exercice ?7.
Indication pour le 19 : écrire le 1 comme k + 3 — (k + 2).
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Exercice 6. (%)

Corriger les erreurs dans la correction de I'exercice suivant
Enoncé :

Mathématiques - ECS1 - Feuille d'exercices n°5

Calculer les sommes suivantes

n
1. Soitn>1:)» 3~

2n " o1
2. SoitnzO:ZSk. 3. Soitn20:24—k
k=1 k=0 k=0
Correction
= 1-3" 3"—1
1LY 3F= =
Pt 1-3 2
2n 2 2
1-5" 5" -1
2. ) 5k = =
Pt 1-5 4
"1 1 1 3
D DY et = U T
k=0 Z 4k5 1-4
k=0
Exercice 7. (%) Nouvelle preuve de la somme des & et des k3
n
Soit n € N. On pose S = > k

1. En effectuant le changement d'indice k' = n — k, démontrer que S = n(n + 1)
2. Retrouver alors la valeur de S

-5

n
3. Reprendre la méme démarche pour retrouver . k3. La démarche fonctionne-t-elle pour > k27
k=1

k=1
Exercice 8. (*) Nouvelle preuve de la somme des k?

k=0

.

On note § = Z k2. Calculer de deux maniéres la somme Z (k+1)3

— k2 et en déduire S.
On a donc démontré d’une autre maniére la formule déja demontree a l'exercice 7?7
Exercice 9. (%)

\.

Reprendre la méthode de I'exercice précédent pour retrouver la formule de > &3

n

k=0
Exercice 10. Des sommes télescopiques
Calculer les sommes suivantes
n n+1
L (%) A Z 1+k k% 2. (k) B= Y eF — bt
k=1 k=0
3n n
3. (%) C = cos (%w) _COS((REUW) 4. (¥k) D = 21 % — o7 (Ecricome 2013)
k=2 =
2 k1 k
5. (***) E= kz (p+1) - (p+1)
=p
Exercice 11. (% %) Des télescopages cachés
Calculer les sommes suivantes a I'aide d'un télescopage que vous ferrez apparaitre
n

_ 1 _
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Exercice 12. (%) Manipulation de factorielles (\Voir la correction ici)
Simplifier les expressions suivantes :

(n+3)! 2. L
1. (n+1)!—n! 2 (ZH)! 3. (7?+1)! ~nl 4. UZH oUl iy = !ab2”

Exercice 13. (%%) (Voir la correction ici)

Soit n > 1. On pose
2X4X---X2n

3XHxX X (2n+1)

q =
Les deux questions peuvent étre traitée de maniére indépendante.
1. Ecrire ¢ a 'aide du symbole ]].

2. Ecrire ¢ a I'aide de factorielles.

Exercice 14. (%) (Voir la correction ici) Soit n > 1 et x €]0, 27[. Calculez les sommes suivantes :

L (%) 35 ()3t 5. (k) > (1) G
k=1 k=0
2 (%) ¥ ()& 6. (%%) 3 (1 )2*
=1 k=1
n n n—1
3. (%) 2 (=D*() 7. (Fkxk) k§2(z:§)3k
4. (Kk) kzl (})cosz (pensez que cosz = 8. (k%) kzijl (1)K (pensez au comité-président...)

Re(e™)...)

~

Exercice 15. (%%) Divergence de la série harmonique
On note, pour tout entier n > 0 :
n

k=1

| =

1. Montrer que (H,), o~ est croissante.
Quels sont alors les comportements asymptotiques possibles pour la suite (Hp),,cp- 7

2. Montrer que :

l\DM—t

VnGN*, H2n_H 2

3. En déduire, en raisonnant par |'absurde, que lim H, = +4oc0.
n—+oo

Exercice 16. Encadrement d’'une somme
n

* _ 1
On note, pour tout n € N*, S, = ];::0 T

1. Montrer que pour tout n € N*, 2L < g < ntl

2. En déduire la limite de (S,,).

Exercice 17. (%%%) Convergence de la série harmonique alternée On note, pour tout entier n > 0 :

1. Démontrer que les suites extraites (52, )nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes.

2. Conclure.
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1 Solutions

Exercice 1 - Correction. (retour a I'exercice 1)
10
1. S=> k=55
k=1

10
2. 5= > k*?=1385
k=1

10
3.A=3 k=52
k=3

10 10 3
b.oa=Y k2= kK- Y k=38 —-(1+4+9) =371
k=3 k=1 k=1

n+1

5. B= ) k={ntlnt2)
k=1

6. b ”il j2 — (0D (nt2)(2n+3)
k=1 6
nl (n—1)n
7.0=% k=
k=1

8 oo ”il 12 — (n=Dn(2n-1)
k=1 0

n+2 n+2 4
— - _ (n42)(n+3)  4x5 _ n?45n—14 _ (n—=2)(n+7)
9. D= k=3 k- k=5 —-2= 5 = 5
k=5 k=1 k=1
On obtient la derniére factorisation en calculant les racines du trinéme x2 + 5x — 14.

0. E=S b= h-S k= n(@nil) _ (nbn _ 3n’4+3n _ Sn(ntl)
k=n k=1 k=1

Exercice 2 - Correction. (retour a I'exercice 2)

10 1— 211
=0 1-2
n 34 _ 3n+1 3n+1 _ 34 3n+1 _ 34 3n+1 _ 34
2. A=Y 3k = - -
= 1-3 3-1 2 2
n 1— (_4)n+1 1— (_4)n+1
kZ::o( ) 1—(—4) 5
m 1— 2n+41 2n+1 __ 1 2n+1 _ 1
PR SF VR k. S - 2
= 1-3 3-1 2
2n 3n _ 32n+1 32n+1 _3n 3n 3n+1 -1
5. D=5 3k= - _| e =D
= 1-3 2 2
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1 1
anl 1— 2n+1

n n k n 1 — 25n+1
6. B=Y 5= (5°)" =Y 25F = ————
k=0 k=0 k=0 1-25
c=% =3
7. = — =
k:nzk k=n

25n+1 -1
24

Exercice 3 - Correction. (retour a I'exercice 3)
Ecrire a I'aide du symbole )" les expressions suivantes

1. 34T535+36+”'+315
— j{: 3k
k=4

1 2 3 4 10
2. §+Z+g+m+...+m

2 3 n
But+G+H .+
nk
:Z&
k:lk
+ 50

4. 2-44+6-8+...
25

-3 a = (—1)*2k
| k=1 k=1
Exercice 5 - Correction. (retour a I'exercice 5)
11
LY k
k=5
11 11 4
11x12 4x5
P e A . = — = — =
remiere méthode : » " k=> k—Y k 5 5 =96
k=5 k=1 k=1
11 11 11
Deuxieme méthode : 22 k= Z k + 216 — ¢ (on fait le changement d'indice ¢ = 16 — k). Ainsi
k=5 k=5 (=5
11 11 11
2> k=) 16=7x16. On en déduit que Y k=7 x 8 =56
k=5 k=5 k=5
125
2. >k
k=9
125
125 x 126 8 x 9
De la méme maniere, on obtient Z k= x _ 2
b 2 2

11
3. ZZE
i=5

11
Comme la somme est sur k, on peut sortir = et on obtient Zx =Tz
i=5
11
4, Z(B + 5k)
k=5
11 11 11 11
On découpe la somme en deux : Z(3+5k) = 23+Z5k:3 X745 X Zk: =21+5x56 =301
k=5 k=5 k=5 k=5
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

125

D

k=3

125

—482

11 2k+1

48
2k

k=5
znz(%—i-l)
Xn:(2k‘+1):2zn:k‘+zn:1:n(n+l)+n:

k=1 k=1

- -

— (=)™ [0 sin est pair
1 si n est impair

& (25 — (25)"*!

k
225 1-25

» 7T=7x(2012 - 823+ 1) = 8330
k=823

k(2K* — 1)

M=

B
Il
—

n
1
k(2k2 — 1) = "+ )

n(n + 2)

nn+1)(n?+n—1)

M:

e
Il
—

(28 + k2 4 2)

M=

e
i
o

1— 2n+1

nn+1)
2_2%3 Z 5 = 5

nn+1)(2n+1)

2F + k24 2) =

M=

k 2
22 +Zk +Z2_ —

iy
=)

(6k* + 4k + 1)

1104

e
Il
—

k=1 k=1 k=1

(6> +4k+1)=6> kK +4> k+> l=n(n+1)2n+1)+2n(n+1)+n=

5 +2(n+1)

n((n+1)(2n+3)+1)
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17. Z@

18. 3 In <1+ )
) ~ Y (T) :kz:ln(k:—l—l) ik =In(n+1) — In(1) = In(n + 1)

n 1
19> GrOtTd

i;_iHB_—M_iL_L_E_L (télescopage)
S k+2)(k+3) & (h+2)(k+3) “k+2 k+3 2 n+3 Pog
"2k +3
20. Zln( )
prr 2k +1
" /2k+3 u = y
S In () = In(2k+3) —In(2k + 1) = > ugy1 — up ob ux = In(2k + 1). On a donc un
2k +1
k=0 k=0 k=0
télescopage.
L 2k +3
S (2“1) — In(2n +3) — In(1) = In(2n + 3)

1. (n+1)!—n!
m+1)!—nl=Mnm+1)n! —nl=nxn!
(n+3)!

2. (or1)

+3)!
) = (n+3)(n+2)
+2 1
3 (:+1)' ol
n+2 1 _ n+2—(ntl) _ 1
(n+1)! n! 7 (n+1)! T (n4D)!
4. “EL ol uy, = s
a”t! % nb?n a
(n+1)1p2(n+1) a® T (nt1)b?

Exercice 13 - Correction. (retour a I'exercice 13)
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1. Ona:

On peut aussi écrire :

q:

11 2k
k=1
q: n *
1T (2k + 1)
k=1
2 4 m nook
1=375x 2n—|—1_H2k+1

(2x1)x(2x2)x(2x3)x---x(2xn)

3xHx--x(2n+1)

n facteurs n!

2X2X - X2X1X2X3X---Xn
3XxHx--x(2n+1)
2™ x n!
Ixbhx--x(2n+1)
2" X 2 x4 X -+ X 2n
:3><5><--~><(2n+1)><2><4><~--><2n

déja calculé plus haut

2"nl X 2 x4 XX 2n

2x3x4x5x---x2nx(2n+1)
2"n! x 2™n!

(2n+1)!
(22 (n})?

(2n +1)!

221 (n!)?
(2n+1)!

Exercice 14 - Correction. (retour a I'exercice 14)

n
On pose j =k — 1, on obtient >~

1SS (ML
kzz:l(k)gk
oy 1o sy 11 (4"
203 = X MF-1=(3) -1
2. 3 (s
P k 3kt
n m (=1 n—k n n n—k 14 "
kgo(k)( 3k)+1 = %kgo(k 3)k = G 3 )
PSCINH
S =01 =0
n—1
4. n—1yok
k:l(k_l)

2

J=0

. n—1 .
(n;1)2j+1 —9 (Z (n;1)2] _ 2n1> — 2(37171 _ 2n71)
j=0
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	Solutions

