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Matrices a coefficients réels ou complexes

Dans tout ce chapitre, K désignera R ou C.

1 Matrices rectangulaires

1.1 Définitions

Définition 1. (Matrice rectangulaire)
Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficient dans K tout tableau d'éléments de K comportant n
lignes et p colonnes :

a; ; est le coefficient situé a la i-iéme ligne et a la j-iéme colonne.

a1 a2

a1 Ao
A=

a1 Gip

an,1  0an,2

(1/17.7
a2.j

@i,

an 7j

ai,p
az,p

An,n

An,n

On la note aussi A = (a;j)1<i<n €t on dit que a; ; est le terme (ou coefficient) d'indice (4, j) de A.

Remarque. On dit aussi que A est une matrice (n,p) ou une matrice de taille (n,p)

1<j<p

Remarque. Voici la facon de créer une matrice avec Scilab :

-S> A=J1 2 -1 = 0O -

i

(=]
W O "
. . . .

o8 I S

gk

Exemple 1.

2 — . .
0 o | estune matrice de taille
2
o2
0 est une matrice de taille
2019
ir/4 | est une matrice de taille
e

2 0 —5) est une matrice de taille
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4 Matrices a coefficients réels ou complexes

o F = est une matrice de taille

Définition 2. (Notation M, ,(K))
L'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes est noté M,, ,,(K). Et donc :

e M, ,(K) est I'ensemble des matrices ...

o M, ,(K) est I'ensemble des matrices ...
Remarque : M,, ,(K) se note plus simplement M,,(K)

e M ,(K) est I'ensemble des matrices ...

e M, 1(K) est I'ensemble des matrices ...

Exemple 2.
On considére les matrices suivantes :
-5 10 -3 O
A=|7 1 =« 6
-1 2 4 =3
A€ , Q14 = , 023 = , az2 =
) 10
7 1
5= -1 2
4 —3+44
B e , bia= , ba1= , bzo=

Définition 3. (Matrice nulle de taille (n,p))
On appelle matrice nulle de M,, ,(K) la matrice dont tous les coefficients sont nuls. On la note 0, ,, ou tout
simplement 0 quand il n'y a pas d’ambiguité.

Exemple 3.

023 =
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Matrices a coefficients réels ou complexes

Remarque. Voici la facon de créer une matrice nulle avec Scilab :

--> zeros(3,2)

1.2 Somme de matrices et multiplication par un scalaire

1.2.1 Addition de matrices de méme taille

Définition 4. (Addition de matrices de M,, ,(K))

Soient A et B deux matrices de M, ,(K). On appelle somme de A et B la matrice de M,, ,(K) notée A+ B
définie par :

A+ B= (Cz’,j)lgign ou Cij = Qij + bm’ pour tout 7 € IIl,n]] et j € [[l,p]]
1<j<p

Exemple 4.
1 4 3 1
o [3 2|+ [-3 T |=
0 2 6 -5
9 14
° <I g) +124 5| =
3 6

1.2.2 Multiplication par un scalaire

Définition 5. (Multiplication par un scalaire)

Soient A € M, ,(K) et A € K.
On définit la matrice A - A (ou A X A, ou plus simplement AA) par :

A+ A= (Aaij)i<i<n
155<p

Exemple 5.

A 1
Attention ! On n’écrit jamais A x A, ni 3 ! La division par A se fera en multipliant par Y
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6 Matrices a coefficients réels ou complexes

1.2.3 Propriétés de calcul

Proposition 1. (Propriétés de calcul) (admis)
Soient A, B, C trois éléments de M,, ,(K) et X et 1 deux éléments de K.

1. A+ B= : 0+A= ; A+ (-4)=
2. A+ pA= i MA+B)= ;o ApAd) =
3.0 A =0 <—

On retrouve donc exactement les mémes regles de calcul qu’avec les vecteurs!

1.3 Produit de deux matrices compatibles

Définition 6. (Produit de deux matrices)
Soient n, p et m trois entiers non nuls. Soient A € M,, ,(K) et B € M,, ,,,(K).
On appelle alors produit de A par B la matrice de M, ,,(K) notée AB ou A x B définie par :

p
A x B = (cij)1gisn OU,Vi € [L,n],Vj € [I,m], cij =aiibij+aigbaj+ -+ aiphpj =D aikbr;

1<55<m =]
Explication :

e Pour savoir si le produit est possible, on regarde la taille des matrices : (n,p) x (p,m) — (n,m). |l faut
que les indices au milieu soient les méme, puis les indices extérieurs donnent la taille de la matrice finale.

e Pour calculer le coefficient a la i-ieme ligne et a la j-ieme colonne du produit, on multiplie la i-ieme ligne
de la premiére matrice avec la j-ieme colonne de la seconde comme un produit scalaire de deux vecteurs :

b1
i1 Ai2 ... Qip | X b2] = Ci j
bp?-]
Exemple 6.
1 2 -1
o 1 1| (L1
x|-=-3 1| =
1 -2 0 1 o
2 0 3
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Matrices a coefficients réels ou complexes 7

Remarque. Si on essaie d'intervertir les deux matrices ci-dessus :

1 2 -1
- 0 1 -1
-3 1| x P
L9 1 -2 0
2 0 3

Exercice de cours 1.
Calculer AB et BA si c'est possible.

11 1 -1
1.A—<0 0>etB—<_2 2)

11
2.A=10 0 etB:<_22 _33>
9 _1
1 -1 0
12 -1 0 1 0 1
3 4=15 0 o —3)etB‘ 0 0 -3
1 -5 1

~
o

Il

~— N
O =

O =

~_

[0}

I —
oy

Il

|

wl\?

oo |

w

~

Remarque. Pour multiplier deux matrices a la main, il vaut donc mieux les écrire I'une a coté de I'autre.

Exercice de cours 2.
Calculer AC et BC'. Que remarque-t-on ?

Y ey e
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8 Matrices a coefficients réels ou complexes

Définition 7. (Matrices qui commutent)
On dit que deux matrices A et B commutent si :

Exercice de cours 3.
Vérifier que les matrices A et B définies ci-dessous commutent.

=) e 3

Proposition 2. (Propriétés de calcul) (admis)
Soient A, B et C' des matrices de taille adéquate et A € K.

1. (AB)C =
2. \(AB) =
3. (A+B)C = et C(A+ B) =

1.4 Transposée d’'une matrice

Définition 8. (Transposée d’une matrice)

Soit A = (aij)1<i<n € My p(K). On appelle matrice transposée de A la matrice notée ‘A de M, ,(K) dont le
1<j<p
terme d'indice (k, /) est ayy,

a1 ai2 ... Qaip ail a1 ... Gpl

az1 az2 ... Qa2p a12 a2 ... app2
A= i et A= i i

an1 QAp2 ... Qpp alp A2p ... Qpp

La i-eme ligne de A est en fait la i-eme colonne de “A.

Exemple 7.

Posons A = <4 5 6

L2 3).Alors:tA:

Proposition 3. (Transposée et calculs) (admis) Soient A et B deux matrices de M,, ,(K) et A € K. Alors :
1. (‘A+B) = 3. {0\A) =
2. (*A) = 4. (AB) =

Attention ! La derniére de ces égalités est tres importante !
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Matrices a coefficients réels ou complexes 9

2 Matrices carrées
2.1 Définition

On a déja défini les matrices carrées comme étant les matrices ayant autant de lignes que de colonnes. Ce sont
les seules matrices que |'on peut multiplier par elles mémes.

Proposition 4. (Mise au carré d’'une matrice) (admis) Soit A € M,, ,(K).

AA existe si et seulement si n = p.

On note alors : AA = A%. Autrement dit : seules les matrices carrées peuvent s'élever au carré...

Définition 9. (Diagonale d’une matrice carrée)
On appelle diagonale d'une matrice carrée A = (a;;)1<i j<n les coefficients

Remarque. sur Scilab, on peut facilement récupérer la diagonale d'une matrice carrée :

-—> A

]

w M

2.2 Matrice identité et puissances d’une matrice carrée
2.2.1 Matrice identité

Définition 10. (Matrice identité)
La matrice identité (ou unité) de M,,(K) est la matrice avec des 1 sur toute sa diagonale et des 0 ailleurs. On

la note I, :
1 0 0

I, = 0 1
S_—
0 0 1

Proposition 5. (Propriété fondamentale de I,,) (admis)
Pour toute matrice A € M,,(K), on a:
AL, =1,A=A.

Autrement dit : la matrice I, a pour les matrices carrées d'ordre n le méme réle que le 1 pour la multiplication
des nombres. D’ou son autre nom de matrice unité.
En particulier : la matrice unité commute avec toutes les matrices de M,,(K).
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10 Matrices a coefficients réels ou complexes

Remarque. sur Scilab, on peut facilement créer la matrice identité :

--> eye(6,6)

ans =
1. 0 0. 0. 0. 0
0. 1 0. 0. 0. 0
0. 0 l. 0. 0. 0
0. 0 0. 1. 0. 0
0. 0 0. 0. l. 0
0. 0 0. 0. 0. 1

2.2.2 Puissances d’une matrice carrée

Définition 11. (Puissances d’'une matrice carrée)
Soit A € M,,(K) et k un entier naturel. On définit :

.A0=I’ny
oAk=:4><A><---><4.

k}gis

Exercice de cours 4.

) (-1 41
Calculer A avec A = ( 9 3 )

2.2.3 Formule du bindme de Newton

Proposition 6. (Formule du bindme pour les matrices) (admis)
Soient A et B deux matrices de M,,(K) telle que AB = BA. On a, pour tout entier n >0 :
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Matrices a coefficients réels ou complexes 11

Exercice de cours 5.
2 1 0

Posons A=]10 2 1
0 0 2

1. Déterminer la matrice N telle que A = N + 213.
2. Vérifier que N = 0 (on dit que N est nilpotente).

3. En déduire A" pour tout entier naturel n.

2.3 Matrices carrées particulieres
2.3.1 matrices diagonales

Définition 12. (Matrices diagonales)
On appelle matrice diagonale d’ordre n une matrice de la forme :

dig O 0
D 0 dao2
0
0 0 dun

ol les coefficients d; ; peuvent éventuellement étre nuls.

Les matrices diagonales sont trés faciles multiplier entre elles, ce qui les rends, entre autre, particulierement
intéressantes :

Proposition 7. (Produit de matrices diagonales) (admis)

Le produit de deux matrices diagonales est une matrice diagonale. Plus précisément, si :

D1: 0 )\2 ’ D2: 0 e
S (] R (|
0O ... 0 X\, 0 ... 0 puy
Alors :
DDy =

Attention ! |l n'y a que dans le cas de matrices diagonales qu'on peut multiplier coefficient a coefficient !

On en déduit immédiatement les deux résultat suivants :

Proposition 8. (Commutation des matrices diagonales) (admis)
Soient Dy et Dy deux matrices diagonales de méme ordre. On a alors D1 Dy = Do D;.
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12 Matrices a coefficients réels ou complexes

Proposition 9. (Puissances d’une matrice diagonale) (admis)
Soit D une matrice diagonale d’ordre n a coefficients dans K :

diy 0 0
D 0 dap
0
0 0 dnn
On a alors, pour tout k € N :
DF =

Exercice de cours 6.
Calculer AB et BA, A? et B avec A et B définies par

1 0 0 —30 0
A=10 -3 0 ., B=|0 20
0 0 2 0 05

2.3.2 Matrices triangulaires

Définition 13. (Matrices triangulaires supérieures et inférieures)
Une matrice carrée T' = (t;;)1<i,j<n est dite triangulaire supérieure (resp. inférieure) lorsque t; ; = 0 des que
i>j (resp. i <j).

t11 tia ... tin tia 0 ... 0
t : tag t :
T = 0 2,2 (resp.T = 2.,1 2,2 )
5 . tn—l,n o . 0
0 ... 0 tnn thi - tan—1 tan

Proposition 10. (Produit de matrices triangulaires) (admis)
Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est une matrice triangulaire supérieure
(resp. inférieure), dont la diagonale est le produit terme a terme des diagonales des matrices de départ.

Exemple 8.
2 0 3 1 2 3
A=10 1 -1 ; B=10 4 5| = AB=
0 0 -2 0 0 6
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Matrices a coefficients réels ou complexes 13

2.3.3 Matrices symétriques et antisymétriques

Définition 14. (Matrices symétrique et antisymétriques)
Une matrice A € M,,(K) est dite symétrique si Vi,j € [1,n; ,] a;; = a;;. Autrement dit si A=A
Elle est dite antisymétrique si Vi,j € [1,n ; ,] a;; = —a;,;. Autrement dit si fA=—A.

Exemple 9.
1 2 3
e |2 mw —4| est une matrice
3 —4 0
0 2 3
e | —2 0 O] est une matrice
-3 0 0

Remarque. La diagonale d'une matrice antisymétrique est toujours nulle.

2.4 Matrices carrées inversibles

2.4.1 Définition

Dans R (ou dans C) I'inverse d'un nombre z # 0 est le nombre y tel que zy = 1. On le note y = 2. On
définit exactement de la méme maniére l'inverse d'une matrice. Mais, alors que dans R et C tout nombre non
nul possede un inverse, il n'en n'est pas de méme dans M,,(K) :

Définition 15. (matrice inversible, inverse d’une matrice, ensemble des matrices inversibles)

Soit A € M,,(K). A est dite inversible si il existe une matrice B € M,,(K), telle que AB = BA = I,.

Dans ce cas, on peut prouver que B est unique, on I'appelle alors inverse de A et on la note A~!. On a donc
toujours : AA™! = A7'A = I,,. L’ensemble des matrices inversibles de M,,(K) se note GL,(K)

Proposition 11. (L’inverse a gauche est toujours I'inverse a droite et réciproquement) (admis)
Soient A € M,,(K) et B € M,,(K).
Si AB =1, alors BA = 1I,.

Conclusion : pour démontrer que A et B sont inverses |'une de |'autre, il suffit de vérifier que AB = I,,, inutile
alors de calculer BA.

Exemple 10.

A=

SEENE)

2
1
1

N~ N
Sy
I
[y
=)
|
[y

Montrons que A est inversible et que A~! = B.
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14 Matrices a coefficients réels ou complexes

2.4.2 Inversibilité et inverse dans M;(K)

Proposition 12. (Inversibilité et inverse dans M5 (K)) (admis)

a b ) . . .
A= (C d) est inversible si et seulement si

Dans ce cas, on a :
A7l =

Exercice de cours 7.
Dans chaque cas, déterminer si A est inversible et calculer son inverse le cas échéant.

1 V2
Lo ()

1 2
a3 )

cosf) —sind
3.C= <sin9 COSG>'

2.4.3 Inversibilité des matrices diagonales et triangulaires.

Proposition 13. (Inversibilité et inverse des matrices diagonales) (admis)
Une matrice diagonale est inversible si et seulement si aucun de de ses coefficients diagonaux n’est nul.

Dans ce cas, on a :

dii 0 0\ [dii o0 0
0 d272 . 0 di%
: : .0 : ) .0
0 ... 0 dun 0 ... 0 d,,

Proposition 14. (Inversibilité et inverse des matrices triangulaire) (admis)
Une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) est inversible si et seulement si aucun de de ses coefficients

diagonaux n’est nul.
Dans ce cas, son inverse est une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) dont les coefficients diagonaux

sont les inverses des coefficients diagonaux de départ

Exemple 11.

S O O N
oWl OoO O
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2.4.4 Inverse et opérations

Proposition 15. (Inverse et opérations) (admis)
Soient A et B deux matrices de GL,(K). Alors :

o A~! est inversible et (A_l)il — o AB est inversible et (AB)™! =
1
e ' A est inversible et (tA> =

2.4.5 Détermination a partir d’'un polynéme annulateur

Exemple 12. (Voir la correction)
Soit A € M, (K) telle que A% 4 34 + 2I,, = 0. (On dit que le polyndme X2 + 3X + 2 annule A).
Montrons que A est inversible et donnons son inverse.

Attention ! Quand on factorise par A un terme de la forme A4, on obtient A(\L,).

Exercice de cours 8.
Soit A € M, (K) telle que A% +2A4% —3A+5I,, = 0. Montrer que A est inversible et donner son inverse.

2.4.6 Critere d’inversibilité pour les matrices d’ordre supérieur

Proposition 16. (Critére d’inversibilité) (admis)
Soit A € M, (K) et X € M,, 1(K).

A est inversible si et seulement si I'équation en X, AX =0 admet X = | : | pour unique solution.

Exemple 13. (Voir la correction)

113
A=|0 1 2| eGL3R)?
101
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16 Matrices a coefficients réels ou complexes

3 Preuves et solutions

A aller chercher dans le poly complet! (disponible sur cahier de prépa)

Solution rédigée de I'exemple

On a:

A% +3A+2I,=0
— A% +3A=-2],

1 3
< ——A2——A_—I
2 2 "

1 3
— A <—§A - 51’”) =1,

1
Ainsi, A™1 = —§A — ;In.

(retour a I'exemple 12)

Solution rédigée de I'exemple

Zy
Posons X = | x2

z3

a1+ a2+ 3x3 =0
AX =0& To + 223 =0 {x2+2$3_0

z1+23=0

z1+23=0
Orzy =1, 9 = 2 et 3 = —1 est une solution du systéme (qui admet donc une autre solution que 1 = x5 =
x3 = 0), donc A ¢ Gl3(R).
(retour a I'exemple 13)
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