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Colle n°6 —sommes et matrices

Exercices préparés

Exercice préparé 1

2 1 0
Posons A=|0 2 1
00 2

1. Déterminer la matrice N telle que A = N + 2I5.
2. Vérifier que N® = 0 (on dit que N est nilpotente).

3. En déduire A™ pour tout entier naturel n.

Exercice préparé 2

1 0 1
Déterminer si la matrice A = (0 5 0) est inversible et si c’est le cas, déterminer son inverse.
0 0 4

Exercice préparé 3

0 1 0
SoitA=|—-1 2 0
1 0 -1

1. Montrez que A% — A2 — A + I3 = 0 et déduisez en que A est inversible et donnez A~!.

2. Vérifiez par un calcul que la matrice A~! trouvée est bien I'inverse de A.
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Exercices non préparés

Calculs de sommes

Exercice 1.
Calculer les sommes suivantes :

Exercice 2.
Calculer les sommes suivantes :

Exercice 3.
Calculer la somme suivante :

Exercice 4.
Calculer la somme suivante :

Exercice 5.
Calculer les sommes suivantes :

n n 1
s= zk(k+1) et T = Z—k(k+1)
k=1 k=1

Exercice 6 .
Soitm,n € N*

1. Calculer, pourtoutx € R

m
S = Z kxk1

k=1

2. On considére une matrice A € M,,(R) telle que mA™*! = (m + 1)A™. Démontrer que A — I,, est inversible.

Exercice 7 .
3
Calculer les produits LC et C'L, avec L = ( -1 2 3 ) etC=10
1
Exercice 8.
. . 1 2 20
On considére les matrices A = ( 9 _1 ), B = ( 1 3 )

Calculer AB, 'A,'B et 'B'A. Vérifier que *(AB) ='B'A
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Exercice 9.

Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles et, le cas échéant, calculer leurs inverses :

1 4 12
Al:(o 2)’ Az:(g 4)

Exercice 10.

Pour les matrices suivantes, calculer lorsque c’est possible le produit AB et le produit BA

- 1 2 1
1.A:( )ctB: 0 —1 2A=(-2 1 T)etB= (0
1 -2 - -
5 8 5
= 301
3.A:('i‘ 2)etB:‘A 4.A=(1 3 0] et B=A.
01 3

Exercice 11.

1. Déterminer les matrices carrées de taille 3 qui commutent avec diag(1,2, 3).

2. Soient « et 3 deux réels tels que a # . Déterminer les matrices carrées de taille 3 qui com-
mutent avec diag(a, «, 3).

3. Déterminer les matrices (carrées de taille n) qui commutent avec diag(1,2,...,n).
Exercice 12..
1 11
Soit A=10 2 0
0 01

1. Calculer les premieres puissances de A (a partir de 2) et en déduire une conjecture pour I'ex-
pression de A™, pour tout entier n € N.

2. Démontrer ce résultat par récurrence.

Exercice 13.

On pose A = ( 1

-1 . . . . .
1 1 ) Conjecturez I'expression de A™ puis démontrez votre conjecture par récurrence.

Exercice 14 .

Onpose A = (g Z) Déterminer I'expression de A™.

Exercice 15.
1 11
OnposeA=|1 1 1|.Conjecturez|'expression de A™ puis démontrez votre conjecture par récurrence.
1 1 1
Exercice 16 .
31 1
OnposeA=|1 3 1 |. Détrminer'expression de A™.
1 1 3
Exercice 17 .

Soit n € N*. On note J,, € M, (R)dont tous les coefficients valent 1. Calculez J¥ pour tout k € N.
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Exercice 18 .
Soitn € N* et A € M,,(R) la matrice dont tous les coefficients valent a € R sauf ceux sur la diagonales qui valent
b € R. Calculez A* pour tout k € N.

Exercice 19.

Soient les deux matrices A = ( _11 _11 ) et B = ( 6 o ) .

1. Calculer A% et en déduire A™ pour tout n € N.
2. Exprimer B en fonction de A et Is.

3. En déduire la valeur de B™ pour tout n € N.

Exercice 20.

1 0 0
On consideére la matrice A= |6 -5 6
3 -3 4
1 0 0
1. Montrer que pour tout entier n € N, il existe un réel a,, tel que A™ = | 2a,, 1-—2a, 2a,
an —ay, a, +1

2. Montrer que la suite a est arithmético-géométrique. En déduire a,, en fonction de n puis donner
I'expression de A™ en fonction de n.

Exercice 21.

1 1
Justifier que A = € M, (R) est inversible et déterminer A~1.
0 1
Exercice 22.
1 (-1
Justifier que A = € M, (R) est inversible et déterminer AL
0 1

Exercice 23.

Déterminer les valeurs de m € R pour lesquelles la matrice A,, est inversible et calculer A ! pour
ces valeurs, ou A,, est donnée par

0 2
A, = 1 3
1 m

O =

Exercice 24 .

Soit B = (min(i:j))lsl,jsn~

1. Déterminer B

2. Déterminer M telle que B = tMM.

3. En déduire que B € GL,(R) et déterminer B~



