ECS1-2020/2021 — Colle n°7 — Matrices et polynémes

Colle n°8 — Polynbmes

Exercice 1. Effectuer dans chaque cas la division euclidienne de A par B
1. A=3X°+4X%4+1et B=X?+2X +3.
2. A=3X54+2X' X214 1let B=X34+ X +2.
3. A=X*-X34+X -2 B=X?-2X+4
4. A=XP—7X - X2 -9X +9et B=X2-5X +4.

Exercice 2 . Factoriser dans chaque cas P(X) dans R[X] et dans C[X].
1. P(X)=X3-2X2+X-2

2. P(X) = X* —4X3+7X? - 6X + 2.
3. P(X) = X* —5X3 4+ 7X? — 5X + 6 sachant que i est racine.
4. P(X) = X* + 2X3 + 6X? + 8X + 8 sachant qu’il posséde une racine imaginaire pure.

Exercice 3.
Déterminer dans chaque cas le reste de la division euclidienne de A par B.
n désigne un entier naturel.

1. A=X"etB=X?>-5x+6

2. A=X"etB=X%2-1

3. A=X"etB=X?+1

4, A=X"etB = (X + 1)?

5 A=X"etB = (x—1)%*(x —2)

6. A= (Xsinf +cosf)" et B = X%+ 1 ou b estun réel quelconque.
7.A=X+1)"—X"—1etB=X?>—-3X+2

8. A=P(X)et B=(X—a)(X —b) ol aetb sont des réels distincts.

Exercice 4.
Dans chaque cas :
a. Déterminer par ¢ de P(X) = 4X? — 3X + 4 puis de X2, X et 1 et enfin de X* o k € N.
b. Donner le degré et de coefficient dominant de ¢ (P) dans le cas ou P est un polynéme de degré n qu’on
écrira sous la forme P(X) = a, X" + a,_ X" 1 + -+ a; X + a,.
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Exercice 5.
Factoriser dans C[X]| les polynémes suivants :

1. P(X) = X? 4+ X — 10 sachant qu'il a une racine “simple”
2. P(X)=X*+6X?%—-4X? — 6X + 3 sachant qu'il a deux racines “simples”

3. P(X) = X4 _5X3 +7X2%2 - 5X + 6 sachant que i est racine

Exercice 6 .
Déterminer la multiplicité de la racine « pour les polynémes suivants :

1. a=2,P(X)=X""2 —4x"*t! 4 4Xx7
2. a=3,P(X)=X%-3X2-9X 427

3. a=2, P(X)=nX""? —(4dn+ 1) X" +4(n + 1) X" —4Xx"!
Exercice 7 .
1. Soit P un polyndme tel que pour tout x, P(cos x) = 0. Que peut-on dire de ce polyndme ?

2. Soit P un polynéme tel que pour tout x, P(x) = P(x + 1). Que peut-on dire de ce polynéme ?
3. Soit P un polyndme non constant de degré n. Montrer que tout réel admet au plus n antécédents par P.
4. Soit P un polyndme tel que pour tout x, P(x) = P(cos x). Que peut-on dire de ce polyndme ?

Exercice 8 .
(R[X] = R[X]
O”p°5e‘p‘{ P o PX+1)—PX)

1. Déterminer le degré de @ (P) et son coefficient dominant en fonction de ceux de P(X)
2. Déterminer les antécédents de X2 et de 0 par ¢
3. Retrouvez alors la formule de la somme de k? pour k allantde 1 an.

Exercice 9.
Pour n € N, donner une forme développée du polynome

P=(1+X)(1+X*)1+X")...(1+X").

Indication : on pourra calculer (1 — X )P(X).
Exercice 10.

Le but de I'exercice est de déterminer tous les polynémes P € R[X] solutions de I’équation :
P(X%) = (X2+1)P(X) (%)
1. Quelques exemples :
a) Le polynéme P(X) = X3 + X + 1 est-il solution ?
b) Le polynome nul est-il solution ?
¢) Montrer alors qu’aucun polynome de degré 1 ne peut étre solution.

2. Analyse du probléme : soit P un polynome non-nul solution de I'équation (x).
a) En posant n = deg(P), déterminer la seule valeur de n possible.
b) En déduire alors tous les candidats.

3. Synthese du probleme : déterminer toutes les solutions.

Exercice 11.

On considére pour n € N, le polynéme :

n

P=1] (1 +X2")

k=0
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Déterminer le degré de P, son coefficient dominant et son terme constant.

Exercice 12.
Déterminer I'unique polynéme P, tel que P, — P! = —!X ",
T:

Exercice 13.

Déterminer tous les polyndmes P € C[X] tels que :
P(X?) =P(1-X)P(X)



