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Feuille d'exercices n°9 - Limites et continuité

~

Exercice 1. (%) Déterminer les limites suivantes lorsqu’elles existent :

1) lim Y1tz—vi-z 3) L 1
: T—/T / : z243z—1
2) I‘EI-"T-IDO In(z)+z” 4) .rgl-ll-lx z—1 ~

Exercice 2. (%%) Déterminer les limites suivantes lorsqu'elles existent :

1) lim z”. 6) lim Iz"'iil'_l.
z—0+ r—1+
. 1
2) rg%l+(1+$)x' 7) lim 22 +2a]
3) lim In(z).In(In(x)). e
z—1t 1 Lpziad
. x cos(z) 8) lim %%,
0 i )t 5
5) lim e*—sin@), 9) lim In(z+3)—In(z—-1).
r—+o0 r—++00

Exercice 3. (%%) Dans chaque cas suivant, déterminer la limite de f aux bornes de son domaine de définition.

_:r2+1 3. f(z) =zl/=
1.f(:z:)—$_1. -
2. f(z) = 2) 4. flz) = e

22 -1 ' VB2 12

111(\/5) 5 z+2 +
1. 17 en 0 et +oc. 5 g 0T

In(1
o, mIT2) 1, .

| 133 ) 6. 4I2+(ln$)+76ﬂ0.

T
3. M en 01,
T
r _ .3

4. exﬁl en 0 et +00. 7. eI,E en ry =

Exercice 5. (%%)- formes indéterminées en un réel non nul Dans chaque cas, constater que la limite
demandée est une F.l. Se ramener alors a une limite en 0 par un changement de variable puis calculer la limite.

2
Lz -4 en 7o = 2. 3. (z—2)%In(z — 8) en 7o = 2.
z? -3z +2
1 2 Inz
.$_1_$2_1en$021_ 4. I3_16n$021.
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Exercice 6. (%%)- Fonctions définies par morceaux
Etudier dans chaque cas la continuité de la fonction sur le point "a probleme".
Dans les cas de non continuité, aurait-on pu choisir une autre valeur qui rende la fonction continue ?

In(1+x . 1 .
a(x) = % s!x>0, d(z) = e =+l s!x;é—l,
0 siz=0. 0 six=—1.
— mj\/iﬂ six € [_17 1] \ {0}’ |513_*1| six € R+ \ {1}’
b(x) = x _ e(r) =<¢ 1-Ve
1 six=0. 2 siz=1.
12 .
c(z) = 6$;1 siz #£ 0,
2 six =0.
Exercice 7. (%%)- Prolongement par continuité
1. On définit la fonction suivante :
f: R — R
" si x>0
T — re* X
siox <.
1—e®
Peut-elle étre prolongée par continuité en 07
2. Méme question avec les fonctions suivantes :
(a) f(z)= (@#0). (¢) f(z)=12% (z>0,acR).
1 T
() f(z) = iy (O << ). @ f@ =", @#o0).

Exercice 8. (%%) - Prolongement par continuité - 2
Déterminer si les fonctions suivantes sont prolongeables par continuité en zj et le cas échéant,
préciser la valeur en x5 qui rend la fonction continue.

V2 1-
enrg=2. blx)= Tt 3en:i:U=4.

CVr-2-2

a(x) =

2—x
vr—2

Exercice 9. (% %) - Continuité et limites (Voir /'indication ici)
Soit f : R — R une fonction continue en 0 telle que :

Yz e R, f(2z)= f(z).

Montrer que f est constante.

Exercice 10. (%%%) - Continuité et limites - 2
Soit f : R — R une fonction continue en 0 et en 1 telle que :

vz R, f(z)= f(z?).

Montrer que f est constante.
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Exercice 11. (%%) (Inspiré du Bac 1990)
On considére, pour tout réel a > 0, la fonction f, définie sur [0, +oo[ par :

z%Inzx :
_ T4 siz >0
f(@) { 0 siz=0

1. Donner I'expression de fo2, f1 et f1 puis démontrer que pour tout a > 0, f, est continue sur [0, +o0[.
2

2. Déterminer la limite de fa, fi et f1 en +o0o. Donner ensuite plus généralement la limite de f, en +o0
2
selon la valeur de a.

3. (a) Soit ¢ la fonction définie sur R* par :
o) =lnz+z+1.

Etudier les variations de . Etablir que I'équation ¢(x) = 0 admet une unique solution f.

(b) Pour z > 0, exprimer fi(z) a I'aide de ¢(z). En déduire les variations de f.
4. Une suite implicite

(a) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, I'équation fi(x) = n admet une unique solution
Q.

(b) Etablir que f(e") < n. en déduire que o, > e™. En déduire la limite de (oy,).

L.

Qn

(d) En déduire que lim op =1.

n—-+oo

(c) Prouver que In (%) =

Indications

Exercice 9 - Indication. (retour a I'exercice 9)

Poser ug = x et u, 1 = “§* puis prouver que (f(un)) est constante et considérer sa limite.
neN
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