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[ Devoir Surveillé n° 3

Soignez au maximum la rédaction et la présentation. Encadrez vos résultats

Vous pouvez traiter les exercices dans le désordre, mais, a I'intérieur d’un exercice, vous devez traiter les questions
dans I'ordre. Toute question non numérotée ne sera pas notée !

Bon travail !

Exercice 1 : Applications directes du cours

2 1 ) . . . . . .
1. On pose A = <1 1). Déterminer si A est inversible et si oui, donner son inverse.

detA:2><(—1)—1><1:—2—1:—3;&0donc|AeGLn(R)

1 (-1 —
et A7l = 3 (_i 21) .. C'est-a-dire :

1 4 3

2. On pose A = 0 2 -3
00 3

A est une matrice triangulaire supérieure sans 0 sur sa diagonale, donc elle est inversible et son inverse est

une matrice triangulaire supérieure dont les termes diagonaux sont les inverses de ceux de A :

. Déterminer si A est inversible et si oui, donner son inverse.

1 z vy
1
A_1: 0 § z
0 0 2
Il reste a déterminer x, y et z.
Ona:
AV x A=14
—=lo L 2|02 3]=(o1 0
2 1 00 1
00 2/\00 3
Yy
1 4+ 2x 3—3ZL'+§ 10 0
= |g 1 3.2 =101 0
22 00 1
0 0 1
44+ 2x =
3-3:+2 = o
“— 92
3.7 _
2 2
r = —2
346+2 = 0
— 92
= _ 3
2 2
T -2
—= y = —18
z = 3
1 -2 -—-18
Donc|A='= 10 % 3
0 0 2
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3. Effectuer la division euclidienne du polynéme A = X4 —3X? 4+ X +1 par B = X2 + 1.

X4 3X2 +X +1|X%2 41
—( X* +X?%) X2 —4
—4X% +X +1

—( —4X?% —4)
X 45

Donc :

[X4—3X2+X+1:(X2+1)(X2—4)+X+5]

4. (a) Déterminer I'ordre de multiplicité de la racine 3 dans le polyndme P(X) = X? —5X3 +4X2 +3X +9.
Il suffit de constater que P(3) =0, P'(3) = 0 et P(?)(3) # 0. Donc 3 est racine double.

(b) Factoriser dans R[X] le polynéme P.
3 est racine double, donc (X — 3)? divise P.
On effectue la division euclidienne de P par (X —3)> = X* —6X +9

Xt 5X% +4X?% 43X 4+9/X% —6X +9
—(X* —6X3 +9X?) X% 4Xx 1
X3 —5X?% 43X +9

—(X3 —6X? +9X)

X% —6X +9
—(X? —6X +9)
0

On obtient : P(X) = (X —3)*(X? + X +1).
Comme le discriminant du trindme X2 + X + 1 est strictement négatif, on s'arréte et on a fini la
factorisation dans R[X] :

P(X)=(X -3)%(X2+X +1)

5. Soit n € N*. Montrer que X2 — 1 divise Q(X) = nX?" —2X?""1 1 2X —n.
On remarque que X2 — 1 = (X — 1)(X + 1). Il suffit donc de vérifier que 1 et —1 sont racines de Q.
OrQ()=nx1"—2x1>"142x1-n=n-2+2-n=0
et Q(—1)=nx(-1)"-2x (1)1 42x(-1)-n=n+2-2-n=0

(ona (—=1)>""! = —1 car 2n — 1 est impair.)
6. (a) Calculer z”: m L
. im0 \kj et

On a donc :
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| "2k(k+1) 20
(b) SOIt n € N. Montrer que ’gm = ?

o 2k(k+1) 9 n
kz:%(nJrl)(nJrQ) - (n+1)(n+2)]§]k(k+1)
2 n

R 2
(n+1)(n+2)kz:%k Tk

2 (Fe v
CESICES) (g}k +k§)k>

B 2 n(n+1)2n+1) n(n+1)
_(n+1)(n+2)< 6 T )
2 2n+1 1

- et (5 )

2 2n+4
"Gy T
20 X 2(nA42]
= 6
4n
_2n
=3
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Exercice 2

1 0 0 1 00
On considére lesmatrice A= 2 0 1 |etlI=|0 1 0
-4 2 -1 0 01
1. Calculer A%.
1 0 O
Ontrouve A>=|[-2 2 -1
4 -2 3

Remarque suite a la correction :
Quelques éléves ont fait des erreurs de calcul. Mais I'immense majorité a bien traité cette question.

2. En déduire deux réels a et b tels que A? = aA + bl.

a 0 O b 0 0
aA+bl=12a 0 a |+]0 b O
—4a 2a -—a 0 0 b
a+b 0 0
=| 2a b a
—4a 2a —a+Db
Le coefficient a la 2éme ligne et 1lére colonne nous apprend qu'on doit choisir |a = —1|.

Celui a la 2eme ligne et 2éme colonne nous apprend qu’on doit choisir I b=2|

142 0 0
On a bien I'égalité demandée : aA +bl = —A + 21 = -2 2 -1 | = 42
4 -2 142
On a donc :
A2 =_A+2]|

Remarque suite a la correction :
Beaucoup ont bien trouvé a et b. Il fallait bien donner explicitement a et b et encadrer les résultats.

3. En déduire un polyndéme annulateur de A.

OnaA?=—-A+2] «— A%+ A—2I =0 donc [X2 + X — 2 est un polynéme annulateur de A].

Remarque suite a la correction :
Beaucoup ont oublié de donner le polyndme. Il ne suffisait pas d’écrire I'égalité A% + A — 21 = 0.

4. Montrer que A est inversible et donner son inverse en fonction de A et de I.
Ona:

A =—-A+2I
— A2+ A=2]
<:>%(A2+A):I
1
= 5(A(AJrI)) =1

<:>A><%(A+I):I

1
Donc A est inversible et | A™! = §(A + 1)}
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5. Montrer qu'il existe deux suites de réels (a,,) et (b,) telles que :
VneN, A" =a,A+b,1.
On vérifiera quon aag=0; bg =1 et

Vn €N, {an—‘rl = —ay + by
bn+1 = 2a,

On pose Z(n) : « Il existe deux réels a,, et b, tels que A" = a, A+ b, »
Montrons par récurrence que &?(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Initialisation (n = 0)
OnaA’=T=0xA+1x1I.
On a donc bien A° = agA + byl avec ag = 0 et by = 1.

Remarque suite a la correction :

Beaucoup d'éléves ont mal rédigé cette partie de la récurrence. La partie hérédité a été mieux rédigée.
Hérédité : Soit n € N. On suppose #(n) vraie. Montrons P(n + 1).

On a

A = A x A"

= A x (apA+byI)

= a, A2 + b, A

=an(—A+2I)+b,A
—ap A+ 2a,1 + b, A
(—an + bp)A+ 2a,1

On a donc bien A" = a, 1A+ byyq avec |anp1 = —an + by et byiy = 2ay, |-

Conclusion : par récurrence, &?(n) est vraie pour tout entier naturel n.

6. Démontrer que (ay) est une suite récurrente linéaire d'ordre 2. En déduire I'expression de (a,) puis celle

de (by).
On a, pour tout entier n > 0, ap42 = —apt1+bpt1 = —ant1+2ay. (ay,) est donc bien une suite récurrente
linéaire d'ordre 2 et on a:

Opt2 = —Qpi1 + 20y
Remarque suite a la correction :
Beaucoup d'éleves ont considéré que I'égalité a,10 = —an+1 + bpi1 était la formule de récurrence d'une
suite récurrente linéaire d’ordre 2. Et ont cherché I'expression de a,, en résolvant I'équation z2 = —z + 1.

Il s’agissait d'une grosse confusion qui menait a des calculs bien plus compliqués que ceux demandés.

Au niveau de la rédaction, il faut écrire qu'on reconnaflt une suite récurrente linéaire d'ordre 2 et qu’on va
résoudre son équation caractéristique.

On résout I'équation caractéristique :

22 = —2+2 < 22+ 2 —2=0 dont les deux solutions sont —2 et 1.

On a donc :

VneN, a,=Ax1"4pux (=2)"
= VneN, a,=X+px(-2)"
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On applique cette égalité avec n = 0 et n = 1. Sachant que a9 = 1 et a; = —ag + bp = 1. On a donc :
0 = A4p
1 = A—2u
— { 1 = 3\
_ 1
— 13
-3
On a donc : L1 (o
v N -~ (9=
neN an=3-302 3
De plus, on sait que b,1 = 2a, donc
bp = 2ap1
_ (_9\n—1
=2x (=2)
3
_2=2(=2)"!
B 3
_ 2+ (=2)(=2)" "
B 3
24 (=2)"
B 3
On a donc :
1—(=2)" 24+ (=2)"
Vn € N, an:#etbn:L
3 3
7. En déduire une expression de A™ en fonction de A et de I.
On a, d'aprés la question précédente :
1—(=2)" 2 —2)"
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Exercice 3

Premiere partie : Calcul des puissance d’'une matrice
On consideére les matrices suivantes :

1
I=1{0
0

O = O

0 1
0 ; A=10
1 2

oS = O

0 1
21 ; L=10
1 0

O = N

0
21 et P =
1

o = O

01
0 0
10

1. Calculer P3. Montrer alors que P est inversible et déterminer son inverse. On donnera aussi au passage un
polynéme annulateur de P.

On trouve | P> = I'| donc P x P2 = I. Donc :

P et inversible, d'inverse P~ = P? =

= O O
O O =
O = O

Au passage, on remarque que I'égalité P3 = I équivaut 3 P? — I = 0 donc :

[X3 — 1 est un polynéme annulateur de P.]

Remarque suite a la correction :

Comme dans la question 3 de I'exercice 2, beaucoup d'éleves confondent le polyndme annulateur X3 — I
avec I'évaluation de ce polyndme en A : A2 — 1. Ona A% — I = 0 mais X®> —1 % 0! Si on note Q ce
polyndme, cela revient a confondre @ et Q(A).

2. Montrer que P~YAP = L. On donnera le détail des calculs.

01 0\ /10 0\ /001
PtAP=10 0 1o 1 2|1 0 0

1 0 0/\201/\0 10

01 0\/0 01

=10 0 1|1 2 0

1 00/\0o 1 2

1 20

=10 1 2

0 0 1

3. Montrer que pour tout entier naturel n, A" = PL"P~!.
On démontre déja le résultat pour n =1 :

PXxLxP l1=PxPlxAxPxP l=IxAxI=A

On démontre ensuite le résultat par récurrence :

On pose Z(n) : « A" = PL"P~ 'y

Initialisation (n = 0)

OnaA’=Iet PLOP'=pPPIP'=PP =1

Donc £(0) est vraie.

Hérédité : Soit n € N. On suppose #(n) vraie. Montrons P(n + 1).
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On a

AL = A x A"
=PLP ! x pL"P!
= pLptprrpt
= PLIL"P~!
=pLL"p!
— PLn+lP71

Donc &(n + 1) est vraie.
Conclusion : par récurrence, &?(n) est vraie pour tout entier naturel n.

4. On pose J = L — I. Calculer J3.

020 02 0\ /0 2 0 0 0 4
Ona:J=|(0 0 2]|,donc:J2=]0 0 2|0 0 2|=[0 0 0
00 0 00 0/\0 0 0 00 0
0 2 0\ /0 0 4 00 0
Etdonc J>=|0 0 2|0 0 0o]l=[0 0 0
00 0/\0o 00 00 0
00 0
J2=10 0 0
00 0

5. En déduire, a I'aide de la formule du binéme de Newton que, pour tout entier n > 2 :

1
L"=I+nJ+"("2)J2.

OnaL=1+Jdonc L" = (I+J)". Or I et J commutent. Donc :
<n> x IV

()
(
()
k
>><J0 <n> x J'+ <2> x J?
04 p

=) g

M:

o

L= (I+J)"

e
I
o

3

x 1" % caer:OpourkZ?).

I
1M
5

x I x JF

I
]~
> 3

=

e
I
o

Il
M)

[e=]

I
= S 1

n(n—1) 72

= I e ]
+nd + 5

Remarque suite a la correction :

Beaucoup d'éleves ont oublié de préciser que I et J commutent avant d'utiliser la formule du bindme. De
n

2
. . n _ ) . n _
plus, il est important de justifier pourquoi la somme g x 1" x J* devient E x Ik % gk
k — \k

k=0
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6. En déduire, pour n > 2, les neufs coefficients de L™. Vérifiez que votre résultat reste vrai pour n = 0 et

n=1.
1 00 020 n(n —1) 0 0 4
L"=10 1 0] +n|0 0 2 —I—# 0 0 0
0 01 0 00 000
1 00 0 2n O 0 0 2n(n—1)
=101 0f+0 O 2n|+4+]10 O 0
0 01 0 0 0 00 0
1 2n 2n(n-—1)
=0 1 2n
0 0 1
On a donc:
1 2n 2n(n-1)
L"=10 1 2n
0 0 1

Pour n = 0, on obtient bien la matrice I = L et pour n. = 1, on obtient bien la matrice L = L' La
formule obtenue est donc encore valable pour n € {0,1}.

1 0 0
7. Déduire des questions précédentes que, pour tout n € N, A" = | 2n(n—1) 1 2n
2n 0 1
Ona:
00 1\ (1 20 2n(n—1)\ [0 1 0
A"=pPL"P'=|1 0 0|0 1 2n 001
010 0 0 1 1 0 0
0 0 1\ [2n(n—1) 1 2n
=1 0 O 2n 0 1
010 1 0 0
1 0 0
=|(2n(n—-1) 1 2n
2n 0 1
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Deuxiéme partie : Etude de 3 suites conjointes.
On considere les trois suites (uy,), (vy), et (wy,) définies par : uy = 1, v1 = 0, w; = 2 et, pour tout entier n > 1 :

Un+1 = Unp,
Upt1 = Up + 2Wp,

Wpy1 = 2Up + Wy

8. Que pouvez-vous dire de la suite (uy,)? Donner u,, pour tout entier n > 1.
La suite (uy,) est constante! Comme u; =1, on a :

V>1, u,=1

9. Compléter la fonction Scilab suivante pour quelle affiche la valeur de v,, et de w,, pour la valeur de n entrée
par I'utilisateur.

Up
10. On pose, pour tout entier n > 1, X, = | v,
Wp,

(a) Montrer que : Vn € N*, X, = AX,,.

Soit n € N*.
]_ 0 0 Up, Up, Un+1
AX, =10 1 2 Up | = | vp+ 2w, | = | vnt1
2 0 1 Wn, 2Uy + wy, Wn+1

On a donc bien | X, 11 = AX,,.
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(b) En déduire, sans justifier, une expression de X,, en fonction de A et de X;.
On en déduit, par analogie avec les suites géométriques que :

Vne N, X,=A""1X,.

Remarque : S'il fallait démontrer cette égalité, on le ferait par une récurrence qui serait trés simple.

(c) Déduire des questions précédentes que, pour tout entier n > 1 :

vp = 2n(n —1) et w, = 2n.

On a, d’aprés les questions précédentes :

X, =A""1x,
1 0 0 Ul
=(2n—-1)(n-2) 1 2(n-1) vy
2(n — 1) 0 1 w1
1 0 0 1
=[2n—1)(n—-2) 1 2(n—1)| |0
2n—1) 0 1 2
1
=[2n—-1)(n—2)+2(n—1)x2
2(n—1)+2
1
=12(n—1)((n—2)+2)
2n
1
=|2(n—1)n
2n
un
Or X,, = | v, | On adonc bien : |v, =2n(n —1) et w, = 2n.
W,
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Exercice 4 : une suite de Polyndmes
1. Soit (P,) la suite de polyndémes définie par : Py(X) =1 et P,11(X) = P, (X) — 2X P, (X).

(a) Donner les polynémes Py, P» et Ps.

Pi(X) = Py(X) = 2X Py(X)
=0-2X x1

=-2X

Py(X) = P{(X) — 2X P1(X)
= —2-2X(-2X)
= 2 44X°2

=[4X? -2

P3(X) = P)(X) — 2X Py(X)
=8X —2X(4X? —2)
=8X — 8X3% +4X

=|-8X3%+ 12X

(b) Déterminer, sans le démontrer, le degré et le coefficient dominant de P,,.
[l semble bien que deg P,, = n et que son coefficient dominant soit (—2)".
Remarque : S'il fallait démontrer cette égalité, on le ferait par récurrence.
L'initialisation serait trés simple.

PN T4

deg @, <n—1
Donc

Popa(X) = (=2)"n X" 4 Q(X) = 2X ((—2)"X" + Qu(X))

2)"n X"+ QN (X) —2X x (=2)" X" — 2XQn(X)
2)"n X"+ QN (X) + (—2)"TIX"T — 2XQ,(X)
)

2)mHL XL L onn X 4 (X)) — 2XQu(X)

Or deg (2”nX”_1) =n—1etdegQ, (X)<n—2etdeg (2XQn(X)) =1+deg(Qn) <n

Donc, deg (Q"nX"_l +Q(X)—2XQn(X) < n) Donc (—2)" T X1 est bien le terme de plus haut
degré de P, 41.
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g2

2. On consideére la fonction f définie sur R par f(z) =e
Comme pour les polynébmes, on note :

1! 7 7 .
f" la dérivée seconde d'une fonction,

f(3) sa dérivée 3eme,

. ..,
= £ sa dérivée n-ieme.

= etc.

/

On a en particulier : f(**1) = (f(")) .

(a) Caleuler f'(z), f"(z) et fO(x).

f(z) =|—2we™"

() = (—2)6_“72 + (—2z) x (—2xe_$2)

= 27 + 4z2e~

2

=|(4z? - 2)e™®

2

O () = Bre " + (42 — 2) x (—2x)e™ "
= 8ze ™™ + (—8x3 + le)e_m2

=|(—8z3 + 12$)€_I2

(b) Démontrer par récurrence que pour tout n € N et tout réel = :

F™ (2) = Py(2) f(a).

Initialisation
On vient de démontrer ce résultat pour n = 1, n = 2 et méme n = 3 et il est également vrai pour

n=0car fO@)=f(z) =1x f(z) = Py(z) x f(z).
Hérédité : Soit n € N. On suppose |'égalité vraie au rang n. Montrons la au rang n + 1.
/
veeR, [ = () (@)
= Po(2)f(z

=Py (2)f
= Py (x)
= Poya(2) f(x)

Donc I'égalité est vraie au rang n + 1.
Ainsi, par récurrence, |'égalité est vraie pour tout entier n > 0.

ECS1 - Mathématiques



Lycée Paul Valéry - ECS1 - 26 novembre 2020 Devoir Surveillé n°3

(c) Démontrer par récurrence que pour tout n € N* et tout réel z :
FO(@) = —22f (@) - 20V (),
Initialisation (n =1) :
Pour n = 1, I'égalité s'écrit £ (z) = 22 f W (z) — 27O ().
Ce qui s'écrit encore : f"(x) = 2z f(x) — 2f(x).
Or f'(x) = =2z f(x) donc f"(z) = —2f(x) + —2zf(z).
Donc I'égalité est bien vraie pour n = 1.
Hérédité : Soit n € N*. On suppose |'égalité vraie au rang n. Montrons la au rang n + 1.

Ve eR,  [0)(@) = () ()
= (~20f™(@) - 207D (@)
= (2 (1))~ (7Y @
= =2/ (@) + (<22 (f) (@) - 20" @)

= —2f"(x) = 220"V (@) — 2nf " (x)
= —22f" D (2) = 2(n+ 1) f"(2)

Donc I'égalité est vraie au rang n + 1.
Ainsi, par récurrence, |'égalité est vraie pour tout entier n > 1.

(d) En déduire, pour n > 1, une relation entre P11, P, et P,,_;.
On a, pour tout n € N*, f+0 (2 = —24 f( () — 2nf "=V (2)
Or on a aussi, pour tout n. € N, f(" () = P, (z)f(x).
Donc :
f(2) = =22 £ (2) = 20 f" V(@) = Pori(2)f(2) = —22Py(2) f(z) — 2nPyo1(2) f ()
= Pui(2)f(2) = (—20Py(2) — 20Py1(2)) ()

< | Prt1(z) = —2zP,(z) — 2nPn_1(:z:)]

(e) Montrer que Vn € N, P,(—X) = (-1)"P,(X).
On procéde par une récurrence d’'ordre 2 (puisqu’on a maintenant une relation de récurrence d'ordre
2 sur les polyndmes P,).
Initialisation (n =0 et n=1) :
Py(—X)=1¢et (—1)°Py(X) =1 x 1 = 1 donc I'égalité est vrai pour n = 0.
Pi(—X)=-2(—X)=2X et (-1)'P(X) = —1 x (—2X) = 2X donc I'égalité est vrai pour n = 1.
Hérédité : On suppose I'égalité vraie aux rangs n et n + 1. Montrons la au rang n + 2.
On écrit I'égalité démontrée a la question précédente au rang n + 1 :
Prio(—X)=—-2XP,11(X) —2(n+1))P,(X)
On a donc :
Prya(=X) = =2(=X) Py 1 (=X) — 2(n + 1) P, (= X)
= 2% (—1)x X x (=1)""P, 1 (X) —2(n+1)(-1)"P,(X)
= —2X x (=1)"?P,1(X) — 2(n + 1)(=1)"P,(X)
= 22X x (=1)""?P, 1 (X) = 2(n+ 1)(—=1)"2P,(X) car (—1)" = (—1)"2
= ()" (22X Pyp1 (X) = 2(n + 1) Py (X))
= (—1)""Pysa(X)
Donc I'égalité est vraie au rang n + 2.
Ainsi, par récurrence, |'égalité est vraie pour tout entier n > 0.

(f) En déduire la parité des polynémes P, selon la valeur de n.
On en déduit que quand n est pair, P, et pair et quand n est impair, P, est impair.
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Question subsidiaire

Déterminer tout les polyndmes P € R[X] tels que : (P')* = 4P.
On pourra commencer par étudier le degré de P.

On peut remarquer que le seul polynéme constant solution est le polynéme nul.

On considére maintenant un polynéme P non constant de degré n (donc n > 1) vérifiant I'égalité. On va étudier

les propriétés de ce polynome.

On a deg P’ = n — 1 donc deg ((P/)2) =2(n—1).

Or deg(4P) = n.
n doit donc vérifier 2(n — 1) = n.
On en déduit que n = 2

Donc P(X) = aX? +bX +c avec a # 0

On remplace dans I'égalité qui s'écrit alors :
(20X +b)? = 4(aX? +bX +¢).

= 4a°X? +4abX +b* = 4aX* + 4bX + 4c
On en déduit que a? = a,ora#0,donca=1

t b2 = 4c d = .
e C donc ¢ 4

b2 2
Donc P(X) :X2+bX+Z = (X+g>

Réciproquement, il est immédiat de vérifier qu'un tel polyndbme est solution. Mais un polynéme de cette forme

est aussi un polyndéme de la forme (X + )?

Conclusion :

Les polyndmes vérifiant I'égalité sont : le polyndme nul et tous les polynémes de la forme (X + oz)2.
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