Lycée Paul Valéry - 2020/2021 Mathématiques - ECS1 - DM n° 3

DM n° 3 - Suite logistique

On considére un réel p €]0, 4] et la suite (u,,) définie par :

{uo S ]O, 1[

Vn €N, upt1 = pun(l —uy).
Le but de ce DM est d'étudier le comportement asymptotique de la suite (uy,,) selon la valeur de u et de wp.

On pourra aller observer le comportement de cette suite selon la valeur de ug et p en cliquant sur ce lien. Nous
nous contenterons d'étudier cette suite dans deux cas simples.

Etude préliminaire de la fonction de récurrence.
1. On considere la fonction f définie sur R par : f(z) = px(l — x).

(a) Justifier que le tableau de variation de f sur [0, 1] est le suivant :

x 0 1

f(z) O / \ 0

En développant, on obtient : f(z) = px — px?.

N R

Donc f(z) est de la forme az? + bz + ¢ avec a = —u, b = p, ¢ = 0, donc f est un polynéme de

degré 2.

Le coefficient de 2% est négatif donc f est croissante puis décroissante et atteint son maximum en
b o1

2 —2u 2

Onaenfinf(O)zf(l)zOetf(é):ux;><<1—;>:4.

Autre raisonnement possible (plus court) : f est un polynéme de degré 2 dont le coefficient de
z? est —u donc négatif. Donc f est croissante puis décroissante.
De plus elle s'annule en 0 et en 1. Par symétrie elle atteint son maximum au centre du segment [0, 1],

c'est-a-dire en —.

. 1 1 1 W
Enfin f <2> T 5 X ( 2) 1
On pouvait aussi dériver f bien entendu.

(b) En déduire, par récurrence, que pour tout n € N, 0 < u,, < 1.
On pose Z(n) : « 0 <u, <1»
Montrons par récurrence que &?(n) est vraie pour tout entier naturel n.
Initialisation (n = 0)
On sait que ug € |0, 1] donc Z(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N. On suppose #(n) vraie. Montrons P(n + 1).
D’apreés le tableau de variations de la question l.a, si z € |0,1], alors 0 < f(z) < % et donc
f(x) €10,1
Or, par hypothese de récurrence, u,, € |0, 1[, donc, f(uy) € ]0,1].
Conclusion : par récurrence, &?(n) est vraie pour tout entier naturel n.

ECS1 - Mathématiques


https://www.geogebra.org/m/m6pd54au

Lycée Paul Valéry - 2020/2021 Mathématiques - ECS1 - DM n° 3

(c) Justifier que le tableau de signe f(z) — x pour = € [0, 1] est le suivant :

Si p €]0,1] : Sipell,4f:
1
x 0 1 x 0 1—-= 1
I
f(z) — = - flz)—=z + 0 _
fx)—2z=—pa® 4+ pr — 2 = —pa® + (p — )z = z(—pz + p — 1).
x est positif sur [0, 1], donc f(x) est du méme signe que —px + pu — 1.
, . ) . . L s w—1 1
Or —px 4+ p — 1 est I'expression d'une fonction affine décroissante qui s’annule en =1-—,
J
qui a donc ce tableau de signe sur R :
1
T —00 1—— +00
0
flz) —z + 0 -

1 1
Si p €]0,1], alors — > 1 et donc 1 — — < 0. Et donc —ux + p — 1 est négatif pour tout x € |0, 1].

H H
1 1
Sip>1,alors — < 1letdoncO<1— — <1eton adonc le tableau suivant :

K H

1
T 0 1—— 1
7
flz) —x + 0 -

Etude du cas 1 €]0, 1]
2. On suppose dans cette question que p €]0, 1].

(a) A l'aide de la question 1.c, démontrer que (u,) est décroissante.
Soit n € N :
Up41 — Un = f(un) — Unp.
Or on sait, d'aprés la question 1.b que pour tout n € N, w,, € |0, 1].
Donc, d'aprés la question 1.c, et parce qu'ici u € ]0,1], f(un) — up < 0.
Donc :

[Vn €N, up+1 — up <0 : la suite (uy,) est bien décroissante.]

(b) En déduire que la suite (uy,) converge vers une limite ¢ que vous déterminerez.
La suite (uy,) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers une limite £ > 0.
On a, pour tout n € N, wuyy1 = puy(l — uy). Or:
® ngr-‘,r-loo Untl = ngr—ﬁr—loo tn = ¢
e lim pu,(l—wu,) = pl(l—2), par opérations sur les limites.
n—-+00

Donc, par unicité de la limite, £ = pl(1 — ¢).
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On a donc :

0= pl(1—1)
= 0= pl — pl?
=Sl (11—l =0
=l pl+1—-p)=0
—{l{=0oupul+1—pu=0

<:>€:00u€:'u71
1

1

<< /¢{=0oul=1——
1

1
Orpu<1ldoncl——<0.
i

1
Mais on a vu que £ > 0. Donc £ ne peut pas étre égal a 1 — —.
"

Dot ¢ = 0 et donc :

La suite (uy,) converge vers 0.

Etude du cas 1 €]1,2]

1
2. On suppose dans cette question que p €]1,2]. On pose m =1 — —.
!
. 1
(a) Démontrer que 0 < m < 3
on a:
l<pu<?2
11
= 1>->-
w2
1 1
— 1< ——<—=
o 2
1 1
—0<l—-—<=
w2
1
<:>0<m§§
On a donc bien :
1
0<m< -
=9
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1
(b) A I'aide de la question 1.a, démontrer que u; € }O ]

'2
On a vu a la question 1.a que si z € ]0,1[, alors f(x) € ]0, Z]
1
Donc u; = f(up) € }0, ﬂ Or u < 2. Donc % < 3
On a donc bien :
1
Ul € :|0, 2:|

(c) On consideére dans cette question que 0 < u; < m.

Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 1, 0 < up, < m.
On pose Z(n) : « 0 <wu, < m»

Montrons par récurrence que &?(n) est vraie pour tout entier n > 1.
Initialisation (n = 1)

On a justement supposé ici que 0 < u; < m donc (1) est vraie.
Hérédité : Soit n > 1. On suppose Z(n) vraie. Montrons P(n + 1).

On a vu a la question 1.a que f est croissante sur |0, o1k

1
Orm < —. Et 0 < u,, < m par Hypothése de récurrence.
Donc f(0) < f(uy) < f(m). .
Or on a justement vu a la question 1.c que m = 1 — — était solution de |'équation f(z) —xz = 0.

i
On a donc f(m) = m et par ailleurs on a déja vu que f(0) = 0.
Dot : 0 <upy1 <m: P(n+1) est vraie.

Conclusion : par récurrence, &?(n) est vraie pour tout entier n > 1.

. En déduire, a I'aide de la question 1.c, que (u,) est croissante, puis qu’elle converge vers une

limite ¢ que vous préciserez.

Soit n € N :

Unp+1 — Un = f(un) — Un-

Or on sait d'aprés la question 1.c, que f(x) — x est positif pour z € [0, m] (car ici p € ]1,4]).
Et on sait que, d’'apres la question précédente, que pour tout n € N*, u,, € [0, m].

Donc :

Vn € N, tupt1 —up >0 : la suite (uy,) est bien croissante (a partir du rang 1).

De plus (u,,) est majorée a partir du rang 1 par m.

Donc elle converge vers un réel £ < m.

Par le méme raisonnement qu'a la question 2.b, on peut dire que { =0 ou £ = m.
Mais ici, pour tout n > 1, on a u,, > u;. Donc £ > uy et u; = f(ug) > 0. Donc £ # 0.
Dot l=m:

1
La suite (u,) converge vers m =1 — —.

I
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1
(d) (Facultatif) Traiter maintenant le cas m < u; < 3

. 1 , ,
Sim<u < > alors, on démontre par récurrence que pour tout n > 1, on am < u, < 5

[

Le raisonnement est pratiquement le méme qu'a la question 3.c.i :
1
On pose Z(n) : «m < uy, < 5
Initialisation (n = 1)
1
On a justement supposé ici que m < uy < 5 donc (1) est vraie.
Hérédité : Soit n > 1. On suppose Z(n) vraie. Montrons P(n + 1).

1
f est croissante sur |0, 5 et0<m<u, < 5

Done f(m) < f(u) < f (5 )

2
Or f(m) = m et par ailleurs on a déja vu (a la question 2.b) que f (;) = % < %
Dot :m < upiq < % : P(n+1) est vraie.
Conclusion : par récurrence, m < u,, < % pour tout entier n > 1.
Or pour tout = € {m, ;] f(x) — 2 <0 (question 1.c en se rappelant que m =1 — %

Donc, pour tout entier n > 1, up11 — uy < 0.

Donc la suite (u,) est décroissante et minorée par m (a partir du rang 1) donc elle converge vers un
réel £ > m.

Et toujours par le méme raisonnement que précédemment, on a £ =0 ou £ = m.

On en déduit donc que £ = m.

Donc dans ce cas, on peut dire que :

[La suite (uy,) est décroissante a partir du rang 1 et converge vers m.

ECS1 - Mathématiques



