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Concours Blanc n°1 - Sujet 1

Soignez au maximum la rédaction et la présentation. Encadrez vos résultats

Vous pouvez traiter les exercices dans le désordre, mais, a I'intérieur d’un exercice, vous devez traiter les questions
dans l'ordre. Toute question non numérotée ne sera pas notée!

Bon travail!

Exercice 1
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On considére les matrices I = | 0
0

D= = Wl
D~ WIN D
WIN D= D=

Le but de cet exercice est de calculer M™ de trois facons indépendantes.
Ces trois méthodes étant indépendantes, on ne pourra pas utiliser dans I'une les résultats obtenu dans une
autre.

Méthode 1 : par calcul direct

1. Calculer J2.
11 1 11 1 3 3 3
JP=111 1|x[1 1 1]l=[3 3 3
11 1 11 1 3 3 3

Onadonc:|J?=3J

2. Exprimer pour tout entier n > 1, J" en fonction de J. Vous justifierez votre raisonnement.
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n > 1, on a J® = 3" 1J. On note Z(n) cette
propriété.
Initialisation (n = 1) :
Ona J' = J et 3171J = J donc la propriété est vraie au rang 1.
Hérédité : Soit n > 1. On suppose &(n) vraie. Montrons & (n + 1).

Ona:
J = x Jn
= J"'J par HdR
— 37”L—1JQ
=3""1 x3J daprés les calculs de la question 1.
=3"J.

Z(n+ 1) est donc vraie. Conclusion :

Par récurrence, | Pour tout entier n > 1, J% = 3" 1J
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1 1 1
3. Exprimer M en fonction de I et J. En déduire que pour tout entier naturel n : M" = 27:,I+§ (1 - 2n> J.
i 1 1 1 1 2
On remarque facilement que M = —I + —J (sachant que — + =~ = -).
) ) 2 6 2 6 3
—1I et —J commutent puisque —I commute avec toute matrice carrée d'ordre 3.

2
Donc, d'aprés la formule du binéme de Newton, on a, pour tout entier n > 1 :

- (3950 6 G

1 - 1
g) X @JO + Z (Z) X 3% X 3'“_1,]) car pour k > 1, Jk =3kl

1 1 1
On a donc bien : M”:2nf+3<1—2n>J.

Remarque : on pouvait, bien entendu, détailler un peu moins les calculs, mais sans sauter les étapes
essentielles.
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Méthode 2 : par division euclidienne

. 3 1
1. Vérifier que P(X) = X? — S X + — est un polyndme annulateur de M.

2 2
1 4 1 1
Pour simplifier les calculs, on pourra écrire M = G 1 4 1
1 1 4
4 1 1 4 1 1 18 9 9 2 11
On calcule, comme conseillé : M > _1 1 4 1 ><1 1 4 1| = 1 9 18 9 _ 1 1 2 1
’ 6 6 36 4
1 1 4 11 4 9 9 18 11 2
On a donc :
2 11 4 1 1 1 00
3 1 1 3 1 1
M? - M+ =T== —Zx = —
5 + 5 1 1 21 5 %% 1 4 1]+ 5 010
1 1 2 1 1 4 0 0 1
2 1 1 4 1 1 2 00
1 1 N
=1 1 2 1 1 1 4 1 1 0 2 0
11 2 1 1 4 0 0 2
0 00
1
=1 0 00
0 00
_ 9 3 1 L 9 3 1 R
On a donc bien | M~ — iM + 5[ = 0 c'est-a-dire que P(X) = X* — §X + 5 est un polyndéme annulateur de M

2. Soit n € N On note R le reste de la division euclidienne de X" par P.

(a) Justifier que R(X) = aX + b, avec (a,b) € R%
La division euclidienne de X" par P s'écrit :

X" = P(X)Q(X)+aX +b

avec deg R < deg P or deg P = 2 donc deg R < 1.

Donc [R(X) = aX + b avec (a,b) € RQ].
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(b) Déterminer a et b.
On a, en remplacant R(X) par aX + b dans la division euclidienne : X" = P(X)Q(X) + R(X).

. . . 1
On cherche maintenant les racines de P. On trouve facilement 1 et 3

1
On écrit alors I'égalité ci-dessus en posant successivement X = 1 et X = 3 On obtient, puisque

1"=04+a+b
1\"
<2> :O"‘*a‘i‘b
b=1—-a
=11
27—5&4‘1—04
b=1—-a
—={ 1 1
27—1—*61
b=1-a
< 1
CL:2_2n—1
1
b= gy — 1
< 1
a= _271—1

1 1
On a donc R(X)=<2—2n1>X+2 - — 1}

(c) En déduire une expression de M™ en fonction de M et I.

On o vu cjuu, XM= RAXY A +axth.

Om m dédut .
M™= P A tad +b6T
0-'?.. ?Cﬁ-) =0

rDOmc Hm:al‘f + b

& | N (oz-_'; i+ ({LO T

4
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Méthode 3 : par raisonnement probabiliste
Un mobile se déplace aléatoirement dans I'ensemble des sommets d'un triangle ABC' de la facon suivante :
si, a l'instant n, il est sur I'un quelconque des trois sommets, alors a l'instant n 4+ 1 soit il y reste, avec une

probabilité 3 soit il se place sur I'un des deux autres sommets, de facon équiprobable.

On note :
= A, I'événement :« le mobile se trouve en A a l'instant n ».
= B, I'événement :« le mobile se trouve en B a l'instant n ».
= (), I'événement :« le mobile se trouve en C' a l'instant n ».

On pose a,, = P(A,), b, = P(B,) et ¢, = P(Cy).
On pose enfin u, = a, — b, et v, = a, — ¢j,.

1. Pour tout entier naturel n, déterminer a,, + b, + ¢,.

{Am . CE),.,} ij m} i Oﬂrr{.mf‘(_ Cozmr_\ﬁj' 0[ Cvm.cm'uno.

Dome T(A) +TBa) + Fc) =4

P — a, +b,. +C.=H

2. (a) Exprimer, pour tout entier naturel n, @41, bpt1 €t cp+1 en fonction de ay, by, et c,.

D apmis Pidocade o
T ()= Fa (B) =B (Can)= 2
b Tp (Bai) =Ty (Cu)= T (Au) = Ty (€)= T (Am)= o (B =5
(Pm-m]u{ﬁm,&, C akum n.ce, om applgu A dpm& drs
probubitiles Hotats
Tap) = T (An NAny,) + T(BuOAms) + PCCn ) Ani,)

= P0A) % T, (Aurs) +T(B) xTp, (Ams) 4 T(Car) "%M (Aast)
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by =T B) =T (AnNB,,) + T(B,NBmi) +P(CaDBny,)

= PA) T, (Bui) + P(B) xTp, (Brns) + T(Cor) To_(Ban)
= amxé— + bmx3£ -LCMX—;;—.

Conyi = ?(th> = (F (Am ACMH) 1 (P(anc""“) + T’CC"‘ N Cm“)

= PAe)x T, (Cost) + T(BR) xT (Cos1 ) + T(Co) ! (Can)

— | §
Of"- a Aomc !
2 \

(b) En déduire que (uy) et (v,) sont géométriques de raison 7

Pour tout entier n > 1, on a :

Up+1 = an+1 - bn+1

1 2 1
3an + 6b (6an + gbn + 6Cn>
2 1
G an+< s
T
= 5%~ 5bn 2“”'

1
Donc | (uy,) est bien géométrique de raison 5]

De méme, pour tout entier n > 1, on a:

Un4+1 = Qp41 — cn+1

2 1 1 1 2
—an + bn—l—fcn— gan+ ébn—i—fcn

3 6 3
3 6 n n

1 1

—ap — = —fvn.

o 5"

Donc | (v,,) est bien géométrique de raison 5
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3. On suppose, dans cette question seulement, que le mobile se trouve en A 3 I'instant 0.

(a) Calculer u, et v, en fonction de n.
1 1\"
(up) et (v,) sont géométriques de raison 5 donc, pour tout n > 0, u, = wug (2) — W0 g
. 1\" Yo
VUn = Vg 5 = 27
Or le mobile se trouve en A a l'instant 0, donc P(Ag) =1 et P(By) = P(Cp) = 0.
Dottug=ag—bg=1—0=1etvg=ag—co=1—0=1. Donc:

1 1
pourtouthO,un:2—netvn22—n.
(b) En déduire ay, by, et cy.
Ona:
1
Un :7
21
Un :27
an —by, =—
— o 2
an —Cn = o
Ora,+b,+c,=1donce,=1-a, —b,, dou :
1
an—anQ—n
1
an—(l—an—bn):2—n
1
ap —bn = —
an—(l—an—bn)—Q—n
1
Qp, bn_7
— 2%
1
3an :2X7+1 (Ll(*LlJrLQ)
< 21
3bn :1—27 (L2<—L1—2L2)

1 1
1
3

Et on a

cp,=1—a, — b,

on a donc finalement :

1 1
n =3\ g1 T
1 1
bn:? 1—21n
Cnig 1—27
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Qn
(c) Démontrer alors que | b, | est la premiére colonne de M™".
Cn
On remarque que le résultat donné a la question 2.a peut s'écrire sous la forme matricielle suivante :

Gn+41 Gnp,
bni1 | =M | b,
Cn+1 Cn
Gn ap
On a donc, par une récurrence immédiate : | b, | = M" | b
Cn, €o
a 1 1
Orici | bp| =0 et M™ [0 ] est la premiere colonne de M™.
Co 0 0
Qan,
Donc| | b, | est la premiére colonne de M™.
Cn

4. Expliquer comment retrouver, grace a une méthode analogue a celle employée dans la question 3 précédente
les deux autres colonnes de M™ (aucun calcul n’est demandé).

0 0
1] et | 0| sont respectivement la deuxiéme et la troisiéme colonne de M™.
0 1

Donner la troisieme colonne, de M", revient a donner a,,, b, et ¢, dans le cas ot le mobile est au point B
a I'instant 0. Mais on peut obtenir le résultat sans aucun calcul ! En effet, en renommant les sommets
du triangle de cette facon A’ = B et B’ = A et '/ = C, on est ramené exactement 3 la méme situation
que précédemment.

La deuxieéme colonne de M™ est donc :

Donner la troisieme colonne, de M™, revient a donner a,, b, et ¢, en considérant que le mobile est au
point C' a I'instant 0. Mais |a encore, aucun calcul n'est nécessaire. Il suffit « d'échanger » A et C' pour
&tre ramené a la premiére situation. La troisitme colonne de M™ est donc :

1

oL
3\ o
1 1
3\

ECS1 - Mathématiques



Lycée Paul Valéry - ECS1 - 14 janvier 2021 Concours Blanc n°1 - Sujet 1

Exercice 2
Soit i € R. On pose P, = X34 uX?+ puX +1.

1. Déterminer, selon la valeur de p la multiplicité de —1 en tant que racine de P,,.
P,(=1)=—=1+p—p+1=0donc —1 est racine de P,,.
P/)(X)=3X*+2uX + p.
Donc P,/(—1) =3 —2u+pu=3—pu.
Donc —1 est racine au moins double si et seulement si = 3.
Enfin, P,”(X) = 6X + 2u. Donc P,”(—1) = —6 4 2 donc si i = 3, —1 est racine triple.
Finalement :

Si p e R\ {3}, —1 est racine simple de P, et si ;t = 3, —1 est racine triple.

2. Factoriser P, comme produit d'un polynéme de degré 1 par un polynéme de degré 2.
Quelque soit 1, —1 est racine de P, et donc X +1 divise P,,. On obtient le quotient, par exemple en posant
la division euclidienne :

X2+ p X5 4 X 4 X +
7 7
X“+ u-0x +4

(-0 X*+ pX +1

X +

On a donc :

P(X)=(X+D)(X*+p-1)X+1)

3. En déduire pour quelles valeurs de 11 ce polyndme est scindé dans R[X]. (On ne cherchera pas a donner sa
factorisation.)
On rappelle qu'un polynéme est dit "scindé" si on peut |'exprimer comme produit de polyndmes de degré
1.
Py est donc scindé dans R[X] si et seulement si X2 + (1 — 1) X 4 1 est scindé, c'est-a-dire s'il se factorise
dans R[X], c'est-a-dire s'il a des racines réelles. On calcule donc son discriminant :

A=(p—172—4=p>-2u+1—4=p*>—2u-3.

Donc X2 + (1w —1)X + p a des racines réelles si et seulement si w2 —2u—3>0.
Or p? —2p — 3 est lui-méme un trinéme en x dont le discriminant ¢ vaut § = (—2)% —4 x (=3) = 16 > 0.

Il'y a donc deux racines réelles (attention : ce sont les racines de > — 2 — 3, pas deX? + (u— 1) X 4+ p!) :
2—14
W = — = —1 et po = 3. On a donc le tableau de signes suivant :

1% —00 —1 3 +0o0

A=p®—2u—3 + 0 - 0 +

Finalement | P, est scindé dansR[X] si et seulement si p € ]—o0, —1] U [3, 400
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Exercice 3
On consideére la fonction f définie sur [0, +o00[ par :

Ve eRY, f(v)=2"—zlnz—1
F(0) =1

Voici un tableau de valeurs approchées de f :

2 [ 05 [1]1,5] 2 [25] 3 [35] 4
| f(z) | —0,5/0]0,6[1,6] 3 [47]6.9]9,5

On considére aussi la fonction ¢ définie sur ]0, +oo| par :
. 2
Ve eRY, o(z)= - + Inz.
1. Montrer que f est continue sur [0, +o0].
(a) f est continue sur |0, +o00[ comme différence et produit de fonctions continues.

(b) lim f(z) = —1 car lim xInxz = 0 par croissance comparée.
z—0 z—0
On a lin% f(x) = f(0) donc f est continue en 0.
T—

D'ou | f est continue sur [0, 400l

2. Etudier la dérivabilité de f en 0. En donner une interprétation graphique.

_ 2 _ 1 2 _
limM:limx zlnz—1—( 1):limw:hmm—lnx:—oo.
x—0 x—0 x—0 x x—0 x x—0
S f(z) = f(0 R , .
Le taux d'accroissement 0 a une limite infinie quand x tend vers 0 donc| f n'est pas dérivable en 0.

Graphiquement, [Ia courbe de f a une tangente verticale en O.]

3. Justifier que f est deux fois dérivables sur R’ et que :
* 1 1
VeeRL, fl(r)=2--.
x

[ est deux fois dérivables sur R, comme différence et produit de fonctions deux fois dérivables.

1
Ve eRY, fl(z)=2r—(1xhz+zx-)
T
=2z —Ilnz—1
* 1" 1
VeeRY, fl(x)=2-—.

T

On a donc bien :

1
Vo eRy, f(e)=2--.
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4. Dresser le tableau de variations de f’ puis de f en précisant la limite de f lors que x tend vers I'infini.

On remarque que Vz € R%, f(z) = or x > 0 donc f”(x) est du méme signe que 2z — 1.

1 1
De plus f’ (2> =1-1In <2) —1=1In2.
D’ou le tableau :

z 0 L +00
2
f(z) - 0 +
f'(x) \ /
In2
Or In2 > 0, donc, pour tout x €]0, +o0[, f'(z) > 0 d’'ou le tableau :
T 0 +00
f'(=) +
+00
f(X) /
-1
Le calcul de la limite de f en 400 est le suivant :
. . 2 . 9 Inx 1
lim f(z)= lim z°—-zlhz-1= lim 2°(1-— - —
r— 400 Tr—+00 Tr—+00 €T €T
. 9 . Inx 1 . Inx ] i
Or lim 2z =+ooet lim 1—— —— =1car lim —— =0 par croissance comparée.
xr——+00 T——+00 x€X x r—+o00 €I

Donc| lim f(z)= +o0

T—r+00

5. (a) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que |'on précisera.
f est continue (d'apres la question 1) et strictement croissante (d'apres la question 4) sur [0, +o0] et
f([0, 4+00[) = [-1, +o0.

Donc f réalise une bijection de [0, +o00[ sur J = [—1,+oo[.]

(b) Quel est le sens de variations de f~17?

f~! a méme monotonie que f donc [f_1 est strictement croissante.]

(c) Justifier que f~! est dérivable sur | — 1, 4-o0[.
f est dérivable sur ]0,+oo[ et sa dérivée ne s’annule pas sur cet intervalle (d'aprés le tableau de
variations de f’ vu a la question 4). Or f (]0, +o0]) =] — 1, +o0].

Donc | £~ est dérivable sur | — 1, +o0].
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1 1y
(d) Déterminer f~*(0) et (f_ ) (0).

On remarque que f(1) =1—0—1=0donc|f1(0) =1}

De plus :

On a donc (f_l)/(O) =1}

6. (a) Justifier que pour tout entier naturel k, il existe un unique réel xj positif, tel que

flek) =k

Soit k € N.
On a vu que f réalise une bijection de [0, +o00[ sur J = [—1,4+o0] or k € [—1, +00].

Donc [il existe un unique réel xy, € [0, +o0o[, tel que f(xg) = kz]

(b) Donner la valeur de xg. Montrer que 1,5 < z; < 2.

Onvu que f(1)=0 donc‘xo =1\

Le tableau de valeur de f nous apprend que f(1,5) <1 < f(2).
Ce qui s'écrit encore : f(1,5) < f(x1) < f(2).

Donc, par stricte croissance de f :|1,5 < x1 < 2.

(c) Exprimer x;, 2 I'aide de ™1 puis justifier que la suite (z}) est croissante et déterminer sa limite lorsque
k tend vers l'infini.

f(zy) =k donc |z, = f (k)|

On a k < k+ 1 donc, par stricte croissance de f~' : f~ (k) < f~1(k+1).

Ce qui équivaut a :x < xgy1. Donc |la suite (z) est strictement croissante.

Vk € N2y, = f1(k).

Or lim k=4ooet lim f7'(z)=+oodonc| lim z = +oc.
k—s—400 z—+00 k—+o00

7. (a) Montrer que 1 est I'unique solution de |'équation p(z) = =.

x1 est, par définition, I'unique solution sur R’ de I'équation f(x) = 1. Or, pour tout z € R, :

fx)=1 <=2 —zlhz-1=1
—?=2+zhe

2 Inxz
<—zr=—+— carx>0
T x

On définit la suite (uy,) par :

L3
079
vn €N, upt1 = p(un)

(b) Etudier les variations de ¢ sur RY..

¢ est dérivable sur R’ comme somme de fonctions dérivables sur R’ .
2 1 24+
Ve eRY, () = —— + - = ——.
x ¢ (x) 7t 2
De plus ¢(2) =1+ 1In2. D'ou le tableau :
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T 0 2 +00
¢'(2) - 0 +
1+ 1In2

3
(c) On donne ¢ (2> ~ 1,73 et p(2) = 1,69. Montrer que pour tout entier naturel n, u,, € [2,2}

On va montrer ce résultat par récurrence. On note &?(n) la propriété u,, € B, 2] .
Initialisation (n =0) :

On aug = 3 donc la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : Soit n > 0. On suppose &(n) vraie. Montrons & (n + 1).

On a: ; <u, <2

3 3
Donc ¢ <2) > p(un) > ©(2) par stricte décroissance de ¢ sur [2, 2}

3 3
Or ¢ <2) <2, ¢(2) > 5 et ©(up) = Ups+1. Donc Z(n + 1) est vraie.

Conclusion :

, ; 3
Par récurrence, | Pour tout entier n > 0, u,, € [2, 2}

(d) En étudiant les variations de ¢’, montrer que :
3 2
V. =2 "(z)] < =
ve |3 W@l<g

¢’ est dérivable sur R en tant que quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s'annule

pas.
2 1
* / _
D Vz eR:, '(2) = —2x — — — = —w.
o §¢(x)2 szg 6 To 2 1
Deplus, V' [z )| =———4+=—4-—=—Z%ety(2)=——=+-=0.
epusap(2> N2 t3T T T YTty
2
On a donc le tableau suivant :
3
T 0 — 2 4 +00
2
¢ (x) + 0 -
0
¢'(x) 2
9
, . 3 3
@' est donc croissante sur 5,2 donc, pour tout x € 5,2 :
/ 3 / / 2 /
Ply)=¢@)=¢2) = —§§90(96)§0

Et donc :

3
pour tout x € {2,2} ¢/ (z)] <
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()

. 2
Montrer que pour tout entier naturel n, |uy+1 — z1| < 9 |ty — 1.
Soit n € N. .
 est définie et dérivable sur {2, 2] or u, et x1 sont dans cet intervalle.

3 2
De plus, pour tout = € {2,2} |/ (z)] < o

Donc, par I'inégalité des accroissements finis,

2
|<P(un) - ‘P(fcl)| < 9 |un —T1

Or ¢(uy) = tunt1 et ¢(z1) = 1. Donc :

2
VneN, |uppr —x1] < 9 |un — 21

S
Noli )
~_

Montrer que pour tout entier naturel n, |u, — z1| <

On va montrer ce résultat par récurrence. On note &?(n) cette propriété.
Initialisation (n = 0) :

2\" : 3 . P
9) = 1 or ug et x; sont dans |'intervalle [2,2] donc leur distance |ug — x| est inférieure a 1.

Donc £2(0) est vraie.
Hérédité : Soit n > 0. On suppose &(n) vraie. Montrons & (n + 1).

2 2\"
Ona:|upyr — 1] < ) |up, — 21| d'apres la question 7.e. Or |u, — z1| < <9> par HdR.

92 2 /2\" 2 n+1 2 n+1
Dohc 9 |up, — 1] < g (9) = (9) On a donc |up+1 —x1| < (9> Donc & (n + 1) est
vraie.

Conclusion :

) . 2\"
Par récurrence, | pour tout entier naturel n, |u, — x| < (9 .

En déduire la limite de (uy,)

(0] li (2>n 0 1< 2 <1
na 1m — = car — — .
9 9

n—-400
Donc lim |u, — 1| =0.
n—-+00o
D'ou:| lim wu, = .
n—-+o0o

Ecrire un programme Scilab qui demande un valeur n a I'utilisateur et affiche la valeur de u,,.

n=input ("Entrez une valeur de n : ")
u=3/2
for k =1:n
u= 2/u+log(u)
end
disp("u_n vaut : ",u)
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(i) Ecrire un deuxiéme programme Scilab qui demande une valeur p 3 I'utilisateur et affiche un entier n
tel que |u, — 21| < p.
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