Chapitre 13

Intégration sur un segment
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Intégration sur un segment 3

1 Définitions préliminaires : fonctions de classe ¥ sur un intervalle
Définition 1. (Fonction de classe " sur un intervalle)

Soit n € N.
On dit qu'une fonction f est de classe " sur un intervalle I si :

e f est définie sur I,
e | est n-fois dérivable sur I,
e f(n) est continue sur I.

On note aussi f € €"(I).

Remarque. Etre de classe € sur I signifie donc &tre continue sur I. On pourra donc noter f € C50(1) pour
dire que f est continue sur I.

Définition 2. (Fonction de classe ¥°° sur un intervalle)

On dit qu'une fonction f est de classe € sur un intervalle I si :
e f est définie sur I,
e pour tout entier naturel n, f est n-fois dérivable sur I.

On note aussi f € €°°(I).

Remarque. Une fonction de classe € sur un intervalle I est donc de classe € sur I pour tout entier naturel
n.

Proposition 1. (Les fonctions de référence sont presque toutes de classe ¥°°.) (admis)
Les fonctions de référence sont toutes de classe € sur tout intervalle inclus dans leur domaine sauf :

e Les fonctions « — z® avec o > 0 non entier qui sont de classe € sur R% (en particulier la fonction
racine carrée).

e La fonction valeur absolue (qui est de classe € sur R et sur R )

e La fonction partie entiére.

2 Définition de l'intégrale sur un segment

2.1 Primitives d’une fonction sur un intervalle
2.1.1 Définition

Définition 3. (Primitive d’une fonction sur un intervalle)
Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.
On appelle primitive de f sur I une fonction :
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Intégration sur un segment

Remarque. |l n'y a pas de notation spécifique pour les primitives car on va voir qu'il n'existe jamais une seule

primitive d'une fonction.
L'usage est de noter, si possible F' une primitive de f mais ce n'est pas une obligation

Exemple 1.

e Donner une primitive F' de f : z — 3z

e Donner est une primitive h de g : v — ——
142z

Proposition 2. (Condition suffisante d’existence de primitives) (admis)

Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive sur 1.

2.1.2 Ensemble des primitives d’une fonction

Proposition 3. (Ensemble des primitives d’une méme fonction) (Voir la preuve)
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et admettant une primitive F' sur I.

e (%) Pour tout réel ¢, la fonction z — F(x) + c est encore une primitive de f sur I.
e (5%) Toute primitive de f sur I s'écrit sous la forme x — F(x) 4+ c ou ¢ € R.

Autrement dit :
(¥¥5¥¢) L'ensemble des primitives de f sur I est : {w — F(z)+c|ce R}.

Preuve de la proposition

Soit ¢ € R. On note G la fonction définie sur I par :Va € I, G(z) = F(z) + c.
Alors Vo € I,G'(z) = F'(x) = f(z) donc G est bien une primitive de f sur I.

c'est-a-dire tel que Vz € I, G(x) = F(z) +c.

Réciproquement, soit G une primitive de f sur I. Alors G — F est dérivable sur I et Vo € I, (G — F) (x
f(@)— f(z) = 0, donc G— F est une fonction constante. Donc il existe bien ¢ € R tel que Vz € I, G(z)— F(x) =

C,

ECS1 - Mathématiques (%) : minimum vital | (¥ ) : au programme | (%Y%) : Pour les Experts



Intégration sur un segment

Courbe de f

est bien au-dessus de la fenétre graphique.

~

Exemple 2. Voici a gauche la fonction f : @ — x? — 8z + 14 et a droite, plusieurs des ses primitives.
3

On remarquera que la primitive Fy : x — % — 42 4 142 n’apparait pas sur le graphique car sa courbe

// Primitives de f |

o

%

A
AN

Proposition 4. (Primitive avec condition initiale)

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I.

Soit zg € I et yp € R.

[ Il existe une unique primitive F' de f telle que F'(z¢) = yo. ]

Preuve de la proposition

un réel c tel que G = F + c.

f étant continue sur I, elle admet une primitive Fyy d'aprés la proposition 1.

On note alors F' la fonction définie sur I par Vo € I, F(x) = Fo(x) — F(zo) + yo.

D'apres la proposition 2, F' est bien une primitive de f sur I et on a bien F(xg) = yo.

De plus, si il existe une autre primitive G de f sur I telle que G(xg) = yo. Alors, d'aprés la proposition 2 il existe

On a alors yg = G(xg) = F(x0) + ¢ = yo + ¢ donc ¢ = 0 et donc F' = G. Donc la fonction F est bien unique.

Remarque. Interprétation graphique :

On a représenté ci-dessous plusieurs primitives d’'une méme fonction. Parmi I'infinité de primitives, il en existe
une et une seule dont la courbe passe par le point (zg, yo)-

Courbe de f

7 CUN AN N~ g
/o OO T
RO N

/

R S NN

Exemple 3.

Quelle est la primitive F' sur R de f: x +— 2z + 1 qui s'annule en 17
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Intégration sur un segment

2.1.3 Primitives de référence

VOUS DEVEZ CONNAITRE PAR CEUR LES DEUX TABLEAUX SUIVANTS :

2.1.3.1 Primitives des fonctions de références

f(x)

F(x)

Domaine sur lequel f admet
des primitives

x“
a R\ {-1}

1

Exemples
=

| =

COS X

sin x

OPTIONNEL :

xﬂ
aeR\ {1}
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Intégration sur un segment

2.1.3.2 Primitives des composées de références

Soit © une fonction dérivable sur un intervalle I.

Si la fonetion [ est de la forme... Alors une primitive F de f sur I est de la ferme ...

u'u®
a R\ {—1}

u'u®

u'\u

Exemples

u'

VL

Uu
u?

=,

u

un’ﬂu

u' cosu

u' sinu

uf

1+ u?

OPTIONNEL :

f

u

ue
a € R\ {1}

(3)
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Proposition 5. (Composée par une fonction affine) (admis)
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et admettant une primitive F' sur I et a et b deux réels, avec a # 0.

La fonction = — f(ax + b) a pour primitive ...

Preuve de la proposition

Pour tout x € I,

<M> - <éF(ax + b)>, - é (Flaz + b)) = é S aB(gnt b) = f(azrb).

a

2.1.4 Opérations sur les primitives

Proposition 6. (Opérations sur les primitives) (admis)
Soit F' et G deux fonctions qui sont des primitives de respectivement f et g et soit A € R.

1. F + G est une primitive de f + ¢

2. AF est une primitive de A f

Preuve de la proposition

1. (F+G))=F+G =f+yg
2. (AF) = AF' = \f.

Exemple 4. Déterminer une primitive I de la fonction f définie sur R par :

2z + 3 4
224+3z4+5 1422

4 3
fx) :4x2+3x10+5 — —3e” +3cosz +

Exemple 5. Déterminer une primitive G' de la fonction g définie sur R par : g(z) = (3z + 1)(42? — 5).
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Intégration sur un segment 9

2.2 Définition de I'intégrale sur un segment
2.2.1 Cas des fonctions continues

2.2.1.1 Définition

Définition 4. (Intégrale de a a b d’une fonction continue.)
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I. Soit F' une primitive de f sur I et (a,b) € Z°.
On ne suppose donc pas que a < b.

b
On appelle intégrale de a a b de la fonction f et on note / f(t) dt le nombre réel défini par :
a

b
Par convention, on note [ F(t) ]a = F(b) — F(a).

Remarque.

e Le résultat ne dépend pas de la primitive choisie donc la définition a bien un sens. En effet, si I'on remplace
la primitive F' par une primitive GG, on sait qu'il existe k € R tel que G = F + k. Alors on a :

G(b) — G(a) = F(b) + k — (F(a) + k) = F(b) — F(a).

e La lettre ¢ est une variable muette. On |'appelle la variable d’intégration. On peut la remplace par n'importe
quelle autre variable non utilisée ailleurs :

b b b
wadzlﬂ@MZAﬂww.
Mais /xf(a:) dz n'a aucun sens!

1
e La définition est bien valable si a > b. Par exemple : / 22 dz existe bien.
2
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Intégration sur un segment

2.2.1.2

Propriétés élémentaires

Proposition 7. (Propriétés élémentaires de I'intégrale)
Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I.
Soit (a,b) € I? et soit A € R.

Odt= 3, /af(t)dt: ““““ |

M@ A= 4. /baf(t) d=

Preuve de la proposition

b
0 dt = G(b) — G(a) ob G est une primitive de la fonction nulle. On a donc G’ = 0 donc G est constante

et donc G(b) — G(a) = 0.
Soit F' une primitive de f sur I. Alors AF' est une primitive de A\f ( pmsque (A\F) = \F' = \f).

Donc /b)\f(t) dt = [AF)2 = AF(b) — AF(a) = A (F(b) —/\/ £(t) dt.

Soit F' une primitive de f sur I. Alors / f(t) dt = F(a) — F(a) =

Soit F une primitive de f sur I. Alors /ba F(t) dt = F(a) — F(b) = —(F(b) - F(a)> — /b £(1) dt

2.2.1.3

Interprétation graphique

b

Sia < b, alors / f(t) dt représente |'aire signée (positive ou négative selon que Cy est en-dessus ou en-dessous

a
de I'axe des abscisses) du domaine délimité par la courbe représentative de f, I'axe des abscisses et les droites
d'équation z =a et x = b.

1
Exemple 6. On a représenté ci-dessous la fonction f : z — 53: - 3.

10
. Calculer f(x) dx

. Vérifier graphiquement.

4
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Intégration sur un segment 11

2.2.1.4 Premiers calculs d’intégrales

Exemple 7. Calculer les intégrales suivantes :
8
1. A At =
3
1
2. / e e [
0
L
3. ——— At =
e
L g
4 / b=
o 1+t
1
5. / 2% A = oo e
0
1
6. / te™ dt =
0

2.2.1.5 Théoreme fondamentale de I'analyse

Proposition 8. (Théoréeme fondamental de I'analyse) Soit f une fonction continue sur I et ¢ € I,

I — R
La fonction H : . / £(t) dt est la primitive de f qui s'annule en c.
C

Donc H et de classe € (voir définition plus loin) et on a H' = f.
On a donc, avec un abus de notation :

Preuve de la proposition

Soit F' une primitive de f sur I (il en existe car f est continue sur I).
Par définition, pour tout x € I, H(z) = F(x) — F(c).
Donc H est bien dérivable puisque F' I'est et on a :

Vz €I, H'(z) = F'(z) = f(x).

H est donc bien une primitive de f sur I. De plus H(c) = / f(t) dt =0.
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12 Intégration sur un segment

Proposition 9. (Corollaire du TFA)
Soit f une fonction continue sur I et ¢ € I et u,v : I — J deux fonctions dérivable sur un intervalle J et a
valeurs dans I.

J — R J — R J — R
Les fonctions

v(x) G (@) "
z — / feydt | T — /()f(t)dt' G /() £(t) dt sont déri

vables sur I et on a, avec un abus de notation :

Exemple 8. EDHEC 2016 - Voie E
Pour tout entier naturel n, on définit la fonction f,, sur [n,4oo[ par :

Vz € [n,4o0], fu(z) = /I eVt dt.

1. (a) Montrer que f, est de classe € sur [n, 400 et déterminer f/(z) pour tout z de [n, +ocl.
Donner le sens de variation de f,,.
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Intégration sur un segment 13

2.2.2 Intégrale d’'une fonction continue par morceaux sur un segment [a, b|.

Définition 5. ((rappel) : fonction continue par morceaux)

On rappelle qu'une fonction est dite continue par morceaux sur [a,b] s'il existe une subdivision ap = a < a; <
... < ap = b telles que les restrictions de f a chaque intervalle |a;, a;+1[ admettent un prolongement continu sur
[a;, @it1].

Définition 6. (Intégrale d’une fonction continue par morceaux)
Soit f une fonction continue par morceaux sur un segment [a, b].
Il existe donc une subdivision ag = a < a1 < ... < a, = b telle :

o f est continue sur chaque intervalle Ja;, a;y1].
e f admet une limite a gauche en a;.
e f admet une limite a droite en a;41.

On note alors f; le prolongement par continuité de f sur [ai, ai+1]. On appelle intégrale de a a b de f le nombre

i1

/abf(t) dtzg/ai Fi() dt

Représentation graphique :

ap = a ai az a3 =>b

Exemple 9. (Voir la correction)

3
Soit x > 0, calculez / |t] dt.
0
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14 Intégration sur un segment

3 Propriétés de I'intégrale

3.1 Relation de Chasles

Proposition 10. (Relation de Chasles)
Soit f une fonction continue sur I. Pour tout (a,b,c) € I® (on n’a pas forcément a < b < ¢),

/abf(t) dt =

Preuve de la proposition

Soit F' une primitive de f sur .

3.2 Linéarité de l'intégrale

Proposition 11. (Linéarité de I'intégrale)
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervallel, (a,b) € I et (\, ) € R? :

Preuve de la proposition

Soit F' une primitive de f sur I et G une primitive de g sur I.
Alors AF' + uG est une primitive de Af + pug (car(AF + uG)' = AF' + uG' = \f + pg.)

Donc :

b
/ AF(t) + pg(t) dt = AF(t) + pF ()]

— AF(b) + uF(b) — (\F(a) + uF ()
— A(F(b) - F(a)) + u(F(b) - F(a))

b b
= lambda/ f(t) dt —I—,LL/ g(t) dt
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Intégration sur un segment 15

Proposition 12. (Généralisation au cas de n fonctions)
Soit n € N* et fi, fa, ..., fn des fonctions continues sur un intervalle I, (a,b) € I? et (A, Aa,..., \p) € R™ :

n

/ SONA(E dE=

=1

3.3 Intégrale et inégalités
3.3.1 positivité de I'intégrale

Proposition 13. (Positivité de I'intégrale)
Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

Soient (a,b) € I? [ tels que a < b.

1| siveea b f(t) >0, alors /bf(t) dt > 0.

a

2. | Sivieab], £(t) > 0, alors /bf(t) dt > 0.

Preuve de la proposition

Soit F' une primitive de f sur .
1. Vt €]a,b], F'(t) = f(t) > 0 donc F est croissante sur [a, b].
b
Or b > a. Donc F(b) > F(a) donc / f(t) dt > 0.

2. Vt €la,b], F'(t) = f(t) > 0 donc F est strictement croissante sur [a, b].
b
Or b > a. Donc F'(b) > F(a) donc / f(t) dt > 0.

Remarque.

1. Si la fonction est positive ou strictement positive sur [a,b] la proposition s'applique aussi.

2. On peut déduire de la proposition précédente, la proposition équivalente avec des fonctions négatives.

[lINRE]
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16 Intégration sur un segment

3.3.2 fonction positive d’intégrale nulle

Proposition 14. (fonction positive d’intégrale nulle)
Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

Soient (a,b) € I?| tels que a < b.

Si ¢ et , alors YVt € [[] a,b], f(t) =0.

f est positive sur [a, b]
[ (Vt €la,b], f(t) = 0)

Preuve de la proposition

Soit F' une primitive de f sur I. Vz €]a, b, F'(x) = f(x) > 0 donc F est croissante sur [a,b] .
b
Or F(b) — F(a) = / f(t) dt = 0. Donc F(a) = F(b). Donc F' est constante sur [a, b].

Donc Vt € [a, 4], F/(t) = 0.
C'est-a-dire Vt €]a, b], f(t) =0.

Remarque. On a le méme résultat pour une fonction négative sur |a, b[.

3.3.3 Croissance de l'intégrale

Proposition 15. (Croissance de I'intégrale)
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I.

Soient (a,b) € I?| tels que a < b. ]

1| sivega b, £(t) < g(t), alors /abf(t) dtg/abg(t).

2. | SiVtela,b], £(¢) < g(t), alors / " bty dt < / " o)

Preuve de la proposition

On pose h = g — f et on applique la positivité de I'intégrale avec la fonction h

ECS1 - Mathématiques (¥%) : minimum vital | (3%%) : au programme | (¥%¥) : Pour les Experts



Intégration sur un segment 17

Exemple 10.

xn

1
Pour tout n € N, on pose J, = / dz. Montrer que J, — 0.
0

14+ 22 n—+00

Exemple 11. EDHEC 2016 - Voie E (suite)
La partie en italique a été traitée a I'exemple 8.

x
Pour chaque entier naturel n , on définit la fonction f, par: Vx € [n,+oo[, fn(z) = / eVidt .

n

1. Etude de f,,.

(a) Montrer que f, est de classe € sur [n,+oc[ puis déterminer f, (x) pour tout x de [n,+o0] .
Donner le sens de variation de f,,.

(b) En minorant f,(z) , établir que ll)l}rl fn(z) = +o00.

(c) En déduire que pour chaque entier naturel n , il existe un unique réel, noté u,, , élément de
[, +00] , tel que fr(u,)=1.

2. Etude de la suite (uy,).
(a) Montrer que u, —— +o0 .
n——+00

(b) Montrer que : Vn € N, e Vin <y, —n < e vV

3.3.4 Inégalité triangulaire

Proposition 16. (Inégalité triangulaire)
Soit f une fonction continue sur un intervalle .

Soient (a,b) € I? [ tels que a < b. ]

Preuve de la proposition
b
| o a

b
Prouver < / |f(t)| dt équivaut a prouver :
a

b b b
—/ | £ dts/ f(@®) dtg/ |£(8) dt.
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18 Intégration sur un segment

Or pour tout réel z, on a :
—|z| £z < |z

Donc, pour pour tout t € [a,b], on a :
—fOI < f(t) < [f(@)]-

De plus les fonctions f et |f| sont continues sur [a, b]. On peut donc intégrer cette inégalité sur [a, b] et on obtient :

b b b
/ @) dt < / £(t) dt < / )] dt

4 Nouvelles méthodes de calcul d’intégrales

4.1 Intégration par partie.

Proposition 17. (Intégration par partie) (preuve faite en cours)
Soit u et v deux fonctions de classe € sur I, et soit (a,b) € I°.

/a () () di = [u(t)v(t)}z _ / o (B)o(t) dt

a

Preuve de la proposition

Commencons par remarquer que u’v et uv’ sont continues comme produit de fonctions continues donc elles admettent
une intégrale sur [a, b].
On a (uwv)" = v'v + wv’. Donc uv est une primitive de u'v + uv'.

b b
Donc / W (H)v(t) + u(t)'(t) dt dt = [u(t)v(t)] .
a a
b
On obtient le résultat par linéarité et en faisant passer / o' (t)v(t) dt a droite.

a

Remarque. Cette proposition est la conséquence directe de la dérivée d’'un produit.

Exemple 12.
2 2 1
1. / Inz dz. 3. / (Int)? dt. 5. / t3e~t dt.
1 1 0
2 2 tint
2 4 / gy,
2, /1 t?Int dt. T a7

Exemple 13.  Déteriner une primitive de In sur R

ECS1 - Mathématiques (%) : minimum vital | (%) : au programme | (%Y%) : Pour les Experts



Intégration sur un segment 19

4.2 Changement de variable

Proposition 18. (Changement de variable)
Soit a calculer une intégrale de la forme :

[ Hewne® at

«

ou f et ¢ sont deux fonctions telles que fo ¢ est continue sur [a,b] et f est continue sur ¢([a, 5]).

Si ¢ est de classe € sur [, 3], alors

[ 1(e0)d® at= [ ) au

o(a)

On dit qu'on a effectué le changement de variable u = ()

Preuve de la proposition

Soit F' une primitive de f et on pose G = F o ¢.
On remarque que G'(t) = ¢'(t)F'(¢(t)) = ¢'(t) f(o(t))-
Donc G est une primitive de t — f(o(t))¢'(t).
D'ou
B /
| #ene® at=6(8) - 6(a)
= F(p(B)) — F(p())
»(B)
z/ f(t) du
o(a
(retour a la proposition 18)
Exemple 14.
2
1. Calcul de J :/ d en posant u = e’.
1 et+1
2. Calcul de K e en posant Vi
- u = u = .
TN A
1 1
3. Calcul de L = ——— dt en posant u = /1 + et.
0 V1+et

Corollaire 19. (Intégrale d’une fonction paire ou impaire) (preuve faite en cours)
Soit f une fonction définie et continue sur [—a, a.

1. Si f est paire, alors ... €t .

2. Si f est impaire, alors . et .
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5 Sommes de Riemann

5.1 Approximation d’une intégrale par la méthode des rectangles.
5.1.1 Introduction

b
On considére une fonction f définie sur [a,b]. On pose I = / f(t) dt. On chercher a calculer par des calculs

a
élémentaires (sans primitive) une valeur approchée de I. On peut utiliser pour cela la méthode des rectangles
(Lien vers I'animation Geogebra) :

e On fixe un entier n > 0 et on divise l'intervalle [a, b] en n intervalles de méme largeur. On définit ainsi une

subdivision (ag, a1, ..., ay) de [a,b] :
a b
Qp Q1 GQp 3 g A5 G Q7 Qg Qg Qi

On a alors, pour tout k € [0 ; n] :

€93

e On définit les rectangles a gauche (resp. a droite) comme suit. On note S,, (resp. S;,) la somme des aires
de ces rectangles.

Rectangles a gauche Rectangles a droite
S10 = 13.59 10 =13.68

e On peut alors démontrer que :

b
lim S, = lim Silz/ f(t) dt.
a

n—-+00 n—-+o00

ECS1 - Mathématiques (3) : minimum vital | (3%%) : au programme | (¥%¥) : Pour les Experts


https://www.geogebra.org/m/stppqfwj

Intégration sur un segment

21

Par exemple, avec n = 100 :

Rectangles a gauche
S100 = 13.64

Avec n = 300 :

Rectangles a gauche
S300 = 13.646

Rectangles a droite
Sioo = 13.65

Rectangles a droite
Séoo = 13.649
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5.1.2 Formalisation de la méthode des rectangles a gauche

e Dans la méthode des rectangles a gauche avec n rectangles, chaque rectangle a pour largeur

e Les rectangles ont pour hauteur f(ay) pour k allant de ... a .

L’aire totale des n rectangles a gauche vaut donc :

S =

5.1.3 Formalisation de la méthode des rectangles a droite

e Dans la méthode des rectangles a droite avec n rectangles, chaque rectangle a pour largeur

e Les rectangles ont pour hauteur f(ag) pour k allant de ... a :

L’aire totale des n rectangles a droite vaut donc :

g =

n
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5.2 Sommes de Riemann

Définition 7. (Sommes de Riemann)
Soit f une fonction continue sur [a,b] et n > 1, on appelle sommes de Riemann de f sur [a,b] les expressions :

Sn(f) = et Su(f) =

Remarque. On reconnait dans ces sommes les aires des rectangles a gauche et a droite.

Remarque. Cas particulier important : ¢ = 0 et b = 1. Dans ce cas, les sommes de Riemann s'écrivent :

Sn(f) = et Su(f) =

Proposition 20. (Convergence et limite des sommes de Riemann)
Soit f une fonction continue sur [a, b].

b
Les suites (S, (f))nen+ et (S, (f))nen+ convergent vers la méme limite / f(t) de.

a

Remarque. En particulier, sia =0 et b =1 alors

et

Preuve de la proposition

On va faire la preuve dans le cas oli f est de classe C' sur [a, b).

f est continue sur [a,b] donc |f’| aussi et donc elle est bornée sur [a, b] et il existe M = I[nax|f’|.
a,

D’apres I'inégalité des accroissements finis :

Vz,y € la, 0], [f(z) = f(y)| < M|z —y|

n—1 n—1
b—a b—a b—a
Pour k € [0,n — 1], = k t d Sn(f) = = — .
our k € [0,n — 1], on pose oy, = a + et donc S, (f) - I;:Of(ak) ,;:0 - flag)

On a d'une part

/ak+1 flag) dt = f(ag) /ak+1 1dt = f(ag) x fracb — an

k Qg

(%) : minimum vital | (%) : au programme | (%Y%) : Pour les Experts ECS1 - Mathématiques
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et d'autre part, d'apres la relation de Chasles :

b n=1 copq
fydt=>" f(t) dt
@ k=0 @k
En regroupant, on obtient :
b n—1 Qg1 n—1 a
| at- s, = 7#) dt = 37 = ()
@ k=0 "%k k=0
n—1 gt .
= ([ a0 - 2 )
k=0 Y%k
n—1 Qg1 41
- sy [ e at)
2 ([ 0w [ s
n—1 Qi1
= f(t) = flax)) di
k=0 " Yk

b n—1 Qg1
0 =50 < 3| [ s16) - s
a k=0'Yak
n-1 Ak41
<Y [0 - ) a
k=0 %k
n=1 nopqy
< / M|t = Ckk| dt
k=0" %k
Or,
QR A1 (t _ ak)2 QAk+1 (b _ CL)2
/o”C t_akldt:/ak t—akdt:{2 }ak =3
Et donc

b
| 10 at- s, =

n—1
(b—a)? (b—a)®
< =

Comme le terme de droite tend vers 0, on a le résultat souhaité.

5.3 Application a la convergence de certaines suites : exemples

Exemple 15.
1 n—1
Soit, pour tout n € N, u,, = — Z k3. Déterminer la limite de (uy,).
" k=0
Exemple 16.
n—1 1
Méme question avec la suite définie pour tout n > 1 par u, = Z .
k:Ok +n
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