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Feuille d’exercices n°15 - Espaces Vectoriels

Exercice 1.

Les ensembles ci-dessous sont-ils des espaces vectoriels ?
E,={(x,y,2) € R®|x+y—2z=0}

E,={(x,y,2) € R3|x+y—2z=1}

Es={(x,y,2) € R®|x®?+y—2z=1}

E,={(x,y,2) € R®|x+2y+2z=0¢et3x—y+z=0}
={(x+y,2y—x3x+y) | (x,y) € R?}

E¢ = {(un)nEN e RN , VREN, Uy =upyq + 4‘un}
E;={f:R->R | f(2) =0}

Eg = {M € M, (R) | tous les coefficients de M sont égaux}

x+y x-—y
E9:{<2x+y 3x )|(x,y)€]R2}
10.E;, = {P € Rn[X] [P(X+1) = P(X)}oun € N*
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Exercice 2.
Utiliser la méthode 2 ou la méthode 3 pour démontrer que les ensembles Ey, E4, Eg, Eq et E1 sont des espaces
vectoriels et en déterminer une famille génératrice.

Exercice 3 . Commutant d’une matrice (classique)
Soitn € N* et A € M,,(R). On note E I'ensemble des matrices M qui commutent avec A (c’est-a-dire telles que
AM = MA). Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de M, (R).

Exercice 4.
1. Montrer que ((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)) est génératrice de R3.
2. Montrer que (X +1,X + 2,X + 3) est génératrice de R,[X].

Exercice 5.
1. Montrer que ((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)) est libre dans R®.
2. Avec la question 1 de I'exercice 4, que peut-on en déduire pour cette famille ?

Exercice 6 . Les familles suivantes de R3 sont-elles libres ou liées ?
1. 3 =(1,1,0), u2 = (0,1,1);
2. uy; =10,0,1), up =(0,1,1), u3 =(1,1,1);
3. u1=(0,1,-1), u» =(1,0,-1), ug =(1,-1,0);
4. up=(1,1,-1),u,=(1,-1,1), uz3=(-1,1,1), uy = (1,1, 1).

Exercice 7. Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels et en déterminer une base.
l. Fi={(x,5,2) eR® | x-2y=0};
2. BH={x,y,z2, DR | x—y+z—t=0,x+2y+3z+4t=0};
3. Fi3= {{x.y,z}E[R:‘ |x=2y=3z};
4. Fi={x, 1,2, ) eR | x+y=y+z=z+t=t+x=0};
5. F5 ={PeR3[X] | P(2) =0}
6. Fo={Me 43[R)| 'M=-M]

Exercice 8.
1. Montrer que ((1,0,1),(2,1,0),(1,1,1)) est une base de R®.
2. Déterminer le vecteur 1, qui a pour coordonnées (-5, -3,—1) dans cette base.

3. Déterminer les coordonnées de u; = (-5,-3,-1) dans cette base.

Exercice 9. On pose : F; = {(a,b,c,d)|3a —4c+d = 0}
1. Onposex = (1,2,3,4) est-ceque x € F; ?

2. Donner deux éléments de F;

3. Démontrer que F; est un R-espace vectoriel.
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Exercice 10. Onpose F, = {(3t +s,—s,s + t), x,t € R}
1. Donner un élément de F, et un élément de R3 qui n’est pas dans F,.
2. Démontrer que F, est un sev de R3.

Exercice 11. On pose u; = (1,—2,1) et u, = (0,1,2)

1. Soitv = (1,2,3). A-t-onv € Vect(uq,u,) ?

2. Déterminer k € Rtel que (2k + 1,k,—k) € Vect(uy,u,).

3. Onposea = (—1,4,2) et b = (1,0,5). Montrer que Vect(u,,u,) = Vect(a, b).

Exercice 12. Onpose P = X?,Q = 2X + 1 et R = 4X.
1. Montrer que 3X% + 2X — 1 € Vect(P,Q,R)
2.

a. Prouver que Vect(1,X,X?) c Vect(P,Q,R).

b. Que représente Vect(1,X,X?)?

Exercice 13 . On pose f:x = cosx et g : x = sinx.
1. Donner 3 éléments de de Vect(f, g).

. Démontrer que cos (x + g) € Vect(f, g)-

2

3. Démontrer que (f, g) est libre.

4. Soit F 'ensemble des fonctions h définies sur R et deux fois dérivables telles que k' + h = 0.
Démontrer que F est un sev de RR et que Vect (f,g) c F.

Exercice 14 .
On considére dans R3 : u; = (1,0,1) u, = (0,1,0) uz = (1,1,0) etu, = (3,0,2).
1. Déterminer une base des sous-espaces vectoriels suivants :
Ey =Vect(uy,upy,uy) ; E; =Vect(ug,up,uz) ; Ez =Vect(uz,uy) ; Ey, = Vect(uy)
2. Déterminer un systéme d’équations linéaire définissant E;, puis E;.
Vérifier en particulier que les vecteurs définissant E, et E5 vérifient bien ces équations.
3. Déterminer une base de Es = E; N Ej.

Exercice 15.

On note T, (resp. Sy,,resp. A,,) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures (resp. Symétriques, resp.
Antisymétriques) d’ordre n ou n € N*, a coefficients réels.

1. Démontrer que ces 3 ensembles sont des R-espaces vectoriels.

2. Déterminer une base de chacun de ces espaces.

Exercice 16 .
0 0 1
On poseK=<0 1 0> etE ={M e M3(R), MK = KM = M}
1 0 O
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M5(R).
a b c
2. SoitM = <d e f) € M3(R).
g h k

a. Montrerque M € Essik =g =c=a,h=betf = d.Endéduire alors la forme des matrices de E et en
déterminer une base.
b. Montrer par un argument simple que les matrice de E ne sont pas inversibles.

a b a
3. On considere I'ensemble F des matrices de la forme <b c b), ou a, b, ¢ sont des réels.
a b a

Montrer que F est un sev de E et en donner une base.

Exercice 17 . Les ensembles décrits ci-dessous sont-ils des R-espaces vectoriels ? Justifier.
1. E={(un)nen RV | VR EN,|u,l<1}.

2. L'ensemble A des suites arithmétiques.
3. L'ensemble G des suites géométriques.

4. L'ensemble F des fonctions définies sur R et croissantes.
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Exercice 18 . Soient les polynémes :
P(X) =X, QX)=X—-1 et R(X) =3X?

1. Dans R2[X], la famille (P, Q, R) est-elle libre, génératrice, une base? Et vue comme une famille de
vecteurs de R3[X]?

2. Donner les coordonnées de S(X) = 6X? — X + 1 dans la base (P,Q, R).

Exercice 19. Soit F = {P € R[X] | P(X3) = (X* + X2 + 1)P(X)}
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R[X].

2. Montrer que F admet une base que I'on déterminera. On commencera par résoudre l'équation
P(X3) = (X' + X? + 1) P(X), d'inconnue P € R|X), par analyse-syntheése.

Exercice 20 . (Ecricome 2014 — voie S)
Soit n € N*, on note E I'ensemble des fonctions f : R} — R telles qu’il existe deux polyndmes P et Q appartenant
aR,_,[X] avec:
Vx € RY, f(x) =xP(x) + xIn(x) Q(x)
1. Prouver que E est un R — espace vectoriel.
2. Pourtout entier k € {1, ...,n}, on pose :
(R} - R . RL - R
e { x o xk SV { x — xFIn(x)

Prouver que E = Vect(uy, vy, ..., Up, Uy)



