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Feuille d’exercices n°15  - Espaces Vectoriels 

Exercice 1 .   
Les ensembles ci-dessous sont-ils des espaces vectoriels ? 
1. 𝐸1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈  ℝ3 | 𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 0} 
2. 𝐸2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈  ℝ3 | 𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 1} 
3. 𝐸3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈  ℝ3 | 𝑥2 + 𝑦 − 2𝑧 = 1} 
4. 𝐸4 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈  ℝ3 | 𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 = 0  et  3𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0} 
5. 𝐸5 = {(𝑥 + 𝑦 , 2𝑦 − 𝑥, 3𝑥 + 𝑦) | (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2} 
6. 𝐸6 = {(𝑢𝑛)𝑛∈ℕ ∈ ℝℕ ,   ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+2 = 𝑢𝑛+1 + 4𝑢𝑛} 
7. 𝐸7 = {𝑓 ∶ ℝ → ℝ  |  𝑓(2) = 0} 
8. 𝐸8 = {𝑀 ∈ ℳ𝑛(ℝ)  | tous les coefficients de 𝑀 sont égaux} 

9. 𝐸9 = {(
𝑥 + 𝑦 𝑥 − 𝑦

2𝑥 + 𝑦 3𝑥
) | (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2} 

10. 𝐸10 = {𝑃 ∈ ℝ𝑛[𝑋]  |𝑃(𝑋 + 1) = 𝑃(𝑋)} où 𝑛 ∈ ℕ∗ 

Exercice 2 .  
Utiliser la méthode 2 ou la méthode 3 pour démontrer que les ensembles 𝐸1, 𝐸4, 𝐸8, 𝐸9 et 𝐸10 sont des espaces 
vectoriels et en déterminer une famille génératrice. 

Exercice 3 . Commutant d’une matrice (classique) 
Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ et 𝐴 ∈ ℳ𝑛(ℝ). On note 𝐸 l’ensemble des matrices 𝑀 qui commutent avec 𝐴 (c’est-à-dire telles que 
𝐴𝑀 = 𝑀𝐴). Démontrer que 𝐸 est un sous-espace vectoriel de ℳ𝑛(ℝ). 

Exercice 4 .  

1. Montrer que ((1,0,1) , (1,1,0) , (0,1,1)) est génératrice de ℝ3. 

2. Montrer que (𝑋 + 1 , 𝑋 + 2, 𝑋 + 3) est génératrice de ℝ1[𝑋]. 

Exercice 5 .  

1. Montrer que ((1,0,1) , (1,1,0) , (0,1,1)) est libre dans ℝ3. 

2. Avec la question 1 de l’exercice 4, que peut-on en déduire pour cette famille ? 

Exercice 6 . Les familles suivantes de ℝ3 sont-elles libres ou liées ? 

 

Exercice 7 . Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels et en déterminer une base. 

 

Exercice 8 .  

 

Exercice 9 . On pose : 𝐹1 = {(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑)| 3𝑎 − 4𝑐 + 𝑑 = 0} 
1. On pose 𝑥 = (1,2,3,4) est-ce que 𝑥 ∈ 𝐹1 ? 
2. Donner deux éléments de 𝐹1 
3. Démontrer que 𝐹1 est un ℝ-espace vectoriel. 
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Exercice 10 . On pose 𝐹2 = {(3𝑡 + 𝑠, −𝑠, 𝑠 + 𝑡), 𝑥, 𝑡 ∈ ℝ} 
1. Donner un élément de 𝐹2 et un élément de ℝ3 qui n’est pas dans 𝐹2. 
2. Démontrer que 𝐹2 est un sev de ℝ3. 

Exercice 11 . On pose 𝑢1 = (1, −2,1) et 𝑢2 = (0,1,2) 
1. Soit 𝑣 = (1,2,3). A-t-on 𝑣 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢1, 𝑢2) ? 
2. Déterminer 𝑘 ∈ ℝ tel que (2𝑘 + 1, 𝑘, −𝑘) ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢1, 𝑢2). 
3. On pose 𝑎 = (−1,4,2) et 𝑏 = (1,0,5). Montrer que 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢1, 𝑢2) = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑎, 𝑏). 

Exercice 12 . On pose 𝑃 = 𝑋2, 𝑄 = 2𝑋 + 1 et 𝑅 = 4𝑋. 
1. Montrer que 3𝑋2 + 2𝑋 − 1 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑃, 𝑄, 𝑅) 
2.  

a. Prouver que 𝑉𝑒𝑐𝑡(1, 𝑋, 𝑋2) ⊂ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑃, 𝑄, 𝑅). 
b. Que représente 𝑉𝑒𝑐𝑡(1, 𝑋, 𝑋2) ? 

Exercice 13 . On pose 𝑓: 𝑥 ↦ cos 𝑥 et 𝑔 ∶ 𝑥 ↦ sin 𝑥. 
1. Donner 3 éléments de de 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑓, 𝑔). 

2. Démontrer que cos (𝑥 +
𝜋

3
) ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑓, 𝑔). 

3. Démontrer que (𝑓, 𝑔) est libre. 
4. Soit 𝐹 l’ensemble des fonctions ℎ définies sur ℝ et deux fois dérivables telles que ℎ′′ + ℎ = 0. 

Démontrer que 𝐹 est un sev de ℝℝ et que 𝑉𝑒𝑐𝑡 (𝑓, 𝑔) ⊂ 𝐹. 

Exercice 14 .  
On considère dans ℝ3 : 𝑢1 = (1,0,1)  𝑢2 = (0, 1, 0)  𝑢3 = (1,1,0) et 𝑢4 = (3,0,2). 
1. Déterminer une base des sous-espaces vectoriels suivants : 

𝐸1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢1, 𝑢2, 𝑢4)  ;   𝐸2 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)   ;   𝐸3 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢3, 𝑢4)  ;  𝐸4 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢1) 
2. Déterminer un système d’équations linéaire définissant 𝐸1, puis 𝐸3. 

Vérifier en particulier que les vecteurs définissant 𝐸1 et 𝐸3 vérifient bien ces équations. 
3. Déterminer une base de 𝐸5 = 𝐸1 ∩ 𝐸3. 

Exercice 15 .  
On note 𝑇𝑛

+ (resp. 𝑆𝑛,resp. 𝐴𝑛) l’ensemble des matrices triangulaires supérieures (resp. Symétriques, resp. 
Antisymétriques) d’ordre 𝑛 où 𝑛 ∈ ℕ∗, à coefficients réels. 
1. Démontrer que ces 3 ensembles sont des ℝ-espaces vectoriels. 
2. Déterminer une base de chacun de ces espaces.  

Exercice 16 .  

On pose 𝐾 = (
0 0 1
0 1 0
1 0 0

) et 𝐸 = {𝑀 ∈ ℳ3(ℝ), 𝑀𝐾 = 𝐾𝑀 = 𝑀} 

1. Montrer que 𝐸 est un sous-espace vectoriel de ℳ3(ℝ). 

2. Soit 𝑀 = (
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑘

) ∈ ℳ3(ℝ). 

a. Montrer que 𝑀 ∈ 𝐸 ssi 𝑘 = 𝑔 = 𝑐 = 𝑎, ℎ = 𝑏 et 𝑓 = 𝑑. En déduire alors la forme des matrices de 𝐸 et en 
déterminer une base. 

b. Montrer par un argument simple que les matrice de 𝐸 ne sont pas inversibles. 

3. On considère l’ensemble 𝐹 des matrices de la forme (
𝑎 𝑏 𝑎
𝑏 𝑐 𝑏
𝑎 𝑏 𝑎

), où 𝑎, 𝑏, 𝑐 sont des réels. 

Montrer que 𝐹 est un sev de 𝐸 et en donner une base.   

Exercice 17 . Les ensembles décrits ci-dessous sont-ils des ℝ-espaces vectoriels ? Justifier. 

 



Lycée Paul Valéry Mathématiques – ECS1 – FE15 – EV 

Exercice 18 . Soient les polynômes : 
𝑃(𝑋) = 𝑋, 𝑄(𝑋) = 𝑋 − 1  et  𝑅(𝑋) = 3𝑋2 

 

Exercice 19 . Soit 𝐹 = {𝑃 ∈ ℝ[𝑋] | 𝑃(𝑋3) = (𝑋4 + 𝑋2 + 1)𝑃(𝑋)} 

 

Exercice 20 . (Ecricome 2014 – voie S) 
Soit 𝑛 ∈ ℕ∗, on note 𝐸 l’ensemble des fonctions 𝑓 ∶  ℝ+

∗ → ℝ telles qu’il existe deux polynômes 𝑃 et 𝑄 appartenant 
à ℝ𝑛−1[𝑋] avec :  

∀𝑥 ∈ ℝ+
∗ , 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑃(𝑥) + 𝑥 ln(𝑥) 𝑄(𝑥) 

1. Prouver que 𝐸 est un ℝ − espace vectoriel. 
2. Pour tout entier 𝑘 ∈ {1,  … , 𝑛}, on pose :  

𝑢𝑘 : {
ℝ+

∗ → ℝ

𝑥 ↦ 𝑥𝑘
  et     𝑣𝑘 : {

ℝ+
∗ → ℝ

𝑥 ↦ 𝑥𝑘 ln(𝑥)
 

 
Prouver que 𝐸 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢1, 𝑣1, … , 𝑢𝑛, 𝑣𝑛) 

 
 
 


